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PRÉFACE À L'ÉDITION FRANÇAISE 


La radiotechnique statistique fait partie de la théorie de l’infor- 
mation entendue au sens large. La théorie de l’information est alors 
définie comme l’ensemble des applications mathématiques, principa- 
lement statistiques, aux problèmes de la description, du traitement, 
de la conservation. de la transmission et de la perception de l'infor- 
mation. 

La conception probabiliste, en tant qu'instrument de Ja 
connaissance du monde qui nous entoure. nous vient de Pierre Simon 
Laplace, illustre savant déterministe du XVIII‘ siècle. On voit 
réapparaître celte conception lors de la révolution en physique de 
notre siècle, lorsqu'en utilisant les idées d'Emile Borel affirmant 
que la théorie des probabilités peut être formalisée sur la base de la 
théorie de la mesure, André Kolmogorov a élaboré le système d’axio- 
mes de cette théorie et a donné une interprétation abstraite et ensem- 
bliste des notions fondamentales. Dans tous les pays, y compris 
l'U.R.S.S., la France, les Etats-Unis, etc.. on voit apparaître des 
écoles importantes de statisticiens. 

On constate un lien étroit entre l’essor qu'ont pris ces dernières 
décennies la théorie des probabilités et la statistique mathématique, 
d'une part, et le développement rapide des domaines nouveaux de la 
technique, en particulier, de la radiotechnique, de l’autre. Certains 
problèmes techniques ardus ont pu être résolus grâce à l’utilisation 
fructueuse des méthodes mathématiques, le progrès technique sti- 
mulant de son côté le développement des mathématiques appliquées. 

Avec l’augmentation considérable du nombre de publications et 
celui des spécialistes utilisant les méthodes statistiques pour la réso- 
lution des problèmes de radiotechnique, de commande automatique et 
des télécommunications, le besoin se fait sentir d’avoir des monogra- 
phies généralisant et systématisant les résultats obtenus. Aux environs 
de 1950 de telles monographies apparaissent en France (A. Blanc-La- 
pierre, L. Foret. Théorie des fonctions aléatoires, Paris, 1953), en 
Union Soviétique (B. Lévine. Théorie des processus aléatoires et son 
application à la radiotechnique. Sovetskoe radio, Moscou, 1957; 
V. Pougatchev. Théorie des fonctions aléatoires et ses applications 
aux problèmes de régulation automatique. Gostechizdat, Moscou, 
1957) et aux Etats-Unis (W. B. Davenport, W. L. Root. An introduc- 
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tion to the Theory of random Signals and Noise. New York, Mc Graw- 
Hill, 1958). 

L'idée d'écrire cette monographie soumise aujourd'hui au juge- 
ment de nos lecteurs français, est née il y a une dizaine d'années, 
après la seconde édition de l'ouvrage précité de l’auteur. Qu'est-ce 
qui nous a incité à entreprendre ce travail énorme et y avait-il lieu 
d'espérer une récompense morale? Laissant de côté ces détails pure- 
ment personnels comme l'enthousiasme créateur et l'intérêt scienti- 
fique, on peut, pour répondre à cette question, se souvenir de certaines 
idées qui régnaient à l’époque. Premièrement, il fallait souligner 
le caractère statistique de la radiotechnique théorique actuelle et 
mettre en évidence que ses applications diverses et variées étaient 
liées par une méthodologie statistique unique. Deuxièmement, il 
était indispensable de séparer les problèmes de l'analyse probabiliste 
apparaissant lorsque l’on connaît les modèles de la structure, des 
signaux et des bruits, des problèmes de la synthèse statistique où 
l'information a priori est incomplète. Enfin, il nous a paru utile 
de donner sur la base de notre longue expérience d'enseignement du 
cours de radiotechnique statistique aux ingénieurs, aux aspirants et 
aux étudiants, ainsi que des consultations données aux industriels, 
un exposé systématique, soigné du point de vue méthodologique de la 
question, compte tenu des besoins quotidiens d’un grand auditoire 
n'ayant pas reçu de formation mathématique spéciale. 

L'introduction du premier volume contient une brève annotation 
de cette monographie. Certains paragraphes de l’édition russe ont 
été omis dans l'édition française. Les paragraphes en caractères petits 
peuvent être laissés de côté lors de la première lecture de l’ouvrage. 
Les deux volumes sont pourvus des annexes, des index alphabétiques 
des auteurs et des concepts ainsi que de la liste de symboles. 


B. LÉVINE 


Professeur à l'Institut Electrotechnique 
des communications de Moscou 
Moscou, décembre 1971 
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Il y a environ quinze ans, lorsque les méthodes de la théorie des 
probabilités ont commencé la conquête glorieuse des domaines 
d'application de la radiotechnique, un de mes amis, ingénieur de 
grand talent, constructeur d'appareils radiotechniques compliqués, 
m'a dit que son désir d'utiliser l’appareil mathématique moderne 
dans ses études scientifiques se heurtait aux obstacles insurmontables 
des gros cours spécialisés. Un ingénieur ne peut pas en général, dans 
son travail quotidien, consacrer un temps plus ou moins important 
à l'étude systématique de ces cours. D'un côté, l'exposé de ces ouvra- 
ges, bien qu’il soit conséquent et rigoureux du point de vue mathéma- 
tique, n’est pas orienté vers la résolution des problèmes pratiques, 
ne contenant pas d'exemples aptes à servir de modèles à un grand 
nombre de problèmes semblables. 

C'est ainsi qu’il m'a été proposé de faire, en tant que mathéma- 
ticien et ingénieur, une série de conférences destinées aux ingénieurs 
radio-électriciens, désirant s'initier aux branches mathématiques 
en plein essor, telles que la théorie des probabilités et la théorie des 
processus stochastiques, et d'illustrer les possibilités offertes par les 
méthodes probabilistes dans l’étude d'un certain nombre de problè- 
mes. J'ai accepté cette proposition. L'expérience s'est trouvée 
être bonne, le cycle de conférences a été répété, il s’est développé, 
est devenu obligatoire pour les aspirants d’un grand nombre de 
disciplines radiotechniques et s’est trouvé à la base de l'ouvrage 
Théorie des processus aléatoires et ses applications radiotechniques, 
paru dans les éditions «Sovetskoe Radio» en 1957 et réédité (complété) 
trois ans plus tard. 

Beaucoup de problèmes de radiotechnique ne peuvent être for- 
mulés que sur la base de modèles probabilistes, tandis que le traite- 
ment des données et des résultats des expériences n’est efficace que 
par des méthodes statistiques. La radiotechnique statistique a pour 
objet l’analyse des modèles probabilistes et des déductions statisti- 
ques dans leur aspect radiotechnique spécifique. L'actualité des 
problèmes a rendu nécessaire la parution d’un manuel consacré 
spécialement aux fondements de la radiotechnique statistique. Un 
certain nombre de monographies apparues ces dernières années peu- 
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vent être utilisées à ces fins *). Le présent ouvrage sur les fondements 
de la radiotechnique statistique est consacré aux questions d'analyse 
probabiliste des systèmes radiotechniques. Cet ouvrage est né de la 
révision fondamentale de la seconde édition, complétée et méthodi- 
quement améliorée, de l'ouvrage cité ci-dessus Théorie des processus 
aléatoires et ses applications radiotechniques. En changeant le titre, 
l’auteur a voulu souligner non seulement une différence de principe 
dans le plan de l’ouvrage faisant ressortir les questions relatives à la 
synthèse statistique auxquelles est maintenant consacré un volume 
séparé (le second volume du présent ouvrage). mais surtout le fait 
que la radiotechnique moderne est essentiellement statistique. Il 
est évident que tous les aspects de la question n’ont pu être traités 
dans l'ouvrage, celui-ci étant presque exclusivement consacré aux 
méthodes mathématiques de la radiotechnique statistique laissant 
de côté les méthodes de la physique. Il nous a même paru parfois 
nécessaire de sacrifier la plénitude, la généralité et la rigueur des 
méthodes mathématiques pour atteindre notre but essentiel qui 
était de donner à l'ingénieur et au chercheur l’appareil analytique 
dont il a tant besoin. 


Moscou, décembre 1964 
*) D. Middleton. An introduction to statistical theory of communications. 


W. B. Davenport, W. L.Root. An introduction to the theory of random signals 
and noise. New York, Mc Graw-Hill, 1958. Ouvrage précité de l’auteur. 


INTRODUCTION 


Le déterminisme et le hasard. De longue date les études physiques 
ont été basées sur des principes déterministes, reposant du point de 
vue mathématique sur des systèmes d’équations différentielles, ceci 
pour des conditions initiales données. Cependant, bien qu'utilisées 
d'une manière judicieuse et conséquente, ces méthodes n'englobaient 
pas toute la complexité infinie des phénomènes réels. De nombreux 
processus, qui paraissaient pouvoir être étudiés par les méthodes 
classiques de la physique mathématique. ont exigé, lors d’une étude 
plus approfondie, l'emploi des méthodes probabilistes, c'est-à-dire 
qu'il a fallu renoncer à une description exacte des variations des 
systèmes physiques. L'introduction de la notion de probabilité en 
physique est une étape légitime et naturelle du processus infini de 
connaissance où «disparaissent des propriétés de la matière qui 
paraissaient auparavant absolues, immuables. fondamentales... et 
qui se trouvent maintenant être relatives, imputables seulement 
à certains états de la matière » *). Ainsi, parallèlement à la physique 
classique on voit apparaître la physique statistique, à côté de la méca- 
nique classique, la statistique quantique. La radiotechnique. étudiant 
des processus macroscopiques ne fait pas en ce sens place à part. 
Les bruits aléatoires de tous les dispositifs radiotechniques, la struc- 
ture statistique de toutes les sources d’information ont conduit à la 
nécessité d'introduire des méthodes probabilistes dans la radiotech- 
nique théorique. Les processus aléatoires sont devenus le modèle 
mathématique de base des signaux porteurs d'information et des 
bruits l’accompagnant. 

Appareil mathématique. Rien d’étonnant qu’en renonçant aux 
principes déterministes on ait eu besoin d’un appareil mathématique 
nouveau. Cependant. comme souvent dans l’histoire de la science, 
les nouvelles disciplines, dès leur naissance, ont trouvé à leur service 
l'appareil analytique nécessaire. celui-ci paraissant auparavant pure 
abstraction mathématique, permettant seulement de décrire une classe 
restreinte de phénomènes. Il en fut ainsi pour la théorie des probabi- 
lités qui. au stade initial. avant d’être utilisée en physique, en biolo- 
gie et dans la technique, n'avait que des applications douteuses dans 
les jeux de hasard. 


*) V. Lénine. Œuvres complètes (en russe), t. 18, p. 275, Moscou, 1961. 
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La notion même de probabilité est statistique. Le caractère statis- 
tique de cette notion se manifeste dans de multiples réalisations des 
conditions faisant apparaître un certain événement, et dans la fré- 
queunce d'apparition de cet événement. En fait les notions de fréquence 
et de probabilité sont étroitement liées entre elles. En caractérisant 
la probabilité d’un événement par un nombre, on ne peut attribuer 
à ce nombre une autre valeur réelle et un autre sens réel que la fréquence 
relative d'apparition de cet événement lors d’un grand nombre d'expé- 
riences. 

On a recours aux méthodes probabilistes afin de pouvoir utiliser 
directement les lois régissant les effets de masse, sans étudier chaque 
phénomène à part. Les lois statistiques que l'on observe dans les 
expériences de masse reflètent des lois probabilistes inhérentes au 
phénomène étudié. Il devient alors possible d'étudier les lois probabi- 
listes d’une manière purement empirique (ou statistique). Evidem- 
ment, on ne s'arrête pas là. Après avoir statistiquement établi certai- 
nes lois probabilistes, on peut en déduire statistiquement de nouvel- 
les lois probabilistes, ceci par des déductions logiques ou des calculs, 
en utilisant à cet effet des règles générales. Ces lois a priori établies 
ainsi pour des phénomènes compliqués peuvent être ensuite confirmées 
ou infirmées par un traitement statistique des résultats des observa- 
tions (traitement des données a posteriori). 

La radiotechnique statistique. La radiotechnique statistique a pour 
objet l’analyse des modèles probabilistes a priori et les déductions 
statistiques à posteriori sous un aspect radiotechnique. Comme il 
n'existe pas de terme réunissant en lui seul la probabilité et la sta- 
tistique, nous avons donné la préférence à la nomination « radiotechni- 
que statistique » afin de souligner le parallélisme avec la notion de 
« physique statistique ». 

L'analyse a priori est d'autant plus productive et réalisable que 
les modèles choisis reflètent mieux la réalité et sont suffisamment 
simples. 

Les déductions statistiques sont toujours faites sur la base d’un 
nombre limité de données accumulées. Dans ces conditions il est 
indispensable d'indiquer à l’avance l'algorithme de traitement 
de l'information échantillonnée accumulée, permettant d'utiliser 
au mieux (dans un certain sens) cette information afin d'obtenir les 
renseignements requis sur les propriétés du phénomène étudié. 

La radiotechnique statistique fait appel à l'appareil mathémati- 
que de la théorie des probabilités et des processus aléatoires, d’une 
part. et à la statistique mathématique et la théorie des décisions, de 
l’autre. 

La théorie des probabilités et la théorie des processus aléatoires 
sont l'instrument mathématique de base permettant d'analyser les 
signaux accompagnés de bruits à la traversée des dispositifs radio- 
techniques, pour des modèles probabilistes donnés des signaux et des 
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bruits. Les méthodes de la statistique mathématique et de la théorie 
des décisions jouent un rôle fondamental dans la synthèse des dis- 
positifs radiotechniques. 

La théorie des processus aléatoires ainsi que la théorie des déci- 
sions sont apparues de nos jours et se sont développées en une certaine 
mesure indépendamment des applications techniques en tant que 
branches autonomes de la théorie des probabilités et de la statistique 
mathématique. Ce développement est dans une grande mesure dû aux 
travaux des mathématiciens éminents A. Khintchine, A. Kolmogo- 
rov. J. Neumann. A. Wald. Cependant les problèmes nouveaux de la 
statistique radiotechnique ont exercé leur influence sur le dévelop- 
pement des méthodes mathématiques mentionnées et ont favorisé 
et accru leur importance pratique. 

L'évolution de la radiotechnique statistique est liée aux noms 
de V. Kotelnikov, N. Wiener, C. Shannon. A. Kharkëévitch, V. Bou- 
nimovitch, S. Rice, D. Middleton et à de nombreux autres savants 
et ingénieurs, principalement soviétiques et américains. 

Il est difficile, sinon impossible, et peut-être inutile d'établir 
une frontière entre la radiotechnique statistique et les domaines 
voisins de la science. Certains résultats et parfois des sections entières 
peuvent être rapportés non seulement à la radiotechnique statistique, 
mais également à la théorie de l'information (au sens général), à la 
théorie statistique des communications, à la commande automatique. 

Les méthodes de la radiotechnique statistique ont été appliquées 
d'une manière très efficace dans la technique radar (dans les problè- 
mes de détection, d'accompagnement el de discrimination des objectifs 
en présence de bruits) et dans les radiocommunications (en ondes cour- 
tes. multiplex. troposphérique et cosmique). Ces méthodes ont permi 
également de résoudre un grand nombre de problèmes intéressants 
de radiophysique, de radar sous-marin, de radio-astronomie, de 
sismologie, de la technique de radioguidage, de télémétrie, de 
navigation. de mesures radio-électriques, ainsi que de la théorie de la 
fiabilité et de la théorie des systèmes techniques complexes. 

Analyse et synthèse. Les problèmes qu'on rencontre lors de l’élabo- 
ration des systèmes de transmission d’information et des éléments 
de ces systèmes sont essentiellement de deux types: les problèmes 
d'analyse et de synthèse. Sous leur forme la plus générale ces pro- 
blèmes peuvent être formulés comme suit. Le problème d'analyse : 
connaissant les caractéristiques du système (de l'élément) ainsi que 
le processus appliqué à l'entrée, trouver les caractéristiques du proces- 
sus à la sortie du système (de l'élément). Le problème de synthèse : 
connaissant les caractéristiques du processus d'entrée et celles du 
processus que l’on désire obtenir à la sortie. trouver le système qui 
pourrait réaliser la transformation requise. 

La radiotechnique statistique a pour objet d'étude différents 
signaux et bruits qui sont généralement des réalisations de processus 
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aléatoires (les processus déterministes étant considérés comme 
cas particulier). Les problèmes d’analyse consistent alors à dé- 
terminer les caractéristiques probabilistes des processus à la sortie 
des systèmes linéaires et non linéaires si l’on se donne les caracté- 
ristiques et la construction des systèmes et la description probabi- 
liste, plus ou moins détaillée. des processus d'entrée. À titre d'exem- 
ple. on peut mentionner le calcul du rapport de la puissance du signal 
à la puissance du bruit à la sortie du système, parfois utilisé en 
qualité de facteur d’invulnérabilité aux bruits. 

La formulation statistique du problème d'une synthèse optimale 
s'éenonce comme suit: déterminer la meilleure (en un certain sens) 
stratégie, permettant d’après la réalisation observée du signal 
d'entrée de prendre une décision sur les caractéristiques intéressantes 
du processus aléatoire (ensemble de réalisations) de sortie. Autre- 
ment dit, il y a lieu de chercher un système optimal (un algorithme 
de trailement du signal d’entrée observé) dont la sortie fournisse une 
solution ou (et) une estimation numérique caractérisant les propriétés 
inconnues du phénomène observé. Le résultat qu’on recueille à la 
sortie du système qu'il soit présenté sous la forme d’une solution ou 
sous la forme d'une estimation. est une fonctionnelle de la réalisa- 
tion observée. l’our trouver les caractéristiques probabilistes de cette 
fonctionnelle on s'adresse aux méthodes utilisées pour la résolution 
des problèmes d'analyse. 

Il faut spécialement souligner que la synthèse statistique en tant 
que recherche d'un système optimal ou d'un algorithme de traitement 
est avant tout liée à la définition de la notion d'optimisation. Cette 
notion comprend tant un critère de qualite que des conditions supplé- 
mentaires limitant la classe de systèmes admissibles. Le caractère 
plus ou moins général de l'optimisation dépend de la forme et du 
nombre de limitations imposées à la classe de systèmes admissibles. 
Le choix des critères de qualité et des limitations à imposer aux sys- 
tèmes est basé sur l'expérience humaine, le bon sens et l'intuition, 
c'est-à-dire sur tout l’arsenal des moyens dont dispose l’heuristique. 

Les méthodes de la synthèse statistique optimale donnent aux 
constructeurs de systèmes un instrument plus universel que celui 
dont ils disposaient auparavant, lorsque l’étude des processus était 
basée sur les caractéristiques énergétiques ne reflétant pas les parti- 
cularités liées à l’élaboration et à la prise de décisions. 

11 ne faut cependant pas oublier que les méthodes de la synthèse 
statistique ne sont que l'échelon suivant du processus de la connais- 
sance, où on ne peut évidemment pas complètement rejeter l'étude 
approchée des phénomènes objectifs ni les compromis auxquels on 
doit inévitablement consentir quand il faut choisir les critères de 
qualité ou surmonter les difficultés dues à l'absence de données 
a priori suffisantes. aux impasses mathématiques, ainsi qu'aux com- 
plications liées à la réalisation des algorithmes optimaux. 


INTRODUCTION 13 


Les différents critères. adaptés-aux données a priori dont on dis- 
pose. donnent en général des algorithmes optimaux différents de 
traitement des résultats des observations. bien que certains algorith- 
mes se trouvent parfois être optimaux pour plusieurs critères. C’est, 
par exemple. le cas des algorithmes linéaires (filtres adaptés) qui 
sont optimaux pour la détection et la discrimination des signaux 
déterministes noyés dans des bruits aléatoires additifs suivant une 
loi de distribution normale. 

Les méthodes de la synthèse statistique optimale sont particuliè- 
rement efficaces dans le cas de l'indétermination a priori, car très 
souvent le constructeur du système d’information ne dispose pas de 
données indispensables sur la répartition des probabilités des si- 
gnaux. des bruits, sur leur interaction ni sur le caractère des pertes 
dues à des décisions ou des estimations erronées. 

Contenu de l'ouvrage. Le premier volume, consacré aux questions 
d'analyse probabiliste, contient douze chapitres qui peuvent être 
divisés en trois parties. 

La première partie a pour but de donner au lecteur le strict 
minimum de connaissances nécessaires sur la théorie des variables 
et des processus aléatoires. Par tradition, cette partie figure dans 
presque tous les ouvrages traitant des applications techniques de la 
théorie des probabilités. Tout en nous conformant à cette tradition, 
nous avons pris soin de débarrasser cette partie (les quatre premiers 
chapitres) de tout ce que nous avons jugé superflu. L exposé est ici 
orienté vers la préparation de l'étude des applications. Nous avons 
par conséquent réussi à la faire plus laconique. 

La deuxième partie (chapitres 5 à 8) occupe la place centrale. 
Consacrée à l'analyse probabiliste des transformations fonctionnelles 
des processus aléatoires dans les éléments (linéaires et non linéaires) 
des circuits radio-électriques. elle est extrêmement utile pour la réso- 
lution d’un grand nombre de problèmes des applications. Comme 
la radiotechnique est essentiellement la technique de la transmission 
des signaux par ondes hertziennes de haute fréquence, nous avons 
étudié séparément et en détail les propriétés et la transformation 
d’un processus aléatoire à bande étroite de sa porteuse et de sa phase. 

La troisième partie (les quatre derniers chapitres) traite ed certai- 
nes questions spéciales de radiotechnique statistique: le passage de 
processus aléatoires normaux par un circuit type (amplificateur — 
détecteur — filtre); les dépassements des processus aléatoires: les 
processus aléatoires impulsionnels, les spectres énergétiques des si- 
gnaux modulés par des processus aléatoires. Les deux premières ques- 
tions se rencontrent très fréquemment dans les recherches. 

Le second volume de l'ouvrage est consacré aux questions de syn- 
thèse statistique optimale. Sa structure est analogue à celle du premier. 

Les deux premiers chapitres (première partie) contiennent un 
minimum de notions sur la théorie des décisions (statistiques des 
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événements aléatoires) et la théorie des estimations des paramètres 
de distribution des variables aléatoires (statistique des variables 
aléatoires). Les renseignements exposés doivent permettre au lecteur 
de mieux assimiler le contenu des chapitres consacrés aux appli- 
cations. 

Deux autres chapitres (seconde partie) sont la base mathématique 
nécessaire à la résolution d’un grand nombre de problèmes de la 
synthèse statistique, fondée non seulement sur des échantillons dis- 
crets, mais également sur des réalisations continues d'un processus 
aléatoire. On étudie en détail les fondements de la statistique des 
processus aléatoires, notamment les développements orthogonaux 
des processus aléatoires, les fonctionnelles du rapport de vraisemblan- 
ce, la vérification des hypothèses concernant les processus aléatoires, 
les estimations des paramètres de la distribution d’un processus aléa- 
toire, les estimations des fonctions de corrélation et les spectres 
énergétiques. Les questions de filtrage linéaire et non linéaire des 
processus aléatoires sont également examinées. 

Le reste du volume (troisième partie) illustre les applications 
particulières de la théorie de la synthèse statistique à la concep- 
tion optimale des dispositifs de détection et d'extraction des signaux 
noyés dans les bruits. On suppose ici que les signaux sont à bande 
étroite. 

Chaque chapitre des deux volumes de l'ouvrage se termine par 
un certain nombre de problèmes qui doivent être considérés non 
seulement comme des exercices de révision permettant au lecteur 
de vérifier qu’il a convenablement assimilé les points fondamentaux, 
mais également comme un résumé de résultats complémentaires qui, 
pour certaines raisons, ne peuvent figurer dans le texte principal. 
Cependant le lecteur qui sera capable, sans se référer aux sources, de 
démontrer ces résultats, peut être sûr qu'il est apte à poser et à résou- 
dre lui-même de nouveaux problèmes. 

Bibliographie. Dans les flux de plus en plus abondants de la litté- 
rature technico-scientifique, les ouvrages consacrés aux applications 
techniques des méthodes de la théorie des probabilités occupent une 
place importante. Il est vrai que l’abondance de la littérature scienti- 
fique éditée, preuve indiscutable du progrès scientifique, peut décou- 
rager ceux qui veulent être au courant des récents progrès. À l'heure 
actuelle, environ 100 000 articles sur des questions de radiotechnique 
sont publiés annuellement. En supposant même que chaque spécia- 
liste ne soit intéressé que par 3 % de ces articles, il lui faut néan- 
moins lire 10 articles par jour. C’est pourquoi nous nous sommes 
limités dans la bibliographie aux références monographiques et à 
quelques articles parus ces dernières années et concernant directement 
le texte de l'ouvrage. 

Nos lecteurs. Cet ouvrage s'adresse avant tout aux spécialistes 
occupés dans l'industrie radio-électrique, ingénieurs-chercheurs et 


INTRODUCTION 15 


mathématiciens, désirant utiliser les méthodes de la radiotechnique 
statistique pour la résolution de leurs problèmes. Dans son ensemble, 
l'ouvrage peut servir de manuel aux aspirants de nombreuses spécia- 
lités de radiotechnique statistique et, certaines parties, aux étudiants 
des années supérieures suivant un cours spécial de théorie des systè- 
mes radio-électriques. 

Nous espérons également attirer l'attention d’un auditoire plus 
large s'intéressant aux applications techniques des méthodes proba- 
bilistes et statistiques. 

Pour satisfaire un tel auditoire il est très difficile de trouver un 
compromis raisonnable et rendre cet ouvrage à la fois accessible et 
suffisamment rigoureux du point de vue mathématique. Il suffit 
à cet effet de citer A. Kolmogorov qui reconnaît qu'il rêve depuis 
longtemps de concilier les méthodes rigoureuses des mathématiciens 
purs et les raisonnements non rigoureux des spécialistes des mathé- 
matiques appliquées, des physiciens et des techniciens. Pour réaliser 
ce rêve il faut que les ingénieurs assimilent des concepts mathémati- 
ques nouveaux. Nous ne faisons pas appel à des branches comple- 
mentaires des mathématiques contemporaines (comme. par exemple. 
l'intégrale de Lebesgue, la théorie de la mesure, etc.) et nous sup- 
posons chez notre lecteur les connaissances du cours classique de 
mathématiques supérieures ainsi que des fondements de la radio- 
technique. Dans certaines démonstrations nous avons omis les calculs 
intermédiaires et certaines affirmations ne sont pas expliquées en 
détail. Au besoin le lecteur peut lui-même les étudier en détail, bien 
que ce ne soit pas indispensable pour la compréhension de la théorie 
exposée. Il en est tout autrement quand il s’agit de l’utilisation pra- 
tique des résultats théoriques dans un problème concret, lorsque 
l'étude a pour but la construction du schéma synoptique du dispositif 
dont les caractéristiques doivent être données finalement sous forme 
numérique (ou graphique). Il faut ici, en parlant en termes imagés, 
nous plonger dans la forêt épaisse des mathématiques où l’on cherche 
les fruits des arbres autres que la théorie des probabilités ou la sta- 
tistique, mais essentiellement de la théorie des équations intégrales 
linéaires et de l'algèbre linéaire. 

L'exposé présenté de l’état actuel des bases théoriques de la radio- 
technique statistique, bien qu'il n'ait pas de fondement mathéma- 
tique irréprochable, peut servir de base analytique pour des études 
physiques et techniques ainsi que des calculs pratiques. 


Chapitre , premier 


ÉVÉNEMENTS ALÉATOIRES 


1.1. NOTION DE PROBABILITÉ ET RÊGLES FONDAMENTALES 


1.1.1. Probabilité d'un événement aléatoire. Dans les recherches 
scientifiques, les applications techniques et industrielles, il est sou- 
vent difficile de prévoir les résultats des expériences, des épreuves 
ou de certaines opérations qui se répètent de nombreuses fois dans 
des conditions identiques. L'abandon de la description exacte est 
dû non pas tellement à ce que le phénomène étudié est trop compli- 
qué mais surtout à l'ignorance de toutes les causes ayant provoqué 
son apparition ou à l'impossibilité de donner le nombre nécessaire 
de conditions initiales. 

Considérons avant tout la notion d'expérience, ou d'épreuve. 
Dans la théorie mathématique exposée ici la nature de l'expérience 
ne joue aucun rôle. Seules importent les conditions des expériences 
et leurs résultats. Comme nous l'avons déjà noté, pour les recherches 
scientifiques et les applications techniques l'élément caractéristique 
est la répétition des expériences pour un ensemble de conditions 
données. S'il est possible de réaliser une longue suite d’expériences 
pour un certain ensemble de conditions, on parle de grandes séries. 
Dans le calcul des probabilités on se limite aux phénomènes de ce 
enre. 

Les résultats des expériences peuvent être soit prédéterminés, 
c'est-à-dire que les conditions de l'expérience les déterminent complé- 
tement, soit aléatoires, c’est-à-dire différents d'un cas à l’autre. 
Dans ce cas, pour un même ensemble de conditions il se trouve impos- 
sible de prédire le résultat de chaque expérience isolée. 

Le résultat de l'expérience peut être défini comme la réalisation 
ou la non-réalisation d’un certain événement appelé événement aléa- 
toire. La science et la technique nous offrent de nombreux exemples 
d'événements aléatoires. Ainsi, le niveau des bruits à la sortie d’un 
dispositif électronique peut surpasser une certaine valeur donnée, 
un défaut peut survenir dans l'appareillage considéré. Ce sont là 
des exemples simples d'événements aléatoires. Ici ce n’est pas la 
nature de l'événement aléatoire qui nous intéresse mais le fait de 
son apparition, ainsi que sa fréquence de répétition dans la suite des 
expériences réalisées dans les mêmes conditions. 

La théorie des probabilités vise à rechercher les lois régissant les 
événements aléatoires et les méthodes de leur description quantitative. 
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L'étude de longues séries de résultats d'expériences fait apparaître 
la loi suivante : les résultats des expériences isolées peuvent différer 
les uns des autres, mais les valeurs moyennes des séries d'expériences 
sont à peu près les mêmes, c'est-à-dire manifestent une certaine stabi- 
lité. Cette loi statistique observée, la stabilité des résultats moyens, 
est une manifestation de la loi de probabilité régissant tout événement 
aléatoire. Ainsi, il est impossible de prévoir avec précision si la durée 
de fonctionnement fiable d'un dispositif donné dépassera une valeur 
donnée. Cependant l'étude de grands lots de dispositifs identiques 
permet d'y déceler une loi statistique suivant laquelle une partie 
plus ou moins déterminée de dispositifs de chacun des lots répond 
à l'exigence concernant la durée de fonctionnement fiable. Cette loi 
statistique reflète une loi probabiliste qui met la fiabilité du dispo- 
sitif en rapport avec ses particularités constructives et technologi- 
ques. Dans l'exposé qui suivra on supposera que les grandes séries 
de phénomènes étudiés sont régies par des lois probabilistes. 

Nous allons maintenant essayer de donner une description quan- 
titative de la stabilité statistique. Soit un certain événement aléatoire 
A, réalisable pour un certain ensemble de conditions. Supposons 
qu'on a effectué une série de V épreuves au cours desquelles l'évé- 
nement À a été réalisé m fois exactement, et évidemment il n’a pas 
été réalisé V—m fois. Le rapport du nombre de réalisations de l’évé- 
ni 
N 
de l'événement À pour W épreuves. Evidemment, la valeur de v 
dépend en général de N. Mais lorsque l’on observe la fréquence de 
réalisation de l'événement À dans de longues séries d'épreuves, 
on découvre une loi statistique, la stabilité de la fréquence, s’expri- 
mant par des valeurs de v à peu près identiques. Lorsque W est 
suffisamment grand, cette fréquence v, qui varie avec l’augmen- 
tation de W, peut servir d'expression quantitative de la loi statistique 
de réalisation ou de non-réalisation de l'événement À. Pour caracté- 
riser quantitativement une loi de probabilité on introduit le nombre p, 
peu différent de v pour des N grands, appelé probabilité P{A} de 
l'événement À pour un ensemble donné de conditions. Ainsi l’affir- 
mation selon laquelle pour chaque événement aléatoire il existe 
une probabilité donnée 


nement À au nombre total N d'épreuves v = + s'appelle la fréquence 


p = P{A} (1.1) 


signifie que dans des séries suffisamment longues d'épreuves les fré- 
quences de réalisation de l'événement À seront à peu près les mêmes 
et voisines de p. L'hypothèse de l'existence d’une telle grandeur pour 
une large classe de phénomènes se trouve confirmée par l'expérience 
et constitue ainsi la base expérimentale de la théorie des probabi- 
lités. 
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La fréquence de réalisation d'un événement satisfait à l'inégalité 
évidente 0<v < 1. Comme par définition toute probabilité p est 
approximativement égale à la fréquence v, il est naturel de supposer 
que p satisfait à une inégalité analogue 


0Lp<i. (1.2) 


Dans tous les calculs la probabilité doit rester dans les limites 
indiquées. Si on trouve, pour la probabilité, une valeur négative 
ou supérieure à l'unité, c’est que l’on a certainement commis une 
erreur. 

Les valeurs limites de la probabilité correspondent à des résul- 
tats non aléatoires des épreuves : événement impossible ne pouvant 
se réaliser pour l’ensemble donné de conditions, et événement certain 
qui a lieu inévitablement pour l’ensemble donné de conditions. La 
probabilité d’un événement impossible est égale à zéro, celle d’un 
événement certain à l'unité. 

Les divers résultats de l'épreuve peuvent être notes sous la forme 
d’un ensemble d'événements aléatoires A4,, 4», ..., 4,. On peut 
donc pour W épreuves exprimer comme suit le nombre de réalisations, 
la fréquence de réalisations et la probabilité des événements : 


A4, A0, -.., Ah, 
Mi, Mo, . .., Ma, 
Vas Vos ee. Vn: 
Pis Pos - - > Pn: 


Lorsque NV est suffisamment grand les fréquences v,; (i — 
= 1, 2, ..., n) sont sensiblement constantes et diffèrent peu des 
probabilités correspondantes p;. Il est évident que tout p; doit satis- 
faire à l'inégalité (1.2). 

1.1.2. Classification des événements. Deux événements sont dits 
incompatibles s'ils ne peuvent coexister pour un ensemble donné 
de conditions. Si l’on sait avec certitude qu'au cours d’une expé- 
rience aléatoire il se produit l’un des x événements incompatibles 
A1, A2, ..., An, l’ensemble de ces r7 événements est alors appelé 
groupe complet. 

On appelle événements aléatoires contraires deux événements 
aléatoires incompatibles formant un groupe complet. On peut citer 
comme exemple simple d'événements contraires l'événement certain 
et l'événement impossible. L'événement contraire de l'événement 


À est noté par la même lettre surmontée d’un trait, c'est-à-dire À. 
Si la probabilité de l'événement À dépend de la réalisation d’un 
autre événement B, on dit que ces deux événements sont dépendants. 
Deux événements aléatoires sont indépendants si la probabilité 
de l’un d'eux ne dépend pas de celle de l’autre. 
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Des événements sont équiprobables si leur probabilité de réalisa- 
tion est la même. 

On dit que l'événement À implique l'événement B si avec la 
réalisation de À, B se réalise obligatoirement. Si À implique B et 
B implique À, on dit que les événements À et B sont équivalents. 

Pour conclure, considérons les événements obtenus à l’aide des 
opérations logiques « ou »et « et ». L'événement « À,, ou A:, ou ..., 
ou À, » se produit dans le cas et seulement dans le cas où au moins 
l'un des événements À, (i = 1, 2, ..., n) est réalisé. L'événement 
«A1, et A», et .... et A,» a lieu dans le cas et seulement dans 
le cas où se réalisent tous les événements À; (j = 1, 2, ..., n). 

I1 faut maintenant mentionner deux règles fondamentales de la 
théorie des probabilités. Il s’agit des règles d'addition et de multi- 
plication découlant directement de l'interprétation fréquentielle 
de la notion de probabilité *). 

1.1.3. Règle d’addition des probabilités des événements incom- 
patibles. Si A1, 4», ..., À, sont des événements incompatibles, 
la probabilité de réalisation de l'un des événements 4;,, ou A4. 
ou ..., ou À, est égale à la somme des probabilités de ces événe- 
ments 


P{A;, ou 4, ou..., ou An}= 2 PA}, (1.3) 
T3 


où P{A;} est la probabilité de la réalisation de l'événement 4}. 

Si les événements incompatibles ÀA,, A:, .... A, forment un 
groupe complet, l’un d'eux doit obligatoirement se produire et, par 
conséquent, 


P {A;, ou 4:, ou ..., ou A4,} = 1. 
Tenant compte de (1.3) on obtient 
D P {Ar} =1, (1.4) 
k=1 


c'est-à-dire que la somme des probabilités des événements aléatoires 
formant un groupe complet est égale à l'unité. 

Un groupe complet peut être constitué par un ensemble infini, 
mais obligatoirement dénombrable, d'événements pour lesquels on 
doit avoir P {4,} — 0 pour n —+ oo afin que la somme figurant 
dans (1.4) soit convergente. 

Si un système complet se compose de deux événements À et À, 
la relation (1.4) entraîne 


P{A} = 1 — P{A}. (1.5) 


*) On utilise souvent les notations symboliques empruntées à la théorie 
des ensembles: 4 — B (A équivaut à B); À ©.B (4 inclus dans B); A NB 
ou simplement AB (4 et B); À |j B ou À LÉ B (A ou B). 
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Les deux événements À et À du groupe complet étant contraires, 
la formule (1.5) permet de trouver la probabilité de l'événement À, 


si l’on connaît la probabilité de l'événement contraire À. 
Supposons que tous les nr événements formant le groupe complet 
soient équiprobables, c'est-à-dire que l'on ait 


P {4;} = p 


pour tout 4 = 1, 2,..., nr. La formule (1.4) permet alors de trouver 
la probabilité de réalisation de l’un des rz événements équiprobables 
formant le groupe complet 


2 p=np=1 
k=1 
ou 
1 
nn (1.6) 


La probabilité de réalisation de l’un des m < nr événements d'un 
groupe complet de nr événements équiprobables est, conformément 
à (1.3) et (1.6), égale à 

m 


P{As, ou 4, ou..., où Am}= D =. (1.7) 


k=1 


Considérons maintenant l'exemple suivant. Dans un intervalle 
de temps T une impulsion apparaît dans l’une seulement des 10 posi- 
tions fixes. Désignons par A, l'événement aléatoire consistant en 
l'apparition de l'impulsion dans la k-ième position (4 = 14, 2, ... 
..., 10). Comme il n'apparaît qu'une seule impulsion, tout couple 
d'événements À; et 4, (k  r) se compose d'événements incompati- 
bles. L'ensemble des événements À, (i — 1, 2, ..., 10) forme un 
groupe complet, car l'apparition de l'impulsion est certaine. Sup- 
posons que l'apparition de l'impulsion en n’importe quelle position 
soit équiprobable. Dans ce cas la probabilité de son apparition en 
toute position donnée est, conformément à (1.6). égale à p — 1/10. 
La probabilité d'apparition d’une impulsion en l'une des trois pre- 
mières positions P {4,, ou 4>, ou À4:} est en vertu de (1.7) égale 
à P{B;} — 3/10, où B, désigne l’événement « 4,, ou 42, ou 43». 
Supposons maintenant qu'en les positions fixes puisse apparaître 
une impulsion provenant de cinq sources différentes et soit B;(j — 
= 1, 2, ..., 9) l'événement consistant en ce que l'impulsion prove- 
nant de la source j apparaît en l'une des trois premières positions. Con- 
servant l'hypothèse de l’équiprobabilité d'apparition des impul- 
sions en toute position fixe pour toutes les sources on obtient 
P{B;} — 3/10 pour j quelconque. Quelle est maintenant la proba- 
bilité qu'aux trois premières positions apparaisse au moins une impul- 
sion, c'est-à-dire quelle est la probabilité de l'événement « B,, ou B2, 
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ou ..., ou B,»? Si pour trouver cette probabilité on applique la 
règle d’addition des probabilités, on obtient 


5 
P{B1 ou.…., où B;}= Ÿ P{Bj}=5. © 1,5. 
j=1 


Ce résultat absurde est dü au fait que l’on a utilisé la règle d'addi- 
tion des probabilités sans tenir compte des conditions de son applica- 
bilité, car chaque couple d'événements B; et B, (j, k = 1, 2, ... 
..., ») est compatible. Pour obtenir une réponse correcte il faut 
utiliser la règle d'addition des probabilités généralisée aux événe- 
ments compatibles que nous allons étudier maintenant. 

1.1.4. Règle de multiplication des probabilités. La probabilité 
de la réalisation de deux événements aléatoires À et B dépendants 
est égale au produit de la probabilité de l’un d'entre eux par la pro- 
babilité conditionnelle de l’autre, calculée en supposant que le pre- 
mier des événements a eu lieu 


P{A et B} = P{A} PA{B} = P{B} Ps{A). (1.8) 


La formule (1.8) recèle deux types de probabilité : la probabilité 
marginale (inconditionnée) de l'événement À (ou de l'événement PB) 
calculée en négligeant la réalisation ou la non-réalisation de l’événe- 
ment B qui en dépend (événement À respectivement), et la probabi- 
lité conditionnelle de l'événement B (de l'événement À) calculée 
en supposant que l'événement À (événement B respectivement) a eu 
lieu. C'est pourquoi les probabilités marginales P{A} et P{B} 
sont parfois appelées probabilités a priori, et les probabilités condi- 
tionnelles PA{B} et P£{A} probabilités a posteriori. 

Les relations (1.8) permettent d'obtenir directement les formules 
suivantes : 


P{AeB 
Pa(B}= (1.9) 
P{Aect B ' 


pouvant servir de définition aux probabilités conditionnelles. 

Par suite de (1.9) on a P{A et B} < P{A} et P{A et B} < 
< P1{B}; on peut obtenir des inégalités analogues à partir de (1.9) 
pour P{B} et P:{A}. 

En divisant (1.9) par (1.9”) on obtient également 


PA {B}=— P {B} PB {4} | 


TA (1.10) 


La formule (1.10) permet, à partir des probabilités marginales de 
deux événements et à partir de la probabilité conditionnelle de l'un 
d'eux, de trouver la probabilité conditionnelle de l’autre. 
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Un cas des plus importants est celui des événements À et B indé- 
pendants. Dans ce cas la réalisation de l’un d’eux n'influe aucune- 
ment sur la probabilité de réalisation de l’autre, c'est-à-dire que les 
probabilités a priori et a posteriori deviennent égales 


Pa{B}=P{B}, Py {A} = P {A}. (1.11) 


Pour des événements indépendants la règle de multiplication s'ex- 
prime par la formule suivante: 


P{Aet B} = P {A}.P {B}. (1.12) 


Cette dernière égalité peut servir de définition de l'indépendance 
de deux événements aléatoires À et B. 

La formule (1.12) s'étend au cas d’un nombre arbitraire d'événe- 
ments mutuellement indépendants *) (dans leur ensemble) B:, 


99 su Dit 


P{B;, et B:, et ..., et Ba}= I] P{B4}. (1.13) 


En vertu de (1.12) pour deux événements dépendants À et B 
la différence P {A et B} — P {A}-P {B} n'est pas nulle. Il est 
donc naturel de choisir pour mesure quantitative de la dépendance 
entre ces deux événements une grandeur proportionnelle à cette 
différence. Cette grandeur, appelée coefficient de corrélation entre 
les événements À et B, est définie par la formule **) 


P{A ct B}—P{A}.P{B} 
VP{A}P {A} P{B}P{B} 
Le coefficient de corrélation est positif si la probabilité de l’un 


des événements croît quand l’autre est réalisé, et négatif au cas 
contraire. 

1.1.5. Règle d’addition des événements compatibles. Considérons 
d’abord un ensemble B,, ..., B, d'événements mutuellement indé- 
pendants. 

Soit B4 l'événement contraire de B,. La réalisation de l’un quel- 
conque des événements B, exclut la possibilité de la réalisation simul- 


tanée de tous les événements B1, B3:, ..., B,. Ainsi, conformément 


R AB = 


(1.14) 


*) Les événements B1, ..., B, sont dits mutucllement indépendants si 
pour tout i tel que 1 Lis Lis<...<i,Lnona 


: 
P {Bi,.et Bi, et ..., et B;,} = || P (B:,}. 
h= 1 


Notons que de l'indépendance de couples d'événements B; et B;(i, i = 1, 
2, ..., n) ne découle pas celle de l’ensemble d'événements Bi, B:, ... 

**) On peut montrer que l'on a toujours | Ra | < 1 (voir, par exemple, 
12). Ran = 0 dans le cas et seulement dans le cas où les événements 4 ct B 
sont indépendants. 
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à (1.5) on a 
P {B;, ou B:, ou ..., ou B,} — 
— 1 — P {B;, et B:, et ..., et B,}. 


Comme B1, -.., B, sont mutuellement indépendants, en vertu 
de la règle de multiplication (1.13) on a 


ñn 
P4{B, et B:, et ..., et B,}= [[ P4£{B:}. 
Rk=1 
De plus 
P {Br} = 1 — P {B;}. 
Par conséquent 
LOS 
P {B;, ou B:, ou ..., où B»}=1—[[ [1—P£B:}. (1.15) 
k=1 
La formule (1.15) permet de calculer la probabilité de réalisation 
de l’un au moins des événements compatibles et mutuellement indeé- 
pendants B14, Bo, ..., B, en fonction de leurs probabilités. 
Les formules (1.15) permettent de trouver très facilement une 
solution correcte du problème posé ci-dessus, concernant la probabilité 
que, pour cinq sources indépendantes, on trouvera dans les trois pre- 
mières positions au moins une impulsion. La probabilité cherchée 
est égale à 


P£B,, ou ..., ou B;}=1—(1—-7)"—0,882. 


Effectuons la multiplication dans le second membre de (1.15) 
et introduisons les notations suivantes : 


Si= >» P{Bi}, S,= P{B;}P{B;}, ..., 


n 
j=1 


LL] 
I 
Be 

… 


Se 2 P{Bu}... P{B:,}, Go en: 


(Chaque combinaison d'indices dans les sommes apparaît une seule 
. . n 
fois, donc $, contient (*) — 


——— termes.) Le dernier terme s'écrit 
r'{(n—r)! 
comme suit : 
Sn — P{B1} P{B:}...P{B,)}. 
La formule (1.15) peut alors s'écrire sous la forme 
P {B;, ou B:, ou ..., ou B,} — 


= Sj—S,+...+(—1}-18,. (146) 
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Dans le cas particulier où x — 2 la formule (1.16) donne 
P {B;, ou B:} = Si — Sa — 
= P {B;} + P {Be} — P {Bi} P {B:j. (16°) 


Comme la somme S; = P {B,} + P {B;:} contient deux fois les 
cas où les événements PB, et B, se réalisent simultanément, on doit 
en retrancher la probabilité S, = P {B;,} P {B:} de la réalisation 
simultanée des événements indépendants B; et B:. Pour un nr arbi- 
traire la formule (1.16) peut être interprétée d'une manière analogue 
en se basant sur le principe de l'inclusion et de l'exclusion : on inclut 
tout et on exclut ce qui est superflu, puis on inclut tout ce qui a été 
exclu par erreur, etc., c'est-à-dire qu'on procède alternativement 
à des inclusions et des exclusions. En utilisant ce principe, on peut 
facilement démontrer que la formule (1.16) reste valable pour un ensem- 
ble d'événements dépendants, si seulement dans les formules pour 
S, on remplace les produits des probabilités par les probabilités 
de la réalisation simultanée des événements 


n 


S.= » 


11= 1 


2, P (Bi et Bi,, et ..., ct B: }, 


RE A Qi) 


Le premier terme S;, dans (1.16) est toujours égal à la somme des 
probabilités, c’est-à-dire qu'il correspond à l’incompatibilité des 
événements, et les autres termes apportent une correction tenant 
compte du fait qu’en réalité les événements sont compatibles. Ce 
n’est que dans le cas où l’on peut négliger la probabilité de la réali- 
sation simultanée des événements par rapport aux probabilités 
a priori de ces événements que l’on peut, au lieu de la règle généra- 
lisée d’addition (1.16), utiliser, avec une certaine approximation, 
la règle ordinaire (1.3) pour les événements incompatibles. 

1.1.6. Formule des probabilités totales. On a parfois besoin de 
déterminer la probabilité d'un événement À pouvant se produire 
simultanément avec l’un de x événements mutuellement incompati- 
bles B,, B+, ..., B, formant un groupe complet. Ces z événements 
mutuellement incompatibles sont parfois appelés hypothèses liées 
à l'apparition de l'événement À. Tout couple de combinaisons d'évé- 
nements (À et B;) et (A et B;) pour i  j étant incompatible, en 
utilisant la règle d’addition, on peut écrire la probabilité de l'événe- 
ment À sous la forme d'une somme 


P{A}=P{A et B;, ou À et B;, ou ..., ou À et B;,}— 


=ÿ P{A et Br}. (1.17) 
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Conformément à la règle d'addition chacun des termes de cette 
somme est égal à 


P {A et By} = P {Bu} Pr, {A} 


et par conséquent 
n 
P {A}= à P {Br} Ps, {A}. (1.18) 


La relation (1.18) est appelée formule des probabilités totales. 
Cette formule permet de déterminer la probabilité de l'événement 
À si l’on connaît les probabilités a priori des hypothèses B;, Bo», ... 
..., B, et les probabilités a posteriori de l'événement À dans le cas 
où l’une des hypothèses s’est trouvée confirmée. 

Supposons maintenant que l’on doive trouver la probabilité 
a posteriori de l'hypothèse B; à condition que l'événement À ait été 
réalisé. Il suffit pour cela d'utiliser la formule (1.10) 


P{Bi}Ppi{4} 
PLAY — 
et, en remplaçant P{A} par sa valeur tirée de la formule des proba- 
bilités totales, on obtient la formule dite de Bayes 
P {Bi} Pp, {4} 
Pa {Bi} = ——"+ 
D P{B} Pp, {4} 
k=1 


P a{Bi} = 


(1.19) 


1.2. SUITE D'ÉPREUVES INDÉPENDANTES 


1.2.1. Formule binomiale. De nombreux problèmes dont les solu- 
tions ont un vaste champ d'applications pratiques s'inscrivent dans 
le cadre du schéma d'une suite d'épreuves indépendantes, appelé 
parfois schéma de Bernoulli. Supposons que l’on effectue r épreuves 
indépendantes, la probabilité de la réalisation de l'événement 
aléatoire À étant chaque fois la même et égale à p. La probabilité 
de la non-réalisation de l'événement À au cours de l'épreuve, c'est-à- 
dire la probabilité de la réalisation de l'événement contraire, est égale 
à g = 1 — p. Proposons-nous de trouver la probabilité de la réali- 
sation de l’événement À exactement k fois (k< n) au cours de nr 
épreuves. On résout ce problème en appliquant simplement les règles 
d'addition et de multiplication ou bien la formule des probabi- 
lités totales qui en découle. 

Désignons par À, l'événement consistant en ce que, durant 
n épreuves indépendantes, À soit réalisé exactement # fois. On peut 
émettre plusieurs hypothèses mutuellement incompatibles en ce qui 
concerne la réalisation de l'événement 4,. L'une de ces hypothèses 
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B; consiste en ce que l'événement À soit réalisé au cours des k pre- 
mières épreuves et ne le soit pas durant les z — k épreuves suivantes. 
Dans ce cas conformément à la règle de multiplication pour des épreu- 
ves indépendantes on trouve 


P {Ar et B;}= pp... pgg...q=p"q"". 
—v— heune “pif 


kR fois n—k fois 


Une autre hypothèse B, consiste en ce que l’événement À n'est 
pas réalisé lors de la première épreuve, puis s’est produit Æ fois 
de suite et ne s’est pas produit lors de r — À — 1 épreuves restantes. 
Dans ce cas 


P {An et B2}=qpp ... pqg ... g=p"q"". 
k fois n—-kh—1 fois 


Il est évident que pour toute hypothèse B, concernant l’ordre de la 
réalisation de l'événement À exactement # fois et de sa non-réalisa- 
tion nr — k fois au cours de z épreuves indépendantes, la probabilité 
P {A, et B,} sera après permutation convenable des facteurs égale 
à pq. 

Ainsi tout ordre de réalisation de l'événement À exactement 
k fois au cours de nr épreuves indépendantes se trouve être équiproba- 
ble. Le nombre de possibilités diverses liées à la réalisation 
de l'événement À, est égal au nombre de combinaisons de n élé- 


ments pris 4 à k. Cette grandeur est généralement désignée par Île 


symbole é ou (:) et s'exprime sous la forme du rapport de facto- 
rielles 


(7 _ n | 
k ]  ki(n—k)1° 
Comme les hypothèses B1, B:, ..., Bjr) sont mutuellement 


k 
incompatibles, en appliquant la formule des probabilités totales 
(1.17) on obtient l'expression suivante pour la probabilité cherchée 
de l'événement À,;: 

(x) 


P{Ai}=Pn(k)= D} P{An et B}= (7 )p'q""*. (1.20) 
s=— 1 


On voit aisément que P, (k) est égale au coefficient de z* dans le 
développement du binôme (g + pr)" suivant les puissances de x. 
C'est pourquoi la formule (1.20) est souvent appelée binomiale. 

L'ensemble des événements À, forme un système complet d'évé- 
nements incompatibles, car au cours des épreuves l'événement À 
ou bien n’est pas réalisé du tout ou bien est réalisé un certain nombre 
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de fois. Donc, conformément à (1.4) on a 
n ñn 
> P {Ar} — > Pa(k)=1, 
k=0 k=0 


ce qui découle également du développement du binôme (g+ px)” 
qui pour z — 1 donne 
ñn 


à (11 


R=0 


La fonction P, (k) est une fonction de l'argument entier k. 
Cette fonction est maximale pour une certaine valeur 4 = k, appelée 
valeur la plus probable du nombre de réalisations de l'événement À 
pour » épreuves indépendantes. La valeur la plus probable k, dépend 
aussi bien du nombre x d'épreuves indépendantes, que de la proba- 
bilité p de la réalisation de l'événement au cours de chaque épreuve. 

Pour déterminer cette valeur la plus probable il suffit de consi- 
dérer la relation 


Pak) __(n—k+1)p (n+1) p—k 
Pa D Re HT mg + (2 


en vertu de laquelle la valeur la plus probable du nombre k, de 
réalisations de l'événement, pour lequel la probabilité P, (k) est 
maximale, doit être égale à la partie entière de la grandeur (nr + 1) p, 
c'est-à-dire 

ko = [(n + 1) pl. (1.21) 


Le symbole [x] désigne ici la partie entière du nombre x. 
Si (7 + 1) p est un nombre entier, il existe deux probabilités 
maximales égales entre elles 


Pa (Ko) = Pn (Ko — 1). 


Ce n’est pas tant la probabilité de réalisation de l'événement un 
certain nombre de fois qui présente un intérêt pratique, mais la pro- 
babilité que le nombre de réalisation de l'événement au cours de r 
épreuves soit compris dans les limites entre k, et #2. 


«+ 


On trouve cette probabilité à partir de la règle d'addition 
Pa SES ke} = Pa (ki) + Pa Gi + 1)+ ...+ Pa (2), 
et tenant compte de (1.20) on a 


R=k: 
Il est évident que 
P, {ki <Lk<L k:} = P {OL KL ke} — P {OL A < k;}. 
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La probabilité de la forme P,, {0 < k << m} est égale au rapport de 
la fonction bêta incomplète à la fonction bêta complète, en effet 


m 


B,(n—m, m+1) 
n k n=k q 

3 Ph = Lam, m4 1) SE (1.22 

où la fonction bêta incomplète B, (z, y) et la fonction bêta complète 

B (x, y) sont définies par les intégrales *) 


By (x, y) = | z*-1 (4 — z)v-1 dz, (1.22) 


B (x, y) — 2x1 (1 — z)v-1 dz. (1.227) 


Cu Ca, 0 


Pour vérifier l'égalité (1.22) il suffit de substituer dans le second 
membre l'intégrale (1.22), de dériver les deux membres par rapport 
à g et d'utiliser l'expression 


T'(z)T (y) 

BEN TEEy 
1.2.2. Formule asymptotique de Moivre-Laplace. Lorsque le 
nombre d’épreuves indépendantes est grand, le calcul direct des 
probabilités à l'aide de la formule (1.20) est très difficile, car 
le calcul des coefficients du binôme se ramène à celui des factorielles 
pour de g'ands arguments. On peut obtenir les factorielles avec une 
précision suffisante en appliquant la formule asymptotique de Stir- 

ling. Cette dernière s'écrit comme suit **) 


m'= V2nm me". (1.23) 


Remarquons que même dans le plus défavorable des cas pour m = 1 
la formule donne une erreur relative de 8 %, et pour m — 100 cette 
erreur se réduit à 0,08%. Pour un m arbitraire la valeur exacte 
de m! ne diffère de sa valeur asymptotique calculée à l’aide de (1.23) 


À 1 
que par le facteur e* où 0e, < 3. 


Posons ! — n — k et transformons la formule binomiale (1.20) 
au moyen de la formule de Stirling. On obtient alors 


Pa (k) eV + ) . (1:22) 


*) On peut trouver dans [10] les tables détaillées de la fonction bêta 
incomplète. 

*“s) Le symbole — (égalité asymptotique) signifie que le rapport des deux 
<xpressions reliées par ce symbole tend vers l'unité lorsque m tend vers l'infini. 
La formule de Stirling (1.23) est également valable pour la fonction gamma 
T (m — 1), où m n'est pas obligatoirement un nombre entier. 
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Introduisons également les désignations suivantes 


k— np nq— l 

Tan = TE = À (1.25) 

6 = V npq. (1.26) 

Remarquons que pour 27.5 1 et p donné la grandeur k, — 

= [(r + 1) pl Æ np et, par conséquent, la différence À — np est 

l'écart du nombre de réalisations de l'événement de sa valeur la 

plus probable, et x,4, la valeur normée (en divisant par ©) de cette 
différence. 

Supposons que les grandeurs x,, pour n7 — œ restent bornées, 


c'est-à-dire que pour 7 —+ oo 
= ND + Clin —+ ©, | = nq — OZyy — 00. 
Cette hypothèse entraîne 


>, (p+-2) (s 2)  RPq= 0, (1.27) 


nf (2) (2) | = — (np -Loznx) In (1 RE PR Tu | — 


— (n{—OZnk) In (1 — +) = — (np + OZnr) X 


OTnk 1 CES _a 
x | D 2 np + O(n 72) |+ 


_… 


cs 0 (=) (1.28) 


On y trouve les deux premiers termes du développement en série 


+ (n9— 0œnn) | +5 TE + O (nr) | = 


entière des logarithmes. Le symbole O ( <) désigne la somme de tous 
les termes du développement, qui sont tous des infiniment petits 
d'ordre non inférieur à —. 

En substituant (1.27) et (1.28) dans (1.24) on obtient, aux infini- 


ment petits d'ordre Ve près, l'égalité asymptotique suivante: 
si 

eee 2 . 1.29 

Pa) € (1.29) 


La formule (1.29), appelée parfois théorème local de Moivre-Laplace, 
est l'approximation asymptotique recherchée de la probabilité P,(K), 
sa valeur exacte étant donnée par la formule binomiale (1.20). 
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Remarquons que pour des x et À donnés la précision maximale 
de l’approximation asymptotique (1.29) correspond à la valeur 
p = qg — 1/2. Dans ce cas l'erreur devient un infiniment petit d'or- 


dre 
n 
Conformément à (1.29) la probabilité de la valeur la plus probable 
ko du nombre de réalisations de l'événement est 


Pa (Ko) — (1.30) 


1 
oV2r 


Utilisant (1.29) on peut facilement écrire l'expression de la pro- 
babilité pour que le nombre de réalisations de l'événement soit 
compris entre k, et k:: 


Ph {ki KL ho} = 


ki—k 
= Pa À — 0 


\ 
j\ 
! 
es 
M 
Q 
® 


Remarquant que 


1 
= Tn, ki — Tnk = An, 


la dernière égalité peut s’écrire sous la forme 
Pafa<znn<b}=—— Y) Arme ©, (1.31) 


où l’on a introduit les désignations suivantes 


. ki— ko es k>— ko 
at, pt 


| (1.32) 


La somme se trouvant dans le second membre de (1.31) pour des 
b 2 
1 EE 
n suffisamment grands différera peu de l'intégrale 7 | e “ dz. 


a 
Ainsi, la probabilité pour que le nombre de réalisations de l'évé- 
nement au cours de x épreuves indépendantes soit compris entre 
k, et k, peut être calculée à l’aide de la formule asymptotique suivante : 


22 


b - — 


P, Li LkLR:} = P {a Lan LD} = | e  dz, (1.33) 


où les grandeurs finies a et b sont données par (1.32). 


32 ÉVÊNEMENTS ALÉATOIRES [CH. 1 


La formule (1.33) est l'expression analytique du théorème intégral 
de Laplace. Introduisant la désignation 


x 22 


1 TT 
FAO=-x | e © dr, (1.34) 
on peut écrire (1.33) sous la forme 
P{a< znx < b} = F(b) — F(a). (1.35) 


Dans l'annexe I on trouvera une table des valeurs de F(x). 

La fonction F(x) joue un rôle très important dans la théorie des 
probabilités. Ces propriétés seront étudiées plus en détail dans le 
chapitre suivant. 

1.2.3. Formule asymptotique de Poisson. Dans de nombreuses 
applications lorsque l’on a affaire à un grand nombre d'épreuves 
indépendantes (n7 © 1) répétées, la probabilité de réalisation de l’évé- 
nement considéré lors d’une épreuve est relativement petite, de sorte 
que 


À 


où À est une grandeur positive constante. 

Dans ce cas l'expression asymptotique (1.30) de la probabilité 
P, (#) est entachée de fortes erreurs de sorte qu'il faut utiliser une 
autre formule asymptotique due à Poisson. 

Considérons la probabilité de la non-réalisation de l’événement 
au cours de toutes les z épreuves. Conformément à (1.20) et (1.36) 
cette probabilité peut s'écrire de la manière suivante: 


Pa (O=(4—p" = (1—+)", 
d'où | . 
In Ph (0)= nn (1—4+) = =. 


Si nr © À on peut alors, dans le développement du logarithme en série, 
se limiter au premier terme; dans ce cas 


P, (0) — e”À. (1.37) 
Par suite de (1.21) pour * donné on a 
Pn(k)  _À—(k—1)p À 
DD nn En (1.38) 


Pour k — 1, (1.37) et (1.38) donnent 
Ph (41) — ke”t. 
D'une manière analogue pour # — 2 on a 
Pa (2) Let. 
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On trouve ainsi la formule asymptotique 
Ah 
PA (4) = ex p(K, À), (1.39) 


appelée formule de Poisson. 

On peut trouver une table des valeurs de l'approximation de 
Poisson (1.39) pour la formule binomiale dans de nombreux ouvrages 
de la théorie des probabilités (voir, par exemple, [3]). 

Ecrivons maintenant l'expression de la probabilité de m réalisa- 
tions au maximum de l'événement. Utilisant (1.39) on obtient 


Patk<m}= D Pak) D) Fe-r=P(m,à) (1.40) 
R=0 


R=0 


La fonction P (m, À) peut être présentée sous forme intégrale 
1 ( m _- 
P (m. AJ | se: dz. 
À 


Pour À = 0 cette intégrale représente la fonction gamma F (m<+ 
+ 1), qui pour un argument entier est égale à la factorielle 


T (m+ 1) = m! — IE e-z dz. 
0 
L'intégrale 


C° 


T(m+1, à) = ("ed —=T(m+1) — | c'e-dz (1.41) 
À 


est appelée fonction gamma incomplète *). Cette fonction permet 
d'écrire la probabilité de la réalisation d’un événement m fois au 
maximum de la manière suivante: 
T(m+1,2) 
Pour de grandes valeurs de m la fonction gamma incomplète 
peut, avec une précision suffisante, être remplacée par son expression 
asymptotique qui est une intégrale de Laplace [voir (1.34)] 


ER  F (2 VA —2V m+1). (1.43) 


1.2.4. Formule polynomiale. Jusqu'à présent on a considéré une 
suite d'épreuves indépendantes caractérisée par la réalisation ou la 
non-réalisation d'un certain événement À au cours de chaque épreuve. 

*) Il existe des tables détaillées de la fonction gamma incomplète [9, 11, 12] 
pour une gamme étendue de variations de ses arguments. 


3—0624 
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Dans certains cas le résultat de chaque épreuve peut être non pas 


l'un des deux événements À ou À, mais un groupe complet de m 
événements incompatibles A1, A2, ..., A. Supposons que la pro- 
babilité de réalisation de l'événement À; au cours de chaque épreuve 
soit égale à p;(i—=1, 2,..., mj). Comme les événements 


mn 
A1, A0, ..., Am forment un système complet, on a ÿ Pr = 1. 
1=1 
Quelle est la probabilité pour que, durant x épreuves indépen- 
dantes, l'événement 4, soit réalisé exactement À, fois. l'événement 
A: exactement k: fois, etc., l'événement Ah exactement m fois ? 
La réponse à cette question est donnée par la formule polynomiale 
n| 


Ph (Xi, ko, és Km) = ATEI EQr Pr Pa es pin, (1.44) 
généralisant la formule binomiale (1.20). Les nombres ki. k:, .. 


+ Àm doivent naturellement satisfaire à la condition 
m 
2, kj=n. (1.45) 
La probabilité P, (k1, Xe, . . ., Km) est le coefficient des 
termes zh, xË2, ..., z°m dans le développement du polynôme 


(Pas + Poto + ... + Pm£m)". Pour nr = 2 la formule (1.44) devient 
1.20). 


A titre d'exemple du schéma généralisé des épreuves indépendan- 
tes on peut prendre la transmission successive des lettres d'un texte 
en langue française où chaque lettre est transmise indépendamment 
de la précédente. Le résultat de l'épreuve est l'apparition de l’une 
des m — 26 lettres de l'alphabet, qui, dans l'exemple considéré. 
représente un groupe complet d'événements. On peut se proposer 
de trouver la probabilité pour que, dans un texte de » lettres. la 
lettre À apparaisse k, fois, la lettre B k: fois, etc., la lettre Z k,, fois. 
La réponse à cette question se trouve dans la formule (1.44) et la 
table des probabilités (fréquences relatives) p; de rencontrer la lettre 
considérée dans un texte en langue française. 

La formule asymptotique de Laplace peut également être géné- 
ralisée au cas polynomial. Introduisons les désignations 


mn 
kj—npi Qt 
HG, D ki=n, 


i={ 
= NDiqi, Qi = Â1— pi. 
On obtient pour tout x; fini 


D à | (1.46) 


m — 1 


Qnn) * V/P1P2... Pm 
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La probabilité P,(G) pour’ que l'ensemble des nombres 
(ti, To, . . ., Tm) appartienne à un certain domaine G de l'espace 
à m dimensions satisfait à l'égalité asymptotique 

m 


1 
TT > aix? 


PA(G) — Te: .. fe 1 Qu...dem. (4.47) 


(27) pm 
G 


Pour m = 2 les formules (1.46) et (1.47) se réduisent à (1.29) 
et (1.33) respectivement. 


1.3. CHAÎNE SIMPLE DE MARKOV 


L'exemple que nous avons donné de la transmission des lettres 
d'un texte peut servir d'illustration d'autres possibilités de 
généralisation du schéma des épreuves indépendantes. Cette géné- 
ralisation est conditionnée par le fait que dans tout texte sensé 
la succession de lettres ne peut pas être assimilée à une suite d'épreu- 
ves indépendantes. Effectivement, il est peu probable que plusieurs 
voyelles se succèdent. 

La forme la plus simple de dépendance stochastique consiste en 
ce que la probabilité conditionnelle de réalisation d'un événement 
quelconque À; au cours de (s + 1) épreuves ne dépend que de l’évé- 
nement À, qui a été réalisé lors de la s-ième épreuve et ne dépend 
pas des événements qui ont été réalisés lors des épreuves antérieures. 
Dans l'exemple avec les lettres d'un texte cela signifie qu’il n'existe 
une dépendance stochastique qu'entre deux lettres consécutives. 

On appelle chaine simple de Markov une suite d'épreuves pour 
lesquelles la probabilité conditionnelle p{? de réalisation de l'évé- 
nement À; au cours de la (s + 1)-ième épreuve dépend uniquement 
du résultat de la s-ième épreuve et ne dépend pas des événements 
réalisés lors des épreuves antérieures. Cette chaîne porte le nom 
du mathématicien russe ayant étudié ces suites d'événements aléa- 
toires. Si la probabilité conditionnelle p;; de passage (ou de transi- 
tion) de l'événement À; à l'événement À; ne dépend que de ces 
événements, mais ne dépend pas du numéro de l'épreuve, la chaîne 
simple de Markov correspondante est appelée homogène. 

Un cas plus compliqué se présente si l’on tient compte de la réali- 
sation de deux ou d'un plus grand nombre d'événements antérieurs. 
Dans l'exemple de la transmission d'un texte cela veut dire que l’on 
tient compte des probabilités de combinaisons à trois ou quatre 
lettres, etc. En procédant de manière analogue on peut obtenir des 
chaînes de Markov de plus en plus compliquées. 

Conformément à la définition donnée, pour décrire une chaîne 
simple homogène de Markov il faut spécifier les probabilités condi- 
tionnelles p;; de réalisation de l'événement À; après l'événement 


3+ 
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Ai, i, j = 1, 2,..., m. Ces probabilités sont dites de transition 
(ou de passage), on peut les disposer dans un tableau : 


Pi1P12 - - + Pim 
PoiP22 . ++ Pom 


Pm1Pm2 - - - Pmm 


Ce tableeu est appelé matrice des probabilités de transition (ou 
matrice stochastique). Cette matrice contient toute l'information 
stochastique concernant les passages d’un événement à un autre au 
cours de l'épreuve suivante. Cependant l'information sera incom- 
plète si l’on ne mentionne pas les probabilités a priori ps, de réali- 
sation de chacun des événements 4, au cours de la première épreuve. 
La matrice M, des probabilités de transition et les probabilités a 
priori Por, k = 1, ..., m définissent complètement une chaîne 
simple homogène de Markov. 

Considérons quelques relations simples de la théorie des chaînes 
de Markov. Puisque durant chaque épreuve l’un des événements 
A (k& —1,..., m) formant un groupe complet est nécessairement 
réalisé, la somme des probabilités de transition dans chaque ligne 
de la matrice M, doit être égale à l'unité, c’est-à-dire 

m 
2 Pad, i=1,..., m. (1.49) 
J— 

Pour une chaîne simple homogène de Markov outre la matrice 
des probabilités de transition (1.48) il y a lieu de considérer égale- 
ment la matrice de transition à r pas qui peut être présentée sous 
la forme 


Pi(n) Pin) ..- Pim(n) 
M, == P:i (n) Pa (n) +. Pom (#) | (1.50) 


Pmi(n) Pm2(n) -.: Pmm(n) 
où p;; (n) est la probabilité de réalisation de l'événement À ; au cours 
de la (s + n)-ième épreuve, si au cours de la s-ième épreuve c'est 
l'événement À; qui a été réalisé. 

La probabilité de passage de l'événement À, au cours de la k-ième 
épreuve à l'événement À ; au cours de la n-ième épreuve avec les nota- 
tions adoptées est égale à p,; (7 — k). La formule des probabi- 
Jités totales [voir (1.18)] donne alors la probabilité de passage de À; 
se produisant au cours de l'épreuve initiale à À; au cours de la 
n-ième épreuve 


Pan) = 2 Par (E) Prin —#), (1.51) 
1<k<Ln—1. 
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Les relations (1.51) ne sont vraies que pour une chaîne simple 
de Markov; si la probabilité de transition dépendait également de 
l'histoire des événements, il n’y aurait pas de produit simple sous le 
signe de somme. 

La formule (1.51) détermine la probabilité a posteriori de réali- 
sation de À; à la n-ième épreuve, si au cours de l'épreuve initiale 
l'événement À; a été réalisé. La probabilité a priori p; (n) de réalisa- 
tion de À; lors de la n-ième épreuve, indépendamment du résultat 
de l’épreuve initiale, est, conformément à la formule des probabilités 
totales, égale à 


pi(r)= 2 Popii(n). (1.52) 


11 découle de (1.52) que la probabilité a priori p; (nr) dépend aussi 
bien de la grandeur #7 que des probabilités initiales po; (t — 
li 20): 

Une chaîne de Markov caractérisée par les probabilités de transi- 
tion pyy(n) (Ü0Si< m, 0OLj<m) est dite transitive s'il y a un 
n >0 tel que pi; (n)>0 (0<i< m, 0 j L m). Autrement dit, 
pour une chaîne transitive il existe une épreuve pour laquelle le 
passage de tout événement quelconque à tout autre événement, 
appartenant à un ensemble fini d'événements 4;, .... Am, est pos- 
sible. On a alors un théorème (voir, par exemple. {8S]) suivant lequel 
pour une chaîne de Markov simple, transitive et homogène. la limite 

lim P:5(n)=P; 

existe et ne dépend pas de i. Conformément à ce théorème les pro- 
babilités a priori p; (n) de réalisation de l'événement À; à la n-ième 
épreuve tendent également vers les mêmes limites p; lorsque n—- oo. 
Ainsi, pour une chaîne transitive il y a toujours une probabilité 
limite constante p; de réalisation de l'événement À; (j — 1. .... m) 
quand le nombre d'épreuves est suffisamment grand. Si l’on peut 
vérifier que, pour une épreuve quelconque, toutes les probabilités 
de transition sont positives, on peut alors être assuré de l'existence 
des probabilités limites. 


Problèmes 


1.1. Dans la théorie de la fiabilité les éléments d'un système sont dits 
couplés en série si la panne d’un élément au moins entraîne la mise hors service 
de tout le système, et en parallèle si la panne du système n’est provoquée que 
par la panne de tous ses éléments. Saient p;,; la probabilité de fonctionnement 
sans défaillance du j-ième élément parmi n éléments indépendants mis en série, 
et p;, la probabilité de fonctionnement sans défaillance du i-ième élément 
parmi m éléments indépendants couplés en parallèle. Montrer que la probabi- 
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lité de fonctionnement sans défaillance du système est 

n 
Pin = [] P15 (1) 

j= 1 

lorsque les éléments sont reliés en série et 

m 
Pi =1— [| (1— pis) (2) 

11 


lorsque les éléments sont mis en parallèle. 
1.2. Un système de nr éléments indépendants reliés en série est divisé en 


: 
r groupes de sx éléments ( > Sy = n). Lors de la panne de l’un quelconque des 


= 1 
éléments du k-ième groupe (4 = 1, 2, ..., r) le groupe est entièrement rem- 
pes par un groupe de reserve. Supposons que le nombre de groupes de réserve 
u k-ième groupe soit égal à m,_,. Montrer que la probabilité de fonctionnement 
sans défaillance du système avec réserve est égale à *) 


ho) 


j=S} 1 


où py est la probabilité de fonctionnement sans défaillance du j-ième élément 
du i-ième groupe, 


l 
ES ÿ Sn» Sr=n. 


n= 1 


1.3. Considérons n blocs identiques et indépendants couplés en série et m 
blocs identiques de réserve, dont chacun peut en cas de nécessité remplacer le 
bloc en panne. Montrer que la probabilité de fonctionnement sans défaillance 
d’un tel système de blocs à réserve dynamique est égale à 


P=1—IT,{(m +1, n), (4) 
où 
B 1, 
Ig(m+1, = 


est le rapport des fonctions bêta incomplète et CO pER es g = 1 — p la proba- 
bilité de fonctionnement sans défaillance d'un seul bloc 

1.4. Soient nr blocs principaux identiques fonctionnant indépendamment, 
et m blocs identiques de réserve, chacun d’eux pouvant remplacer Île bloc tombé 
en panne. Montrer que la probabilité de la panne est égale à 


= 1 — Ta (n, m), (5) 


où qg = 4 — p est la probabilité de fonctionnement sans défaillance d’un bloc 
(principal ou de réserve). ; 
1.5. Une ligne de télécommunication relie la localité M aux 10 abonnés de 
la localité N, chacun des abonnés occupant la ligne en moyenne 12 minutes par 
heure. Déterminer la probabilité pour que # abonnés simultanément aient besoin 
de la ligne (k — 0, 1, ..., 10). Trouver le nombre le plus probable d'appels 
simultanés des abonnés. Quel est le nombre de canaux à prévoir dans la Jigne 


*) Voir, par exemple, [14]. 
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pour que sur mille appels il n’y en ait pas plus de 7 pour lesquels il ne se trouve 
pas de canal libre? 

1.6. Dans les conditions du problème 1.5 le nombre des abonnés est 
égal à 1000 et chacun occupe la ligne en moyenne 6 minutes'par heure. Déter- 
miner la probabilité du nombre le plus probable d'appels. Quel est le nombre 
de canaux à prévoir pour que sur mille appels il n’y en ait pas plus de trois 
pour lesquels aucun canal ne soit libre? Quel est le nombre d'abonnés pouvant 

esservir dans ces conditions une ligne de 200 canaux? Quel est le nombre total 
de canaux nécessaires pour desservir dans les mêmes conditions 1000 abonnés 
à l’aide de deux lignes, chacune desservant 500 abonnés? 

1.7. Le choix de l’un des 12 canaux d’un système étant équiprobable, on 
demande de déterminer le nombre d'épreuves nécessaires ROUE qu'avec une 
probabilité de 0,99 on passe au moins une fois par un canal donné? 

1.8. On appelle codes à poids constant des codes binaires dont toutes les 
combinaisons de même longueur comportent un même nombre d'unités (poids 
identique). Toutes les combinaisons étant équiprobables, montrer que, pour 


un code à n» chiffres de poids constant m — 5 , la probabilité de voir apparaître 


la k-ième unité (dans l’ordre, k = 1, 2, ..., m) dans la combinaison de code 
à la j-ième position (j > k, j — 1, 2, ..., n) est égale à 


raies 

k—1 m—k 

(6) 
n) 

Montrer également que la probabilité d'apparition simultanée de la k-ième 

unité dans la j-ième position et de la l-ième unité dans la g-ième position 

Qa>i,1>k. j>k,g> D est égale à 


g—j—1\ [2m—3q F— 1 
ne EN) Var) + G=1) . (7) 


m 


1.9. Soient n sources indépendantes de bruits; la pose d'apparition 
d'un bruit provenant d’une source est constante et égale à p = 1/2, et la pro- 
babilité d'interruption des communications dans le canal affecté par k bruits 


exactement est égale à . Démontrer que la probabilité d'interruption 


is 


—— 


2n — 1 


des communications dans le canal est égale à 


Chapitre 2 


VARIABLES ALÉATOIRES 


2.1. FONCTIONS DE RÉPARTITION 


2.1.1. Définitions. Le chapitre précédent était consacré aux 
événements aléatoires qui au cours des épreuves peuvent se réaliser 
ou ne pas se réaliser. Les événements aléatoires caractérisent qualita- 
tivement le résultat d'une épreuve. En pratique il est plus commode 
de représenter le résultat des épreuves quantitativement par une 
certaine grandeur réelle £ appelée variable aléatoire. Tout comme 
on ne peut prévoir le résultat d'une expérience isolée, on ne peut 
prévoir la valeur exacte d'une variable aléatoire. On peut seule- 
ment établir les lois statistiques régissant les variables aléatoires. 
c’est-à-dire déterminer les probabilités des différentes valeurs d’une 
variable aléatoire. 

Dans le cas le plus simple, lorsqu'à la suite d’une épreuve l’évé- 
nement À est réalisé ou n’est pas réalisé, on peut lui faire correspondre 
une variable aléatoire ne prenant que deux valeurs: 1 ou 0 suivant 
que l'événement À est ou n'est pas réalisé. La probabilité pour que 
cette variable aléatoire soit égale à 1 s’identifiera à la probabilité 
de réalisation de l'événement À. 

Le nombre d'événements pouvant être réalisés au cours de l’épreu- 
ve est un nombre positif quelconque ; l’ensemble de ces événements 
peut même étre infini mais doit obligatoirement être dénombrable. 
À chaque événement faisons correspondre d'une manière univoque 
un certain nombre réel. À un groupe complet d'événements corres- 
pondra une certaine variable aléatoire discrète. dont les valeurs possi- 
bles peuvent être numérotées à l’aide de nombres entiers. La proba- 
bilité pour la variable aléatoire discrète de prendre l’une des valeurs 
possibles est égale à la probabilité de réalisation de l'événement 
aléatoire correspondant à cette valeur. 

Cependant la notion de variable aléatoire est plus générale que 
celle d'événement aléatoire. Ainsi. les résultats des mesures d’une 
grandeur physique peuvent appartenir à un continuum de valeurs, 
c'est-à-dire remplir intégralement des intervalles finis ou infinis de 
l'axe réel. Si les valeurs possibles d'une variable aléatoire remplis- 
sent de façon continue un intervalle, la notion de probabilité est 
difficile à introduire. Une variable aléatoire peut alors prendre une 
infinite de valeurs et il n’y a pas de sens à parler de la probabilité 
de réalisation de l'une de ces valeurs, car cette probabilité est nulle. 
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On peut diviser cependant l'intervalle des valeurs possibles de la 
variable aléatoire en un nombre fini de segments disjoints. L’en- 
semble des événements consistant en ce que la valeur de la variable 
aléatoire tombe dans l'un quelconque de ces segments forme alors 
un groupe complet. L'introduction de la notion de probabilité de 
l'événement consistant en ce que les valeurs d’une variable aléatoire 
appartiennent à un certain segment devient tout à fait équivalente 
au cas des variables discrètes. Ainsi, lorsqu'on parle de la probabilité 
d'une variable aléatoire. dont l’ensemble des valeurs possibles n'est 
pas dénombrable. il faut toujours envisager un certain segment de tout 
l'intervalle de ses valeurs pessibles. 

Pour se faire une idée assez précise des lois statistiques inhérentes 
à l'épreuve considérée, il faut connaître primo l'intervalle des valeurs 
possibles de la variable aléatoire caractérisant les résultats de l’épreu- 
ve et secundo les probabilités de ces valeurs. 

On appelle loi de distribution des probabilités d'une variable aléa- 
toire la loi suivant laquelle à chaque valeur possible d'une 
variable aléatoire discrète (ou à un certain domaine des valeurs de 
la variable aléatoire remplissant l'intervalle d'une manière conti- 
nue) on fait correspondre la probabilité pour que la variable aléatoire 
prenne des valeurs déterminées (ou se trouve dans un certain domai- 
ne de l'intervalle des valeurs possibles). 

Les fonctions de répartition sont l'expression analytique des lois 
de distribution; elles peuvent être des fonctions soit de l'argument 
entier, soit de l'argument continu. 

Les méthodes susmentionnées de définition des lois de distribu- 
tion des probabilités sont univoques pour les variables aléatoires dis- 
crêtes et ne le sont pas pour la variable aléatoire dont les valeurs possi- 
bles remplissent tout l'intervalle. car dans ce dernier cas la parti- 
tion de l'intervalle en un nombre fini de segments disjoints est arbi- 
traire. Soit maintenant une approche généralement adoptée pour 
définir de façon univoque la loi de distribution valable pour les 
variables aléatoires des deux types indiqués. 

2.1.2. Fonction de répartition. Supposons que la variable aléa- 
toire £ puisse prendre toutes les valeurs réelles de —oo à + co. Cette 
hypothèse ne restreint pas la généralité des résultats exposés plus 
bas, car la variation de la variable aléatoire dans un intervalle limité 
de valeurs signifiera simplement que la probabilité de trouver sa 
valeur dans un domaine quelconque de l’axe numérique, hors de 
l'intervalle considéré, est égale à zéro. On peut faire la même remar- 
que au sujet d'une variable aléatoire discrète pour laquelle les pro- 
babilités non nulles correspondent à un ensemble fini ou dénombrable 
de points discrets de l'axe numérique. 

La partition est très simple: on fixe un certain niveau zx et le 
domaine des valeurs possibles de la variable aléatoire se trouve 
divisé en deux parties. À l’une se rapportent les valeurs de E infé- 
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rieures à x, et les valeurs restantes à l’autre. On appelle fonction 
de répartition la fonction 


Fi (x) = P {x}, (2.1) 


donnant la probabilité pour une valeur de la variable aléatoire de 
ne pas dépasser un certain niveau z *). Nous allons donner les pro- 
priétés essentielles des fonctions de répartition. Leurs valeurs qui 
sont des probabilités doivent se trouver entre O0 et 1, de plus 


Fi (— ©) = P {ES — ©} = 0 (2.2) 
est la probabilité d'un événement impossible, et 
Fi (oo) = P {ES o}=—1 (2.3) 


la probabilité d'un événement certain. La propriété exprimée par 
l'égalité (2.3) est analogue à la propriété d'un groupe complet d’évé- 
nements. 

Si une variable aléatoire se trouve au-dessous du niveau x: > z1, 
on a deux possibilités incompatibles : cette variable aléatoire peut 
se trouver soit au-dessous du niveau z;, soit entre zx, et z°. Appliquant 
la règle d'addition on obtiendra alors 


P {<< 22} = {<< tuouz<E< TZ} = 
= PE <z}+ P{H<E< 2}, 
d'où 
P{n<E< 2} = P {E< 1} — P {E< x}, (2.4) 
ou, tenant compte de (2.1), 
P{u<E< 22} = Fixe) — Fi (x). (2.5) 


Ainsi, La probabilité pour une variable aléatoire de se trouver dans 
certaines limites est égale à la différence des valeurs de sa fonction de 
répartition aux limites supérieure et inférieure. 

Comme le premier membre de l'égalité (2.5) ne peut être négatif, 
pour Zs > Zi ON a 


Fi (x2) > Fa (xi). (2.6) 


Par conséquent, la fonction de répartition est toujours une fonction 
non décroissante. 

Les conditions (2.2), (2.3) et (2.6) sont nécessaires et suffisantes 
pour qu'une fonction satisfaisant à ces conditions soit la fonction 
de répartition d'une variable aléatoire. Ceci signifie que pour toute 
variable aléatoire la fonction de répartition satisfait à ces conditions, 
et inversement, toute fonction non décroissante variant de zéro à 


*) Dans . suite les variables aléatoires seront désignées par les lettres 
recques &, n, &, . .--, et les arguments de leurs fonctions de distribution par 
Ses lettres latines | AR 
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l'unité est une fonction de répartition d'une certaine variable 
aléatoire. 

La définition de la loi de distribution d'une variable aléatoire 
à l’aide de la fonction de répartition F;, (x) permet de passer à toute 
autre définition. Ainsi, la probabilité p, pour une variable aléatoire 
discrète de prendre la valeur x, est 


Pr = P{E = 2} = Fi (xx) — Fi (2), (2.7) 
Thu TL TZ. 


Inversement, connaissant les grandeurs p,;. on peut déterminer la 
fonction de répartition d'une variable aléatoire discrète 


Fi (x) = > Prn- (2.7°) 
TRIX 

La fonction de répartition d'une variable aléatoire discrète E 
est discontinue, elle croît par sauts aux points x qui sont les valeurs 
possibles de £. La fonction en 
escalier représentée sur la figure 
2.1 est une fonction de répar- 
tition typique d'une variable 1 }—-------- 
aléatoire discrète. 

Considérons par exemple le 
nombre k de réalisations d’un 
certain événement lors de n 
épreuves indépendantes. Ce nom- 
bre est une variable aléatoire 
discrète, dont les valeurs pos- x, x, 13 0 x 


X5 X6 X7 X 


sibles sont k=0, 1, ..., n. | ne 
Comme nous l'avons déjà vu au Fig. 2.1. Rene de répartition 
chapitre précédent, la probabilité d'une variable aléatoire discrète 


pour qu'un événement se réa- 
lise À fois lors de x épreuves indépendantes est égale à 


P{kæn}=(})p'a"*. 


Cette formule établit la loi suivant laquelle à chaque valeur pos- 
sible Æ de la variable aléatoire on fait correspondre la probabilité 
P {k = n}, c'est-à-dire une loi de distribution des probabilités 
du nombre de réalisations de l’événement lors de x épreuves indépen- 
dantes. Cette loi est souvent appelée loi binomiale. Conformément 
à (2.7’) la fonction (1.22) donne la fonction de répartition de la loi 
binomiale. De même la fonction P (m, À) [voir (1.42)] donne ]la 
fonction de répartition de la distribution de Poisson. 

2.1.3. Densité de probabilité. Si la fonction de répartition d’une 
variable aléatoire est continue et dérivable (à l'exception, peut être, 
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de certains points discrets), celle-ci est dite continue. La dérivée 


dFi(x) 
wi (x) = —— (2.8) 
est appelée densité de probabilité d'une variable aléatoire continue. 
Le terme « densité de probabilité» devient évident si l’on 
considère les variations d'une variable aléatoire continue dans des 
limites assez restreintes entre x et z<+ Ar. On a alors 
dFitxz)  Fi(z+Az)—F; (x) 
dr dd 


wi (x) — Ar ’ 


ou, compte tenu de (2.5), *) 
P{r<$S<r+Ar 


Pour Az petit la fonction w, (x) a le sens d’une densité de probabi- 
lité, car c'est le rapport de la probabilité pour une variable aléatoire 
de se trouver dans l'intervalle (x, x + Ax) à la longueur de cet inter- 
valle. 

La densité de probabilité, en tant que dérivée d’une fonction 
non décroissante (de la fonction de répartition), ne peut prendre de 
valeurs négatives, c’est-à-dire que l'on a toujours 


wi (x) > (. (2.9) 
Intégrant les deux membres de (2.8) de — o à x et compte tenu 


de (2.2), on obtient une formule donnant la fonction de répartition 
en fonction de la densité: 


P{B< 2} = Fi(x) = | ui (x) dr. (2.10) 
Dans le cas particulier, où z = œ, on a en vertu de (2.10) 
| uw, (x) dr = 1. (2.11) 


œo 


Les conditions (2.9) et (2.11) sont nécessaires et suffisantes pour 
qu'une fonction y satisfaisant soit la densité de probabilité d’une 
variable aléatoire continue. En d’autres termes, la densité de pro- 
babilité de toute variable aléatoire continue satisfait à ces condi- 
tions, et inversement, toute fonction non négative, normée confor- 
mément à (2.11), est la densité de probabilité d'une certaine variable 
aléatoire continue. 


*) Comme la probabilité est une grandeur sans dimension, la densité 


wi (x) a toujours la dimension de 
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Sur la figure 2.2 on peut trouver les courbes représentatives typi- 
ques de distribution d'une variable aléatoire continue (densité et 
fonction de répartition). 

Utilisant (2.5) et (2.10) on trouve 


X2 


P{r <<) | u (x) dr. (2.12) 


x1 


Ainsi, la probabilité pour que la valeur d'une variable aléatoire 
se trouve à l’intérieur d'un certain intervalle est égale à l'aire de la 
surface limitée par la courbe de la densité de probabilité de cette 
variable aléatoire dans l'interval- | 
le considéré (voir la partie hachu- UWyX) 
rée sur la figure 2.2, a). Con- 
formément à (2.11), l'aire totale 
de la surface limitée par la cour- 
be de la densité de probabilité 
sera toujours égale à l'unité. 

La courbe représentative de 
la densité de probabilité peut 
avoir un ou plusieurs maxima. 
La valeur z = x, pour laquelle 
la densité de probabilité est ma- 
ximale s'appelle mode. Le point 
de l’axe des abscisses pour le- 
quel l’aire de la surface limitée b) 0 x 
par la courbe de la densité de 
probabilité est divisée en deux Fig. 2.2. Densité de probabilité (a) 
s'appelle médiane. et fonction de répartition (b) d’une 

On caractérise couvent lé die variable aléatoire continue 
tribution des probabilités des va- 
riables aléatoires par les quantiles. On appelle quantile d'ordre p 
la valeur z — zx, pour laquelle F (x,) — p. Par exemple. la mé- 
dianeest le quantile d'ordre p = 0,5. 

Pour une variable aléatoire discrète la fonction de répartition 
F\ (x) n’est pas dérivable au sens usuel. On peut cependant étendre 
la notion de densité de probabilité aux variables aléatoires discrètes 
en utilisant la fonction delta *). En introduisant la notation p; — 
— P {& = z;} on obtient **) [comparer avec (2.7°)] 


Fi(x)= > pu (x—x;). (2.13) 


*) Comme dans la suite nous utiliserons souvent la fonction delta, nous 
donnons dans l'annexe 3 ses propriétés essentielles. 
**) Lorsque les limites d’une somme peuvent être aussi bien finies qu'in- 
finies, on donne seulement l'indice de sommation. 
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t9 


où u (x) est l'échelon unité déterminé comme suit : 


14, xz>0, 
«(= 0, z<0 


En introduisant la fonction delta Ô (x) — du (x) 


—, * On peut à partir 


de (2.13) trouver la densité de probabilité d'une variable aléatoire 
discrète 


ws (x) = 2 Piô(z—zx;). (2.14) 
La densité de probabilité d'un nombre constant a est égale à 
wy (x) = Ô (x — a). (2.14”} 


Remarquons que la fonction delta satisfait aux conditions imposées 
aux densités de probabilité, en particulier, 


Î 8 (— a) dr = 1. 


Dans le cas général, la densité de probabilité d'une variable 
aléatoire peut avoir tant une partie continue qu'une partie discrète, 
c'est-à-dire qu'elle peut être la somme 

Wir (x) des fonctions de la forme (2.8) et (2.14) 


wf (x) = aw, (x) + a 2 PjÔ(xz—z;), 


Le (2.15) 


a > 0, do > 0, as + As — 1. 


a b x On peut facilement montrer les 
propriétés notées des fonctions de dis- 
tribution des variables aléatoires con- 
tinues (fonction de répartition et den- 
sité de probabilité) pour le cas de la 
distribution uniforme (fig. 2.3). La 
densité de probabilité est alors 


D a x<b, 
Fig. 2.3. Distribution uniforme wy (x) — 
d’une variable aléatoire con- 0 za, x>b, 
tinue 
c'est-à-dire qu'elle reste constante 
dans l'intervalle (a, b) d’où le terme de distribution uniforme. 
2.1.4. Distribution conjointe de deux variables aléatoires. Jusqu'à 
présent nous n'avons considéré que le cas de la loi de distribution 


des probabilités d'une seule variable aléatoire £. On peut d'une 
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manière analogue considérer la distribution conjointe des probabi- 
lités de deux variables aléatoires dépendantes E et n 


P{E<z, n< y} = Fo (x, y), (2.16) 


donnant la probabilité de réalisation simultanée des deux événe- 
ments suivants : la variable aléatoire £ se trouve au-dessous du niveau 
x et la variable aléatoire n au-dessous du niveau y. La fonction 
F:(x, y) est appelée fonction de répartition bidimensionnelle. 

Si dans (2.16) on pose y — oc, la fonction F; (x, co) sera la pro- 
babilité pour £ de se trouver au-dessous du niveau x quel que soit n, 
c'est-à-dire qu'elle coïncide avec la fonction de répartition de la 
variable aléatoire E 


Fa (x, oo) = Fy (x). (2.17) 
D'une manière analogue *) on a 
Fa (oo, y) = Fin (y). (2.18) 
En vertu de (2.16) on a également 
F3 (— oo, y) = Fax, — oo) = 0 (2.19) 
et 
F3 (oo, oo) = 1. (2.20) 


On peut donner une interprétation géométrique en faisant cor- 
respondre aux variables aléatoires £ et n les coordonnées d'un point 
sur un plan (fig. 2.4) ou les composantes d'un vecteur aléatoire. 
La fonction de répartition. bidimensionnelle F, (x, y) donne alors 
la valeur de la probabilité pour le point de coordonnées aléatoires 
(£E, n) de se trouver dans la partie hachurée du plan (voir fig. 2.4). 
La probabilité pour ce point de se trouver à l’intérieur du rectangle 
dont les sommets sont aux points (x, yi), (T2, Y1), (To, Ya), (T1, Yo) 
sera 


P {Hi <E< To, Yi € 1n< Yo} — 
— Fo (z1, VA) _— F, (z», VA) + Fo (ze, Yo) — F; (xs, Yo). (2.21) 


La formule (2.21) généralise la formule correspondante (2.5) pour 
le cas unidimensionnel ; pour y, — — ©, y» — oo la formule (2.21) 
devient (2.9). 

Si la fonction de répartition bidimensionnelle F, (x, y) est con- 
tinue et admet une dérivée partielle du second ordre, on peut trouver 
la densité de probabilité bidimensionnelle du couple de variables 


*) Dans les cas où la densité de probabilité unidimensionnelle est affectée 
d’un indice double, le premier correspond au numéro d'ordre de la courbe, et le 
second à la variable aléatoire dont la distribution se trouve déterminée par 
la densité considérée. 
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aléatoires Ë et n 


d2F; (x, 
ve (en = EE. (2.22) 


La densité de probabilité bidimensionnelle, tout comme la densité 
unidimensionnelle, n'est jamais négative 

Do (zx, y) > 0. (2.23) 

La fonction de répartition bidimensionnelle s'exprime en fonction 

de la densité de probabilité à l’aide de l'intégrale double suivante : 


x y 


Fa (a, y) = À Vues, 1) dr à. (2.24) 


On peut représenter la densité de probabilité bidimensionnelle 
Wo (T, y) comme une certaine surface (fig. 2.5). La probabilité 


Fig. 2.4. Deux variables aléatoires Fig. 2.5. Densité de probabili- 
comme coordonnées d'un point sur té conjointe de deux variables 
un plan aléatoires 


P{A} pour le point À de coordonnées aléatoires, dont la densité 
de probabilité est w, (x. y), de se trouver dans un certain domaine G 
du plan est alors égale au volume limité par la partie de la surface 
wo (x, y) dont la projection sur le plan coïncide avec le domaine G, 
c'est-à-dire 


P{ACG}— | | wo (x, y) dr dy. (2.25) 
G 


Le volume total limité par la courbe représentative de la densité 
superficielle, en vertu de (2.20), est toujours égal à l'unité 


DO © 


Î (us(z, y) dx dy =1. (2.26) 


—0 —-œo 
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Les conditions (2.23) et (2.26) sont nécessaires et suffisantes pour 
qu'une fonction de deux variables y satisfaisant soit la densité 
de probabilité d’un couple de variables aléatoires. 

La densité de probabilité bidimensionnelle w, (x, y) permet de 
trouver facilement les lois de distribution (marginales) de chacune 
des variables aléatoires. En effet, (2.17) et (2.24) donnent pour la 
variable aléatoire E 

x 


Fi (a) = | use, y) dy de = |wx()dz, (227 


où n 
ue (x) = | w2 (x, y) dy. (2.28) 


De même, pour la variable aléatoire n on a 


Fin @) = À [uste, 1) dx dy = [ui (y) dy, (2.29) 
où : L 
Lin (y)= | w2(æ, y) de. (2.30) 


Ainsi, pour obtenir à partir de la densité de probabilité w: (x, y) 
du couple de variables aléatoires la densité de probabilité de l’une 
d'elles, il suffit d'intégrer la 
fonction w, (x, y) sur l’argu- 
ment correspondant à l’autre 
variable aléatoire. La figure 
2.6 donne l'interprétation géo- 
métrique de cette règle. L'aire 
de la section de la surface de 
distribution par un plan paral- 
lèle au plan (w:, y) et passant 
par le point x — x, donne la va- 
leur de la densité de probabilité 
Wie (x) au point z = x. 

Les variables aléatoires £ et 


n sont dites indépendantes, si Fig. 2.6. Détermination de la densité 

de probabilité unidimensionnelle à 

Fa (x, y) = Fi (x) Fin (y). partir de la densité de probabilité bi- 
(2.31) dimensionnelle 


On obtient une formule analogue pour la densité de probabilité 
bidimensionnelle des variables aléatoires indépendantes : 


Wo (Z, y) = Wig (7) Win (y). (2.32) 
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Ainsi deux variables aléatoires sont indépendantes si leur densité 
de probabilité bidimensionnelle est égale au produit des densités 
de probabilité individuelles. 

On peut donner un exemple très simple de densité de probabilité 
bidimensionnelle 


LhaLr<b, cLy<d, 
Wa(z, y) = . 
0, <a, r>b, y<c, y>d, 


« 


ou 
s = (b — a) (d — c) 


correspond à la distribution uniforme de deux variables aléatoires 
indépendantes dans le rectangle G (a, b, c, d). La probabilité pour 
le point À de coordonnées E et n de se trouver dans un certain domai- 
ne g se trouvant à l’intérieur du rectangle G sera égale, conformément 
à (2.25), au quotient de l'aire du domaine g par l’aire du rectangle G 
égale à s. 

2.1.5. Densités de probabilité conditionnelles (liées). Si les varia- 
bles aléatoires & et n sont dépendantes, il existe une probabilité 
conditionnelle (a posteriori) pour l’une de ces variables aléatoires 
de se trouver au-dessous d’un certain niveau y lorsque l’autre se 
trouve dans l'intervalle x < E < x. Cette probabilité P {n < y |r < 
<< E< z;} s'obtient par la règle de multiplication 


en P{z<E< zx, n < y} 
Pn<ylr<i<a)= ER: (2.33) 
Si la densité de probabilité bidimensionnelle w, (x, y) des 
variables aléatoires est donnée, compte tenu de (2.24) et (2.27), 


on peut écrire (2.33) comme suit: 
X1 


Î Tux, y) dr dy 
P{n<y|r <E< x} = = ——. (2.34) 


Xi oo 


\ \ Da (z, y) dx dy 


En passant dans (2.34) à la limite x; — x, on obtient la fonction *) 
F:(y|z)= lim P{n<y|r<E<z}— 
Xi» X 


y 
\ w2(x, y) dy x ] 
\ wo(x, y) dy ai 


*) Les fonctions de répartition conditionnelles (liées) sont désignées par 
les mêmes symboles que les fonctions bidimensionnelles. La différence est 
soulignée par le trait vertical séparant les arguments d’une fonction de réparti- 
tion conditionnelle. 
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que l’on appelle fonction de répartition conditionnelle de la variable 
aléatoire n pour la condition que ë = zx. Si cette fonction de répar- 
tition admet une dérivée partielle par rapport à y, c'est-à-dire si 


dF2(y1 2) : 
ou 4e CAE2E (2.36) 


cette dérivée est appelée densité de probabilité conditionnelle (a 
posteriori) de la variable aléatoire n pour la condition ë = x. 
En dérivant le second membre de (2.35) par rapport à y on trouve 


Wa (x, y) M2 y), (2.37) 


PU EE 
\ ua (x, y) dy 


—œ 


Les densités de probabilité conditionnelles (a posteriori) ont toutes 
les propriétés des densités de probabilité unidimensionnelles 
marginales. En particulier, (2.37) donne 


O0 


À w2 (y 12) dy = 1. (2.38) 


L'égalité (2.37) permet d'exprimer la densité de probabilité 
marginale de n en fonction de la densité de probabilité marginale 
de £ et de la densité de probabilité conditionnelle de n lorsque £ 
est donné 


Win(y) — | Wo (x, y) dx — | Wiz (x) wo (y | x) dr. (2.39) 


La formule (2.39) peut être appelée formule des probabilités totales 
des variables aléatoires [comparer avec (1.18)]. 

En intégrant (2.39) sur y on obtient la fonction de répartition 
de la variable aléatoire n 


Où 


Fin (@) = (wi (@) Fa (y 12) de. (2.39') 


On définit d’une manière analogue la distribution conditionnelle 
de la variable aléatoire Ë pour une valeur donnée de n. Ainsi, la den- 
sité de probabilité conditionnelle de Ë pour n = y est égale à 

m(z|p--Len) Len (2.40) 
Vin (y) 
Î w2(z, y)dz 


—œ 
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Si les variables aléatoires Ë et n sont indépendantes, on 
a Wo (x, y) —= Wix (7) Win (y) et, comme le montrent (2.37) et (2.40), 
la densité de probabilité conditionnelle coïncide avec la densité 
de probabilité marginale de la variable aléatoire. 

En utilisant (2.37), (2.39) et (2.40) on peut aisément établir 
la relation existant entre les densités de probabilité marginale et 
conditionnelle des variables aléatoires: 


AD mer (2.41) 
Vus (us (yla) dr 


—œ 


La relation (2.41) est la généralisation de la formule de Bayes aux 
variables aléatoires continues [voir (1.19)]. 

2.1.6. Répartition multidimensionnelle d'un ensemble de variables 
aléatoires. L'étude des lois de la distribution conjointe des variables 
aléatoires peut être étendue à un ensemble fini arbitraire de variables 
aléatoires E;, Es, . .., E,. Dans ce cas la fonction de répartition 
à n dimensions F, (xz:, Z», . . .. xæ,) donne la probabilité pour la 
variable aléatoire £, de se trouver au-dessous du niveau z;, la variable 
aléatoire £: étant en même temps au-dessous du niveau zx, etc., 
et la variable aléatoire E, au-dessous du niveau z,, c'est-à-dire 


P {E1 < Zi, Es < To; ._. En & Tn} 7 


ET EC PR ET 21 À (2.42) 
Les variables aléatoires E4, E+, . . ., £, sont dites mutuellement 
indépendantes *) si 
n 
Ph (Ti Ts: La) ra Fig, (au), (2.43) 


où F5, (xx) est la fonction de répartition de la variable aléatoire 
En, & = 1, 2, ..., n. La formule (2.43) généralise la formule (2.31). 

Si m des r arguments de la fonction (2.42) deviennent infinis, 
c'est-à-dire si l'on sait que m des n variables aléatoires peuvent 
prendre des valeurs quelconques, cette fonction devient alors la 
fonction de répartition des r — m variables aléatoires restantes. 
Par exemple 


F, (oo, ee O0, Tmtis - Zn) _ 


= Fn-m (Em+1s + + + Tn)- (2.44) 


*) Il suit de l’indépendance mutuelle des variables aléatoires E,, ..., E, 
d'un ensemble l'indépendance deux à deux de toutes variables aléatoires E; et 
Ej, i, i — 1, ..., n. Dans le cas général l'inverse n'est pas vrai (voir égale- 
ment $ 1.1.4). 
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Par définition d’une fonction de répartition multidimensionnelle 
on a 


Fn (—o0, Ze, . .., Zn) = Fn (ty, — ©, ..., æn) = 
= F, (ti, Lo, - . ., — oo) = 0. (2.45) 
F (oo, co, ..., oo) — 1. (2.46) 
Si la fonction de répartition à z dimensions admet une dérivée 


Fn (#1: F2: +: En) (2.47) 


Wars ts.) Gun om 


cette dérivée s'appelle densité de probabilité à 7 dimensions des 
variables E4, Es, . . ., En. 

La fonction de répartition s'exprime en fonction de la densité 
de probabilité à l’aide de l'intégrale multiple 


Fais Za.. Tn) = 


X1 2 xn 


—_ [ | ne | Un (Lis T2 + -., Zn) Zi dXos ... din. (2.48) 
L'ensemble des variables aléatoires E;, Es, ..., &, peut être 


interprété étant les coordonnées d'un point ou les composantes 
d'un vecteur aléatoire E dans l’espace à 7 dimensions. La probabi- 
lité P{A} pour le point À de coordonnées aléatoires dont la densité 
de probabilité est w, (x1, z:, . . ., z,) de se trouver dans le do- 
maine G de l’espace est 


P{AEG}— | _. | Un (is Tes - .… Tn) dti dt ... ds. (2.49) 


Utilisant (2.46) on obtient 


[ [ Des ( Da (Lis ss se Tr) dti dt +2: Ti =T. (2.50) 


Si les variables aléatoires &4, Eo. . .., E, sont mutuellement 
indépendantes, conformément à (2.43) on a 


n 
Un (ETE Lo, co) Zn) = U Pre (Tx), (2.51) 


où w4;, (zx) est la densité de probabilité de la variable aléatoire £,. 


Soient Ë et n deux vecteurs aléatoires dans l’espace à r dimen- 
sions. Pour que ces vecteurs soient statistiquement indépendants il 
faut et il suffit que la distribution conjointe de leurs composantes 
soit égale au produit des distributions des composantes respectives, 
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c'est-à-dire *) 
w (X, Y) — Won (z1, y Tns Yas Un) — 
= Un (T4, - +, Tn) Wn (Yi, - + + Un) = W& (X) w (Y). 


(2.51?) 
Conformément à (2.44) et (2.48), pour m<nrona 
Fin (Lis Los 1) ms D, ..., ©) = 
X1 X2 Xm 
= | Les | mas La, -.., Tm) Tite... dim, (2.52) 
où 
Um (x; Lo. Tm) = 
= | 7 | Un (Lis 0) Tr) ÉTma : - + ÊTn. (2.53) 
n—m fois 


Ainsi, connaissant la densité de probabilité à r dimensions on peut 
toujours trouver la densité de probabilité d'un groupe quelconque 
de m variables aléatoires (1 < m < n) par intégration sur des limi- 
tes infinies de la densité de probabilité à z dimensions sur les autres 
n — m variables. 

Si la densité de probabilité à x dimensions w, (xi, zo, ... 

-, Tn) des variables aléatoires E,, E:, . .., &\ est donnée, on peut 
trouver la densité de probabilité conditionnelle (liée) d'un ensemble 
de # de ces variables aléatoires à condition que les autres 7 — k varia- 
bles aléatoires prennent des valeurs données Ë;4; — æp+y, . .. 


HN On — das 


Un (Tis Los ++, Th] Thyts +, Tn) = 
_. Un (T1, Toy ..., Zn) _ Un (Lis T2s +. Tn) (2 54) 
© œ Unkh (TZh+1 ..., Zn) ° 
Î ee. \ Un (Tir CEE Zn) dr... drk 
— 0 — 
k fois 


La formule (2.37) donnée plus haut est un cas particulier de la 
formule (2.54) pour #7 = 2. Bien que les densités de probabilité 
marginale et conditionnelle (liée) soient désignées par le même 
symbole w,, elles sont faciles à distinguer d'après l'écriture des 


*) Pour surmonter les difficultés liées au fait que la quantité de symboles 
est limitée, ici et ci-dessous les différentes densités de probabilités seront dési- 
gnées par le même symbole et ne differeront que par leur argument. 
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arguments. Conformément à (2.54) on a 
Un (Lis Les «+ +, En) = Wy (rs) We (te | Ts) X 
X Wa (ts | Zi, To) . + Wn (Zn | Ti, +: En).  (2.54°) 
Pour des variables aléatoires indépendantes on a 
Wnnh+1 (Tr | Tati + + + Zn) = Wii, (ta) 


et en vertu de (2.54”) on a (2.51). 
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2.2.4. Loi normale multidimensionnelle. La distribution conjointe 
de l'ensemble des variables aléatoires E4, &:, . . ., E, réparties sui- 
vant une loi normale multidimensionnelle joue un rôle particulière- 
ment important pour les applications pratiques. Par définition la 
densité de probabilité correspondant à la loi normale multidimen- 
sionnelle est *) 

1 


RS à 


n n 

Dies 1 TZj— Ai Th —@k 

X EXP {> He Din FESE EE À . (2.55) 
ie 1 R=1 


Dans la formule (2.55), les a; sont des nombres réels arbitraires, 
6; > 0, D est un déterminant d'ordre nr de la forme 


1 yo Tin 
D — Vo! 4 se Ton . (2.56) 
ni Tno Re: | 


Tir = This Tin | 1, 
et D, est le cofacteur de l'élément r;, dans le déterminant D. Ainsi, 
la loi normale multidimensionnelle dépend de 2r paramètres (ai, 
9) et de 5" (n — 1) paramètres (r;:), c'est-à-dire en tout de Lis + 2 
paramètres *#). 


*) Ici et dans ce qui suit on utilisera souvent la notation exp {M} — ce. 


*+) Le sens probabiliste de ces paramètres sera donné au $ 2.3. Remarquons 
que a; sont des nombres réels, 6; des nombres positifs quelconques, et les para- 
mètres r;, sont non seulement en valeur absolue inférieurs à l'unité, mais doi- 


, è : Su ° 
vent également satisfaire aux conditions Dir < D;;Dpr. 
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La forme quadratique de l’exposant de l’exponentielle dans le 
second membre de (2.55) est ee positive, c'est-à-dire 


Q(zy .., F, 5 Du Di ne Ex 0 


1= 1 h=1 


pour toutes les valeurs de zx, sauf x; = a;. Par conséquent D > 0. 

On peut simplifier l'écriture de la formule (2.55) et rendre plus 
aisée son utilisation en introduisant la représentation matricielle *) 
de la forme quadratique par rapport aux variables x; — a;. Intro- 
duisons la matrice carrée M dont les éléments sont les nombres 
OiOxr;x. Le déterminant de cette matrice est évidemment égal à 


det M = 0°? ... 02D. 


Dik 
Les nombres 310, D 


d'ordre » que l’on appelle matrice inverse de M et que l’on désigne 
par M”. Introduisons de plus le vecteur colonne 


forment également une matrice carrée 


T, — 

— An 

X — Aa — 5 
Tn —Qn 


et le vecteur transposé, c'est-à-dire le vecteur ligne 


’ 


X° — à" — (Zi — 4, To — Go, ain =); 


Compte tenu de la loi de multiplication des matrices on peut écrire 
(2.55) sous la forme suivante : 
1 _ L(x'=a")M-1(x 8) 


= ee | | 2. 
Ln(X) Varan (2.57) 


2.2.2. Variable aléatoire normale. La formule (2.55) pour nr = 1 
permet de trouver la densité de probabilité d’une variable aléatoire 
suivant une distribution normale dépendant de deux paramètres 
a et © 


li (x) —= eva EE (2.58) 


La figure 2.7 donne la courbe représentative de la densité de 
probabilité d'une variable aléatoire normale **). Cette courbe a un 


*) On utilise ici des notions élémentaires ct les résultats de l'algèbre 
linéaire (voir, par exemple, ch. 11 dans [4]). 

**) La courbe y = ce-PŸ s Re courbe gaussienne. La loi normale de 
distribution est souvent aussi appelée loi gaussienne. 
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maximum au point z — a, de plus 
1 
Us (a) —= Ümax — VA . (2.59) 


A la distance 30 du mode x = a la densité de probabilité n’est que 
0,004 et la surface limitée par la courbe w, (x) dans la bande a + 30 
est 99,7 % de la surface totale limitée par la courbe de densité, 


x-a = =: = 

Lx ô —. 2 
Fig. 2.7. Densité de probabilité Fir. 2.8. Courbes des densités de proba- 
de la loi normale bilité de la loi normale pour différentes 


valeurs du paramètre o 


c'est-à-dire que l’on peut, avec une probabilité égale à 0,997, ad- 
mettre que toute variable aléatoire distribuée suivant la loi normale 
est comprise entre a — 36 et a “+ 36. 

On peut montrer facilement que les points d’inflexion où la courbe 
de densité a une courbure maximale sont donnés par l'égalité 


z=a+c. (2.60) 


Les expressions (2.59) et (2.60) montrent que plus le paramètre © 
est grand, plus la densité maximale de probabilité est petite et plus 
loin du mode se trouve le point d’inflexion, c’est-à-dire plus étalée 
est la courbe de la fonction w, (x). Inversement, plus le paramètre © 
est petit, plus la densité de probabilité maximale est grande et plus 
le point d'inflexion est près du mode, c'est-à-dire plus restreinte est 
la zone des valeurs importantes de la fonction w, (x) et plus grande 
est la probabilité pour une variable aléatoire normalement distribuée 
de se trouver dans une bande de largeur comprenant le point x = a. 

A titre de comparaison on a donné sur la figure 2.8 les courbes 
des densités de probabilité de la distribution normale pour trois va- 
leurs de ©. L’enveloppe de la famille de ces courbes est le couple 
d'hyperboles 
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dont les asymptotes sont la droite verticale x = a et l'axe des abscis- 
ses. Pour & — © la courbe des densités est confondue avec l’axe 
des abscisses, et pour © —+ 0 elle se transforme en la fonction delta 
_ (x=0)* 

20% —0(r—a). 


lim 

o—U re 

La table des valeurs de la densité de la loi normale est donnée 
dans l'annexe I. 

La fonction de répartition, c'est-à-dire la probabilité pour une 


variable aléatoire normalement distribuée de se trouver au-dessous 
du niveau zx sera 


(x-a)° 


F; (x) = TE ( e 2% dr -F (==) . (2.61) 


Au chapitre précédent lors de l'étude de l'approximation asymp- 
totique de Laplace pour la loi binomiale nous avons considéré 
la fonction (2.61) pour a = 0 et o = 1. 

La table des valeurs de la fonction F (x) est donnée dans l’annexe Ï 
(voir également [6]). Cette table ne contient que les arguments posi- 
tifs, car la fonction sous le signe de l'intégrale 


dF ST ee. Re 
14 + 
est paire, et les valeurs F (—zx) sont données par la relation 
F(—zx) =1 — F (x). (2.62) 


Sur la figure 2.9 on trouvera la courbe de la fonction de répar- 
tition F (x) correspondant à (2.61) pour a = 0, & = 1. Cette fonc- 
tion est monotone croissante de 0 à 1, à l’origine des coordonnées on a 


F (0) — 


La somme des valeurs de cette fonction en deux points disposés Sy- 
métriquement par rapport à l'origine des coordonnées est égale à 
l'unité, ce qui correspond à 1 formule (2.62) donnée ci-dessus. 

Au voisinage de l’origine des coordonnées la fonction de réparti- 
tion F (x) est presque linéaire et peut assez bien être décrite par les 


premiers termes d’un développement en série suivant les puissances 
de zx 


F(z + — (ati )= 


1 zhk-1 
2R-1 (2k—1) (k—1)! 


(2.63) 
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Pour des valeurs assez grandes de F’argument on a le développement 
asymptotique suivant : 


Fo 4 = at 1, 3 15 


V/2x ; 


= z V2x 2RK1 zth+1. 


Remarquons que si dans une série alternée on se limite aux pre- 
miers termes, l'erreur commise sera inférieure au premier terme re- 
jeté. Ainsi (2.64) donne 


+ cle (2.64) 
k=—1 


x° 


e 2? <F(r)<1— rit 


1 
z V2x z V2x 


À titre de comparaison on donne sur la figure 2.10 les courbes de 
la fonction de répartition pour les mêmes valeurs de © que sur la fi- 
gure 2.8. Lorsque o —+ 0 les courbes représentatives des fonctions de 


1 


Ftx) 


| | 
— 
it 
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Fig. 2.9. Fonction de répartition Fig. 2.10. Fonction de répartition nor- 
normale male pour différentes valeurs du para- 
métre © 


répartition tendent asymptotiquement vers l’axe des abscisses pour 
x <'aet vers une droite parallèle F = 1 pour x > a. La courbe limi- 
te a au point x = a la forme d'un échelon unité. 

Souvent au lieu de la fonction F (x) on considère et on tabule l'in- 
légrale de probabilité (fonction des erreurs, fonction de Kramp) *) 


D(x)— DE | ee dz—2F(z V2)—1 (2.65) 


U 


*) On utilise parfois au lieu de © (r) la notation erf (r). 


60 VARIABLES ALÉATOIRES [CH. 2 


et la fonction 


fe Tarts- = D(——), (2.66) 
0 


T 
V2 


pour laquelle la formule (2.62) devient la relation plus simple de 
parité 


Fo (—2x) = —Fo (x). (2.66'} 

Si on a un ensemble de variables aléatoires indépendantes Eë;, 
Ë2, + - + En, toutes normalement distribuées et de paramètres res- 
pectifs a,, Or (4 = 1, 2, ..., n), en vertu des relations (2.51) et 


(2.58) la distribution conjointe à r dimensions de ces variables aléa- 
toires indépendantes est donnée par la densité de probabilité 


(x, —a)° 
= 1 | 20f 
Un (x, Toy...) = 
ou 
1 i < 2 
Th —Q{z)" 
ln (x, Los ss Ln)= ———— exp {——- D | . 
(27) © 0102 ... On dE. 


(2.67) 


La formule (2.67) est un cas particulier de la formule générale 
(2.55) pour riz = 0,ik, où D;, = 0 pouiket D;, = 1 pour 
ti — ket D = 1. 

2.2.3. Couple de variables aléatoires normalement distribuées. 
Considérons maintenant la loi normale de distribution d’un couple 
de variables aléatoires. La densité de probabilité bidimensionnelle 
dépend dans ce cas des cinq paramètres &i, &2, O1, Oo, ris = r. Le 
déterminant D est égal à 


p 4 r | : 
ir Mai 
les cofacteurs étant Du = Dos = 1, Dis = Dos = —r. 


La formule générale (2.55) pour z — 2 donne l'expression sui- 
vante pour la densité de probabilité bidimensionnelle de deux va- 
riables aléatoires e, distribuées : 

1 { 
= 75 * 
K (zx, — a) —9r (T1 — 43) (x: — @2) ce eee Er |}. (2.68) 


(HG O102 


Wa (Ti, To 
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La surface de la distribution ‘normale bidimensionnelle corres- 
pondant à (2.68) est représentée sur la figure 2.11. Au point x; = ai, 
Zoe = G2 la densité de probabilité est maximale et égale à 


1 


Wa (Qi, de) = We max 010: VITE 
20102 V 1—r* 


(2.69) 


A partir de ce point la surface de distribution tend d'une manière 
monotone vers le plan (x;, z2). Toute section verticale de la surface 
Z = Wo (T1, T2) par un plan passant par le point de densité de pro- 
babilité maximale est une courbe de Gauss (voir la note à la page 56). 
La densité de probabilité conserve 
des valeurs constantes le long des Lz{Xt, X2) 
ellipses qui sont les sections horizon- 
tales de la surface (2.68). Pour l’équa- 
tion d’une famille d'’ellipses d'égales 
densités de probabilité on a 
Q (zx: 2) = G) 
1 
_9p (x, — 43) (72 — 02) Fa 


[0] 402 


(z2 — a2)° a 
mm Us 7 


À des valeurs différentes du para-  Fig.2.11. Distribution normale 
mètre À=0 correspondent des valeurs bidimensionnelle 
de la densité de probabilité différen- 
tes mais constantes pour un ? donné en tous les points de l’ellip- 
se (2.70). Pour À = 0 l'ellipse se transforme en un point x; = «1, 
Z: = a, de densité maximale, et au fur et à mesure de l’augmenta- 
tion de À le plan horizontal sécant descend de plus en plus bas et 
respectivement la valeur de la densité sur les ellipses d’égales 
probabilités diminue. 

La probabilité pour le point (x;, x) du plan de coordonnées 
aléatoires, distribuées suivant une loi normale bidimensionnelle, 
de se trouver à l’intérieur de l’ellipse d'égales probabilités pour 
une valeur fixe du paramètre À est en vertu de (2.49) égale à 


1 
27002 V1 _—r° 


1 
P (1) = (à en EE Qridzs, (2.107) 


gtA) 
où g (À) est le domaine du plan (x;, 2) limité par l'ellipse (2.70). 


Pour calculer l'intégrale (2.70”) on passe aux coordonnées polai- 
res. On obtient 


13 
P(})—=1—e 21-79, (2.70") 
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La fonction de répartition bidimensionnelle de la distribution 
normale s'écrit à l’aide d'une intégrale double, soit: 
tt f 
Fos 2e) = © | | EXP | 5477 * 


2H0 102 V1 _—r° E 


| (u—a;)° y (u—a;)(v—a:) |, (v—a2)° }} hide 


0? 0102 | (vE 
X1—a1 Xe—02 
i O1 O2 __u2- 2ruv+v3 
a — | | e 1" Qudv (2.71) 
27 V1 —r° ja LA 


Dans le cas où AA — 2 — h en utilisant la formule (2.21) 


{ (eJ 
on peut transformer l'intégrale (2.71) pour qu'elle devienne tabu- 
laire [9] 


© oo _ uî-2ruvtt 
K (rh) = —}— à fe 77 dudv 
Me —r° 
h h 


E(h,h; r)=K(r—h), 
K(r,h}=ÆFfhh; r) +1 —2F (h), (2.72) 


où F (x) est l'intégrale de Laplace. 

Dans l'annexe I on trouvera une table de À (r, h) pour plusieurs 
valeurs de r et de À. 

I1 est facile de voir que si la distribution conjointe de deux va- 
riables aléatoires interdépendantes suit une loi normale bidimen- 
sionnelle, chacune de ces variables est normale *). 


*) L'affirmation inverse n’est en général pas vraie. Deux variables aléatoi- 
res normales n'ont pas obligatoirement une distribution conjointe normale. 
Supposons, par exemple, que la densité de probabilité bidimensionnelle de deux 
variables aléatoires soit 

wé (x, y) = w2 (x, y) + af (x, y), 


« 


où 
1 ME TT — 
Lo (2, Dir - , 
TU: Iz|<1, Iy|<1, 
en À Iz1>t Iy1>4, 
a<u»(1, —1) EE {——} , 
2x V1—7r!? 1—r 


Bien que la densité de probabilité totale ne soit pas normale, chacune des varia- 
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En substituant (2.68) dans (2.28) on trouve 


oo ; __(xt-a1)* 
Use (Ti) = Un (Ty, Lo Lo = ———— € ii id 
1e, ( 1) J o ( î 2) = 230102 V1—r? 
: [ 1 | (ze — a5)° (ri 03) (x2— a) 7 
X Î CXP \ 54; (=) TE 2r 6102 | dr. 


En complétant l'expression entre crochets pour en faire un carré 


complet on trouve 
_C1= m2 


Wir, (T1) = e “à —— + 
= —— a —— A 
1 oo V2x O2 V2x (1—r?) 
O0 
( ( T2—@2 __, T0 | 
x [pis TT dar 
fe —œ 
d'où 
_(1=a1) 
202 
Wie (Ti) 7 0 1 
D'une manière analogue on a 
; _ (xs a2)° 
202 
ete ’ —= 6 2 
15, (22) = PAZ 


Si les variables aléatoires sont indépendantes, conformément à 
(2.32) on a 


es (ne) = exp {+ [EE + Get |). (2173) 


La formule (2.73) est un cas particulier de (2.68) pour r = 0. 

On aurait pu également démontrer dans le cas général, en inté- 
grant la fonction (2.55) r — 1 fois sur des limites infinies, que chacune 
des nr variables aléatoires interdépendantes de l'ensemble normal 
est également normale. 

2.2.4. Loi de Rayleigh *). Comme le montre (2.70) pour ©&;, = 
= 62 — © les ellipses d’égales probabilités se transforment en cer- 


bles aléatoires est normalement distribuée, en effet 
| f(x, y dr = | fe, nd 0 
Voir également les théorèmes démontrés par Papoulis, Proc. IEEE, 1963, 51, 
n° 7. p. 1049. 
*) La distribution de Rayleigh et ses généralisations seront étudiées plus 


en détail aux chapitres 3 et 8. Dans tous les cas on note que la distribution 
de Rayleigh provient de la distribution normale. 
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cles de rayon p — Àc. Evaluons la probabilité pour le point d’un plan 
dont les coordonnées sont des variables aléatoires indépendantes nor- 
males de paramètres (a;, &) et (a, o) de se trouver à l’intérieur du 
cercle de rayon p avec le centre au point (a;, a2). Conformément à 


(2.70”) pour r = 0 et À — cette probabilité est égale à 


p? 


F,(p}=1—e 27, p>0. (2.74) 


La densité de probabilité correspondant à la fonction de réparti- 
tion (2.74) est égale à 
p° 
dFi(p) Dot 


w, (p) — me = Le , p>0. (2.75) 


La densité de probabilité (2.75) qui porte souvent le nom de 
Rayleigh donne la probabilité pour deux variables aléatoires indé- 
pendantes normalement distribuées de paramètres identiques 01 = 
= ç, — © de se trouver à l’intérieur d’un anneau limité par deux 


0 05 10 15 20 P 
Fig. 2.12. Fonction de répartition de la loi de 
Rayleigh 


cercles concentriques de rayons p et p + dp, dont le centre se trouve 
au point de densité maximale de ces variables aléatoires. 

Sur la figure 2.12 on trouvera plusieurs courbes de fonctions de 
répartition de Rayleigh, et sur la figure 2.13 les courbes correspon- 
dantes de la densité de probabilité. La densité maximale w,,,, — 
= (eo*)-"/2 correspond à p = ©. Ce point est un point d’inflexion 
de la courbe de la fonction de répartition. La tangente de la pente de 
la tangente (au sens géométrique) à la courbe de densité de probabi- 
lité à l’origine des coordonnées est égale à w, (0) = o*. L’enve- 
loppe de la famille de courbes des densités de probabilité de Rayleigh 
est une hyperbole d'’équation y = 2 (ep)”!. 

2.2.5. Densité de probabilité conditionnelle de la distribution 
normale. La densité de probabilité conditionnelle (liée) de l’une 
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Fig. 2.13. Densité de probabilité de la loi de 
Rayleigh 


+ 2 = nr Var 
Oz 


Fig. 2.14. Densités de probabilité condition- 
nelles de la loi normale 


des variables aléatoires £, normale pour une valeur donnée E, = zx 
de l’autre est en vertu de (2.37) be à 


1 
AUDE exp {— a 


(z— as) (y—a2) |, (y—a2) (z—a;}° 
dune mas be 


ml 


5 —0G24 
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Après simplification dans l’exposant de l’exponentielle on a 
| 1 
Do Ces { 2(1— rt) X 


x (= rie)" .. (2.76) 


O2 


Pour r = 0, ce qui correspond au cas des variables aléatoires indé- 

pendantes, la densité de probabilité conditionnelle (2.76) se trans- 

forme en une fonction unidimensionnelle correspondant à la loi de 

distribution normale d’une seule variable aléatoire. Pour r —> 1 on a 
y — Go T—4! 


Wa (y|x) + 6(e- 4) - 


Sur la figure 2.14 on trouvera les courbes des densités de proba- 
bilité conditionnelles de la loi normale construites à partir de 
(2.76) pour z = a; + 30, et plusieurs valeurs du paramètre r. 


2.3. CARACTÉRISTIQUES NUMÉRIQUES 


2.3.1. Moments. La fonction de répartition, aussi bien que sa 
dérivée, la densité de probabilité, que nous avons étudiées dans les 
paragraphes précédents donnent une caractéristique complète d’une 
variable aléatoire, car elles montrent dans quelles limites varient 
les valeurs de la variable aléatoire et avec quelle probabilité on peut 
la trouver dans certains domaines de cette gamme. Cependant, dans 
de nombreux cas on n’a pas besoin de tant de renseignements sur 
la variable aléatoire, des notions générales suffisent. 

Il en serait de mème si, au lieu de donner une description détaillée 
de la forme géométrique d’un corps solide, on se limite à des caracté- 
ristiques numériques telles que la longueur. la largeur, la hauteur, 
le volume, le moment d'inertie, etc. 

En théorie des probabilités les caractéristiques numériques d'une 
variable aléatoire sont des grandeurs constantes obtenues à partir de 
la fonction de répartition d'après les règles bien déterminées. Con- 
sidérons les caractéristiques numériques appelées moments. Pour des 
variables aléatoires continues les moments d'ordre # (k — 1, 2, ...) 
sont donnés par la formule suivante *) : 


Lee] 
mn LE} -= | 2", (x) dx (2.77) 
— 
*) Le symbole my {& } désigne non pas une fonction de la variable aléatoire 


ë, mais indique que l’on prend la moyenne de la grandeur £À sur l’ensemble de 
ses valeurs possibles [comparer avec la formule (3.43)]. 
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supposant que l'intégrale impropre converge en valeur absolue, 


c’est-à-dire que l'intégrale LE [* uw, (x) dr est finie. Du point de 
—œ 

vue géométrique les nombres m;, peuvent être interprétés comme les 
moments d'inertie d'ordres correspondants d’une figure plane limitée 
par l'axe des abscisses et la courbe y -- wi (x). 

Si la variable aléatoire considérée est discrète et prend les valeurs 
Lis To, - + +, Æ avec respectivement les probabilités pi, Ps, . . ., Pas 
son moment d'ordre k est *) 


mn {E} = à Th pr, (2.78) 


la série du second membre de (2.78) étant absolument convergente. 

Soulignons qu'il n’est pas toujours possible de caractériser une 
variable aléatoire par ses moments, car ceux-ci n'existent pas pour 
toutes les distributions. Ci-dessous nous donnerons des exemples des 
distributions pour lesquelles les moments ou bien n'existent point 
[l'intégrale (2.77) ou la somme (2.78) sont divergentes], ou bien seuls 
des moments d'ordre inférieur existent. Ainsi, dans chaque cas par- 
ticulier il y a lieu de vérifier si les moments existent. Remarquons que 
s’il existe un moment d'ordre 7x il s’ensuit évidemment que tous 
les moments d'ordre k << n existent également. Si le moment d’or- 
dre x n'existe pas, aucun moment d'ordre À > n'existe non plus. 

2.3.2. Valeur moyenne. La plus simple des caractéristiques d’une 
variable aléatoire est le moment du premier ordre, donnant l’abs- 
cisse du centre de gravité de la figure limitée par la courbe des den- 
sités, que l’on appelle espérance mathématique ou valeur moyenne de 
la variable aléatoire. Conformément à la définition générale, la valeur 
moyenne d'une variable aléatoire continue est égale à 


mi {E} = | zu (x) de, (2.79) 


—-œ 


et celle d’une variable aléatoire discrète est : 


m1 {E} = À ZrPr- (2.50) 


*) Si l’on suppose que la densité de probabilité d'une variable aléatoire 
peut être représentée par des fonctions delta [voir (2.14)], l'expression (2.77) 
se trouve être une formule générale, et (2.78) son cas particulier. 


5% 
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On peut transformer la formule (2.79) en introduisant au lieu 
de la densité w, (x) la fonction de répartition F, (x): 


ET dr — [ zdF — ( zd [1 — F,(x)]. 
“0 — ] 


Après intégration par parties on obtient 
oo 0 
mi} = | [1 — Fi(x)] dx — | F(x) dr. (2.81) 
0 — 00 


Le calcul de la valeur moyenne d'une variable aléatoire se trouve 
parfois simplifié si l’on utilise (2.81). 

Si la courbe des densités est symétrique le moment du premier 
ordre est égal à la distance séparant le mode de l'origine des coor- 
données. Mais dans le cas général il n’en est pas ainsi : par exemple, 
pour la distribution de Rayleigh le centre de gravité est disposé 
un peu plus à droite du mode. 

La valeur moyenne d’une variable aléatoire caractérise seule- 
ment la disposition de la courbe de répartition, mais non ses particu- 
larités géométriques. Il suffit de placer l’origine au centre de gravité 
pour que la valeur moyenne soit nulle. 

La valeur moyenne d’une variable aléatoire continue distribuée 
suivant la loi normale est, conformément à (2.79), égale à 


202 203 
M, — = ze dx = — \ ua)e du = a. 
1 oV2x | o V/2x J' 10) 


Ainsi, la valeur moyenne d’une variable aléatoire normalement 
distribuée est comme on pouvait s'y attendre égale au paramètre a 
de cette loi, car la distribution normale est symétrique par rapport 
au point z — a. 

I1 est également très facile de trouver la valeur moyenne d'une 
variable aléatoire distribuée suivant la loi de Rayleigh : 

co x 


m: + re *® dr= 0 V — : (2.82) 


Nous allons donner également un exemple de calcul de la valeur 
moyenne d’une variable aléatoire conformément à la formule (2.80). 
Calculons la valeur moyenne d’une variable aléatoire distribuée 
suivant la loi binomiale *): 


: n 
m= DK () pie. 
=! 


*) La sommation commence à partir de k = 1, car pour k = 0 le terme 
correspondant dans la somme est égal à zéro. 
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Mais comme 


on a 


Mi = NP? bp (, A pRTlqn'i RD = np > | p'av ir. 
R=1 Tr. r—0 r 


La dernière nes la somme des probabilités d'un groupe com- 
plet d'événements, elle est par conséquent égale à l'unité, donc 


Mi = ND. (2.83) 


En comparant (2.83) et (1.21”) on en conclut que la valeur moyenne 
du nombre de réalisations d’un événement lors de r épreuves indé- 
pendantes diffère du nombre le plus probable k, de réalisations de 
cet événement d’une grandeur inférieure à l'unité. 

On appelle écart d'une variable aléatoire la différence 


A, =E— mi {Ë6} 


entre cette variable aléatoire et sa valeur moyenne. 

Les moments de distribution des probabilités des écarts des varia- 
bles aléatoires sont dits moments centrés et sont désignés par M,{E)}. 
Conformément à°(2.77) on a 


© 


Mate} = m4} = | (mu) dr. (2.84 


Au contraire des moments m,{E} de la distribution par rapport 
à l’axe des coordonnées, appelés moments iniliaux, ou non centrés, 
les moments centrés sont les moments de la distribution par rapport 
à l'axe passant par le centre de gravité de la surface sous la courbe 
de distribution. 

Pour une variable aléatoire discrète les moments centrés sont 
donnés par la somme 


Mat = À (em) pe (2.85) 


Si la valeur moyenne d’une variable aléatoire est nulle, on a 
A;= E et les moments centrés de la distribution coïncident avec les 
moments non centrés. Il est évident que le moment centré du premier 
ordre est toujours nul. 
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2.3.3. Variance. Par définition le moment non centré du second 
ordre est égal à : 
pour une variable aléatoire continue 


ma {E}= | au (2) dr, (2.86) 


pour une variable aléatoire discrète 
n 
mi{E}= D pr. (2.87) 
r=1 


Le moment centré de distribution du second ordre est appelé 
variance de la variable aléatoire & et, conformément à (2.84) et (2.85), 
est donné par les formules suivantes : 

pour une variable aléatoire continue 


MA{E} — | (x — m,)° wi(x) dx, (2.88) 
pour une variable aléatoire discrète 
M{8= 2 (ze — m1})° p.. (2.89) 


La grandeur Y M, est appelée écart quadratique moyen, ou écart 
type, de la variable aléatoire & de sa valeur moyenne. On appelle 
écart normé d'une variable aléatoire le rapport de l'écart de cette 
variable aléatoire à l'écart quadratique moyen. 

Le moment centré et le moment non centré du second ordre sont 
liés par une relation découlant directement de (2.8S) [et, d'une ma- 
nière analogue, de (2.89) pour une variable aléatoire discrète] 


M: — | (x? — 2myx + m°) uw, (x) dr — | zu, (x) dr — 


9m, | zu, (x) dx + m° fu (x) dx, 
d’où 
M: = Mo — mi. (2.90) 


Ainsi, la variance d’une variable aléatoire est égale à la diffé- 
rence entre son moment non centré du second ordre et le carré de la 
valeur moyenne. 

Soit wi(xz) la densité de probabilité de la variable aléatoire E 
ayant un moment du second ordre fini. Nous allons calculer la proba- 
bilité pour le module de Ë de dépasser un certain nombre positif e, 
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c'est-à-dire 


4 


P{IEL>e)= | ur(a)z. 


[xl>e 


. Dr . T° 
Comme dans le domaine d'intégration — >1,0ona 


£* 
1 " 
P{IE>e)<+ À au (oz. 
Ix]>e 


Ayant en vue que w, (x) > 0, on peut étendre les limites d’intégra- 
tion de —oco à co. La valeur del’ intégrale ne pouvant pas diminuer, 
donc 


P{IE><+ | ru (x) dr "ME , (2.94) 


—œ 


En particulier, si au lieu de la variable aléatoire E on substitue 
son écart de la moyenne, c'est-à-dire E — a, on a 


P{|E—a|>e}< EH. (2.92) 


La relation (2.92) est appelée inégalité de Tchébychev. 
Conformément à (2.92), on a 


P{IE—al>kVM}<+., (2.92) 


bee 


c’est-à-dire qu'un écart de E de sa valeur moyenne dépassant nota- 
blement l'écart quadratique moyen est peu probable. 
Ainsi, la variance d’une variable aléatoire caractérise la manière 
dont sont dispersées ses valeurs par rapport à la moyenne. 
Déterminons la variance d’une variable aléatoire distribuée 
suivant une loi normale. Conformément à (2.88) on a 
(x—-a)2 


2 1 t 2, 20: ca 
ee 6 V2x Al Ga He = 
co : u® co _ us 
AUS 2 * RS 2 
7 27 | HOUR V/2x | He" 


et après intégration par parties on obtient : 
M — O*. 
Le sens attribué aux deux paramètres de la distribution normale 


se trouve ainsi déterminé, l’un d’eux est la valeur moyenne de la 
variable aléatoire, et l’autre o° sa variance. 
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La variance d’une variable aléatoire distribuée suivant la loi 
de Rayleigh [voir (2.82)] est égale à 


© 
1 VAE 2 ge 70° 
M; 5 | (z ( D } ze dx = 26 >; 


0 
ou 


MT 6. (2.93) 


La formule (2.90) permet de trouver la variance d’une variable 
aléatoire discrète distribuée suivant une loi binomiale. Pour cela 
calculons le moment non centré du second ordre, soit 


_ S 2 (7) onh Ÿ D Lqn-1i-hk Hi — 
me D (porter SET) prions 
… n—1 
=np à e+9 ( ; )prar = 


1 [n—1\ —1 

= np > r( ] p'a p'g" "+ np D  ( ] pra 
r=0 r r 

La première somme est égale à (7—1) p, car c'est Le nombre moyen de 

réalisations de l'événement lors de 7 — 1 épreuves, et la seconde est 

la somme des probabilités d’un groupe complet d'événements. Ainsi 


m2 = np(n — 1) p + np. 


La valeur de la variance M, du nombre de réalisations des événe- 
ments pour nr épreuves indépendantes est égale à 


M2 =np(n —1) p + np — n°p° = np (1 — p) 
ou 
M — npgq. (2.94) 


Comparant (2.94) et (1.26) on peut se rendre compte que le para- 
mètre o° dans la formule asymptotique de Laplace est la variance du 
nombre de réalisations de l'événement pour #7 épreuves indépendantes. 

2.3.4. Coefficients d’ asymétrie et d'aplatissement. La moyenne 
et la variance ne peuvent à elles seules refléter toutes les particu- 
larités de la courbe de distribution. Entre autres elles ne montrent 
pas la symétrie ou l’asymétrie de la courbe de distribution par 
rapport à l’axe passant par le centre de gravité. En vertu de (2.88) 
pour toute distribution symétrique tous les moments centrés d'ordre 
impair sont nuls. C'est pourquoi le plus simple des moments impairs, 
le moment centré du troisième ordre, peut en première approxima- 
tion caractériser l’asymétrie de la courbe de distribution. 
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Le moment centré du troisième ordre 
Ma = | (z — m;)° w, (x) dx (2.95) 


peut être exprimé en fonction des moments non centrés des trois 
premiers ordres, tout comme la variance s'exprime en fonction des 
moments non centrés du premier et du second ordre. En élevant au 
cube le binôme se trouvant dans l'expression sous le signe de l'inté- 
grale (2.95), on trouve 


M; = M3 — IM1Mo + 2m. (2-96) 


L'asymétrie de la courbe de distribution s'exprime générale- 
ment par le rapport sans dimension 


M3 


k— (2.97} 


appelé coefficient d'asymétrie. 

La distribution de Rayleigh peut servir d'exemple de distribu- 
tion asymétrique. Le moment non centré du troisième ordre de cette 
distribution est égal à 


x 


1 ("3e 73 
m= gr | re É dx = 30° J/ 
U 


ca} 


Ce E 


Donc 


tof cs 


= (1 —3) V/ Lo 


et, par conséquent, le coefficient d'asymétrie de la loi de Rayleigh 
[voir (2.93)] est égal à 


k — 9-15 —— & 0,63. (2.98) 


TA A 


Ma=30 530 208420 (5) 


Pour caractériser l’aplatissement de la courbe de distribution au 
voisinage du mode on utilise le coefficient d'aplatissement, grandeur 
sans dimension, 


Pour la loi normale on a 
(x-a)° 


1 t 77 20 
M7 [eat de 
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co u? 0 u2 
du Mi if jui 
= — | ue du = --—— | u* de — 
V2r V2r 
— 00 es 
co u2 
301 


2 * _—_ _- 2 
VE Ls e du = 301 — 3. 
L'égalité (2.99) donne alors y = 0. Ainsi le coefficient d’aplatisse- 
ment de la distribution normale est nul. Si y est positif, ceci veut 
dire qu’au voisinage du mode la courbe de distribution a un sommet 
plus haut et plus aigu que la loi normale de même centre de gravité 
et de même variance. Si le coefficient d’aplatissement est négatif, 
cela veut dire que la courbe de distribution est plus plate que la courbe 
correspondante de la loi normale. 

Tout comme Af, et M,,le moment centré du quatrième ordre peut 
s'exprimer en fonction des moments non centrés. On a 


M = My — 4mam: + 6Gm:m° — 3m. (2.100) 
Calculons, par exemple, le coefficient d’aplatissement de la dis- 
tribution de Rayleigh. Pour cela calculons d’abord la grandeur 


œo x? 


1 — 354 
M | ze “% dx = 80* 
Q 


et, compte tenu des valeurs obtenues de m1, m>, m3 pour la distribu- 
tion de Rayleigh, en utilisant (2.100), on a 


M, = So — 4.30% V &o / + 6-20°0° LE 


94 7 Sn 
30 z Of. 


Conformément à (2.99) le coefficient d’aplatissement est égal à 


32 — 37° 
V — GE — 3 Z 0,23, 
c'est-à-dire que la courbe de la distribution de Rayleigh au voisinage 
du mode est plus haute et plus aiguë que la courbe de la distribution 


- JT ° 
normale de moyenne o}/ - et de variance 20*. 


2.3.5. Caractéristiques numériques d’un couple de variables aléa- 
toires. Considérons le couple de- variables aléatoires &, et £: dont 
la densité de probabilité bidimensionnelle est égale à w2 (ri, æ2). 
En utilisant (2.28) et (2.79), on peut trouver la valeur moyenne de 
chacune de ces variables aléatoires : 


mi, {E1} — | CAUSES (x1) dr — | | ZiWa (xs, To) dridxæ2, (2.101) 


—œo —œ —00 
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ms {E2} — | LToW15a (Ze) dre — { { ToWo (Ti, Le) dridxs. (2.102) 


D'une manière analogue la densité de probabilité bidimensionnel- 
le permet de trouver la variance de chacune des variables aléatoires 


ML {E1} — | [z: — M: {E,}° Wir, (xs) az: 


@Q © 


= | | [rs — ms {6:}l° we (xs, Ze) dridr, (2.103) 


Ma {8e} = À Lee — ms {621 wge (72) de = 


oO © 


= | Î [te — m3 {E2}f° w2 (m1, ze) dridxe. (2.104) 


Pour un couple, en plus de la variance de chacune des deux 
variables aléatoirés, on peut définir encore un moment du second 
ordre, soit : 


© oo 


M {6182} 7 | | [zx — mi {6} [to — m: {E2)}] X 
X Wo (T1, Te) dridt2 = À | TyToWo (T1, To) dtidxo — 


— mi {E:} M: {E2}, (2.105) 
appelé moment mixte du second ordre ou covariance des deux varia- 
bles aléatoires E, et E, 


Si E1 et Ë2 sont des variables aléatoires indépendantes, on a 
Wo (Ti, Lo) — Wie, (21) Wir, (22), et, en vertu de (2.105), on obtient 


Ma (BE2) = | Lei — ms (hi) wi (en) dus X 


X | [ze — ms {E2}] wize (ze) dre = 0, 


car chacune des intégrales s’annule. Ainsi, les valeurs du moment 
mixte du second ordre peuvent servir de mesure de la dépendance 
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existant entre deux variables aléatoires. Souvent on estime cette 


interdépendance à l’aide du rapport sans dimension 


LAS (2.106) 
VMa th} Mo tb 
appelé coefficient de corrélation entre les variables aléatoires Ë; 
et Eo. 
Si à la place de E, et E on introduit leurs écarts normés 


= Es — m1 {E1} Z _ Ca— mi fès} 
> 2 TE 

V'M2 {hi} ARE 
le coefficient de corrélation s’écrit sous la forme suivante 


me En ME ms {Ent ] [a ms féat]t , 
R = m;{E &} — VIRE Me . (2.106”) 


Soit la grandeur toujours positive "m1: {(Ë + E)°}. Comme 


M in = M: {E2} = À, 
on a (voir $ 3.1.5) 


ms {Es + Ec)*} = Mo (E} + Ma (EE) + 2m {ÉiËe) = 
=24+R)>0 


Il s'ensuit que le coefficient de corrélation se trouve toujours dans 
l'intervalle —1 £ R < 1 *). 
Les valeurs limites de À égales à +1 ne peuvent être atteintes 


nd 


que si Ë, = +. 

Si les variables aléatoires sont indépendantes, on a R = 0. 
L'affirmation inverse, d’après laquelle £, et E, sont indépendantes 
pour À = 0, n'est en général pas vraie. Deux variables aléatoires 
dont le coefficient de corrélation est nul sont dites non corrélées. 
Ainsi, des variables aléatoires indépendantes sont toujours non 
corrélées, mais l’inverse n’est pas obligatoirement vrai. 

Si m1 {EE} — O0 on dit que les variables aléatoires E, et E: 
sont orthogonales. I1 est évident que si les moyennes des variables 
aléatoires sont nulles, les notions d'orthogonalité et de non-corré- 
lation des variables aléatoires coïncident. Certains auteurs appel- 
lent les variables non’ corrélées linéairement indépendantes, ceci 
pour les distinguer des* variables aléatoires statistiquement indé- 
pendantes pour lesquelles w2 (x, z2) = wig, (21) Wig (x). 

Soit par exemple E, — cos @, E: = sin @, où y est une variable 
aléatoire uniformément distribuée de 0 à 21. Il est évident que Ë: 


*) La STE | R | < 1 découle également de l'inégalité | M2 {E1Ë2} IIS 


< V Mo { {£2 }, qui est une forme particulière de l'inégalité de Bounia- 
Us AE ni] formule (9.5.1)]. 


2.3] CARACTÉRISTIQUES NUMÉRIQUES 77 


et £o = V1 — ë° ne sont pas indépendantes, cependant leur cova- 
riance m1 {E162} (et, par conséquent, leur coefficient de corréla- 
tion) est nulle *) 
; 1 j 
My {6162} = m, {cos qésin } = --m, {sin 2p} = 0, 
car 
m, {cos p} = m, {sin @} = m, {sin 2} = 0. 
Nous allons trouver le moment mixte du second ordre de deux 


variables aléatoires normalement distribuées. Compte tenu de (2.105), 
on obtient 


_ » 4 00 © : : 
M {E15:} _— 2n040: V1—r? il ; (x: ai) (2 Go) X 
1 — 41) (zi — 2— 43) 2 — A2)" 


Faisant sortir de l'expression entre crochets l'expression d’un carré 
complet et en procédant au changement de variables 


= 1 CCE) mn 
Ve) 91 O2 JG: ? 
on a 
| Ca T0 ( a mL f __ 
M: (ik) = { ve “dv { e * du + 
— co 
1 pe Ju. + 
NRA | ue ©? du | ve * dv, 
d'où 
M; {E162} = rO10 2. (2.107) 


*) Généralisant cet exemple, considérons la variable aléatoire &, ayant 
une distribution symétrique w, (r), et soit E> = f (81). f étant une fonction paire. 
La covariance des variables aléatoires E, et E> est égale à [voir (3.117)] 


SO © 


Me Ge= À (21760 — me Ge 617 (6 — vla (e à dy = 
= À 2150) — ms Ge) us (@) de = À af (ad un (e) de = 0 


car zf (x) w, (x) est une fonction impaire. Ainsi M2 {&,Ë-} = 0, bien qu'il 
y ait une relation fonctionnelle entre £, et Ez. 
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Etant donné que 0°, 05 sont les variances des variables aléatoires 
E:, 82 et vu la définition du coefficient de corrélation, on obtient 


R =r. 


Ainsi se trouve élucidé le sens de tous les cinq paramètres de la 
distribution normale bidimensionnelle, ce sont les moyennes a;. 
d», les variances 0°, © de chacune des deux variables aléatoires 
et leur coefficient de corrélation r. 

Comme nous l'avons déjà noté, deux variables aléatoires nor- 
males pour lesquelles r — 0 sont statistiquement indépendantes. 
Par conséquent, des variables aléatoires normales non corrélées sont 
obligatoirement indépendantes. 

Nous allons maintenant donner les caractéristiques numériques 
condilionnelles des variables aléatoires. On appelle moyenne condi- 
tionnelle de la variable aléatoire Ë, pour £, = x, la grandeur 


co c Tou'a (ri To) dre 
m|a)= | aus(zela)de =. (2105) 
ee j Wo (Zi, X2) dre 


La variance conditionnelle de la variable aléatoire £: pour E, = x; 
est ‘égale à 
Mar} = À Lre—m (ee ai)lf we (xe| 21) dre = 


\ [z2— ms {E21 71} f we (21, 22) dre 
EE 10) 


R Wa (T1, Te) dre 


Calculons la moyenne et la variance conditionnelles des variables 


aléatoires normales. Conformément à la formule (2.108) et compte 
tenu de (2.76), on a 


1 f 1 
mel | 22exD À 7775 * 
Z{— €! To — Go\ ©? _ _. LE 
X (2 en | Yade = as+r (x a) : 
Si r — 0 ou x; — a,, la moyenne conditionnelle coïncide avec la 
moyenne non conditionnelle. Pour z; —a; +30, on trouve m;{£2]xi} — 
— G» + 3ro+. Cette grandeur donne les abscisses des maxima 
de la famille des densités de probabilité conditionnelles représentées 
sur la figure 2.14 (page 65). 
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On trouve la variance conditiommelle à partir de la formule (2.109) : 


M, {B | x} = = j [ro @o—r (ra) | X 


xesp {rs (tr EE) dus = of (1 re). 


Ainsi, la variance conditionnelle de la variable aléatoire E. ne 
dépend pas de la valeur de la variable aléatoire £,, et ne dépend 
que du coefficient de corrélation des variables aléatoires E, et Ë.. 
Pour r = 0 la variance conditionnelle coïncide avec la variance non 
conditionnelle M: {E2 | z;} — Mo {Es} = oi. 

2.3.6. Généralisation pour un ensemble dénombrable arbitraire 
de variables aléatoires. Dans le cas général, si on a un ensemble de 
n variables aléatoires E;, +, . . ., &, dont la densité de probabilité 


est Un (Zi, To, . .- ., Th), la moyenne de £, est donnée par l’expres- 
sion 
mi {En} = { Hans { Tyn (Lis + + +, Tn) Ty . . . den. (2.110) 


Le moment centré du second ordre (covariance) de Ë; et E, est égal à 
Ma {Et} — | _ | Lx; — m, {E,}] x 


x [ze — m ; {E2}] ln (xi, .. Th) dx; S re dx, , (2.111) 
PR RES PO : 2 


Pour j — À ce moment est égal à la variance de ë,. 
Le rapport sans dimension 


M2 18j5n} 
R ju = En — 2.112 
ZA EILRET ds 


est appelé coefficient de corrélation des variables aléatoires E, et &;. 

Tout comme pour (2.107) dans le cas général il est facile de mon- 
trer que dans l’expression générale (2.55) de la densité de proba- 
bilité normale les paramètres r;, sont les coefficients de corrélation 
des variables aléatoires E; et E,. Si tous ces paramètres sont nuls, 
c'est-à-dire si les variables aléatoires E4, E+, . . ., E, d’un ensemble 
ne sont pas corrélées deux à deux, ces variables aléatoires sont mu- 
tuellement indépendantes. 

En plus des moments du premier et du second ordre, pour un en- 
semble de r variables aléatoires on peut déterminer les moments 
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d’un ordre quelconque 


Mhi, he, ..., kn {8182 << + En} — 
= | fee. ['atate... ahmon (es, 2e,  . 


. .) Th) dridto .….. dt: (2.113) 


où k; sont des nombres positifs quelconques (y compris zéro), j = 
= 1, 2; ::., mm 

2.3.7. Variables aléatoires complexes. En général, dans les appli- 
cations on n'envisage que des variables aléatoires réelles. Cepen- 
dant, pour simplifier certaines recherches théoriques, il est parfois 
commode de considérer le cas général des variables aléatoires com- 
plexes définies par l'égalité 


E=1n+i, (2.114) 


où n et € sont des variables aléatoires réelles. 
La moyenne d'une variable aléatoire complexe est un nombre 
complexe défini comme suit 


ms {E} = ms {n} + im: {C). (2.115) 


Par définition. la variance d'une variable aléatoire complexe de 
moyenne nulle est égale à 


M2 {181} = ms {lé F}. (2.116) 
Si n et à sont indépendantes, on a 
Ma {lé 1} = M: fn} + Me (0). (2.117) 


Si l'on se donne deux variables aléatoires complexes E, et E, de 
moyenne nulle, le coefficient de corrélation de ces variables aléa- 
toires est donné par la formule 

M {E152} 


; 2.118 
Vital Mel} 


Ma {be} = mu {EiËe} = ms {nine + Libre} + 
+ im {n1be — nabi}, (2.119) 


le trait au-dessus des lettres indique la grandeur complexe conju- 
guée. 
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2.4. DÉVELOPPEMENT ORTHOGONAL DES DENSITÉS DE PROBABILITÉ 


2.4.1. Développement de la densité de probabilité unidimension- 
nelle. Dans certains cas il se trouve commode de présenter la densité 
de probabilité sous la forme d’un développement en série suivant des 
fonctions orthogonales normées *). 

On choisit en tant que fonction de pondération œ (x) donnant 
l'ensemble des fonctions orthogonales Q, (x). une densité de proba- 
bilité quelconque unidimensionnelle simple et bien connue. Du 
point de vue formel, la série mentionnée, qui représente une densité 
de probabilité arbitraire w, (x), peut s'écrire comme suit: 


ui(z)= 2: cap (x) Qx (x). (2.120) 
Pour obtenir les coefficients c, de la série il faut multiplier les deux 
membres de (2.120) par @,(x) et les intégrer en utilisant la condi- 


tion d’orthogonalité. Dans cette somme tous les termes, sauf un 
pour À — nr, disparaissent et l'on obtient 


= | u, (x) Q, (x) dr. (2.121) 


Si {Q@,(x)} est l'ensemble des polynômes orthogonaux (r > 0), 
on a 


Qh (x) = à arT. 


D'où 
Cn = Ÿ GrMr (2.122) 
et : x 
mi tr}=p() À Qu(e À am. (2.123) 


à condition, évidemment, que les moments m, de la variable aléa- 
toire existent. 

Dans chaque cas il est indispensable de vérifier la convergence de 
la série (2.123). Par conséquent, l'expression (2.123) n'est pas vraie 
pour toutes les distributions et toutes les fonctions de pondération. 
Cependant, pour un grand nombre de problèmes la convergence de 
ladite série n'a pas d'importance. Il s'agit de l'approximation d'une 
densité de probabilité inconnue w, (x), si l’on ne connaît que plu- 


*) Dans l'annexe IV on trouvera la définition et des exemples de fonctions 
orthogonales. 


6- 0624 
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sieurs moments de cette distribution. C'est pourquoi il importe de 
savoir si les premiers termes de la série (2.123) donnent une appro- 
ximation convenable de w, (x). On peut alors laisser de côté les 
questions de convergence. Il se peut que la série (2.123) soit diver- 
gente, que les moments d'ordres plus élevés n'existent pas, et que 
néanmoins l’approximation de w, (x) obtenue à l’aide des premiers 
termes soit meilleure que quand la série est convergente. 

2.4.2. Séries suivant des polynômes orthogonaux. Nous allons 
étudier le développement d'une densité de probabilité unidimension- 
nelle en série suivant certains polynômes normés orthogonaux (voir 
annexe 1V). 

Pour ne pas compliquer les expressions obtenues nous allons 
supposer que &, (x) soit la densité de probabilité d’une variable aléa- 
toire normée de moyenne nulle et de variance unité. Passant à une 
Dis AtION de moyenne a et de variance ©* arbitraires. on obtient 

IZ—€@ 
0? sui | 0 ] 

Nous allons commencer par le développement suivant les poly- 

nômes d'Hermite (série de Gram-Charlier). Dans le cas considéré 


on a (x) 7-0 (densité de probabilité normale). Compte 


tenu de la condition de normalisation {voir (5) de l'annexe IV], 
on obtient conformément à (2.120) 


72 = Ha (x), (2.124) 


. 
7 


wi (x) = 


ES 


1 
Ch = 
VA 
avec co = 1, et en vertu de la condition de normalisation adoptée 


pour la variable aléatoire on a c; = c; = 0. Le polynôme d'Hermite 
permet d’écrire (2.124) sous la forme suivante: 


wi (x) Hi(x) dx, (2.125) 


w,(z)=p(z)+ DEL (x), (2.126) 


R=3 


où p* (x) est la dérivée d'ordre k de la densité de probabilité normale. 
Les premiers coefficients c, dans (2.126) sont 


== Î (2 — 37) uv (x) dr = Ms k_ 


SV V3 
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LA 


[eæ- 6224 3)u(z)dr= = (58 — }=—= 


1 
Ca = —= A1 


== FA (xz5 — 107$ + 15x) w, (x) dr = 


M3 
Se) - 


Les premiers termes du développement (2.126) peuvent alors 
s'écrire de la manière suivante: 


1 
V5! 


wi (2) = (x) —= po (z) ++ - po (zx) — (2.127) 


A l’aide de (2.127) on peut également écrire le développement de 
la fonction de répartition 


Fi(z)= F(x)— 7 9 (2)+7p%(x)—..., (2.128) 


où F (x) est l'intégrale de Laplace. 

Considérons aussi le développement de la densité de probabilité 
d’une variable aléatoire non négative en série suivant les polyn6- 
a, - 
mes de Laguerre. Ici œ (x) = FT z>0, «a —0 (distribution 
gamma). Compte tenu de la condition de normalisation [voir (10) 

de l’annexe IV], on obtient en vertu de (2.120) 


wi (1) = ET a 5 2 —2— LE (x), (2.129) 
DJ 46 
où 
= 7 [ un (x) LI? (2) dr. (2.130) 
0 


Comme pour une variable aléatoire non négative on a m, > UÙ, 
on peut normer toutes les valeurs de cette variable aléatoire en divi- 
sant par m,. Les premiers coefficients c; dans (2.129) pour & = 0 sont 


Co = | wi(r)dr=1, 
0 


= | (1—zr)w,(z)dr = 0, 
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[s 
Cs= | (1—37+ 527) (x) dr = RL ne 0] Ba 
0 


6m? 


Par conséquent, les premiers termes du développement (2.129) 
s'écrivent comme suit: 


wi, (x) = e- [A+ (1-25 +5 =) — 


ET (43e )+...]. (24131) 


3 
m'; 


Considérons maintenant le développement suivant les polynô- 
mes de Tchébychev. Dans ce cas on a (x) — —— .|z|<1.Comp- 
— Je 
te tenu de la condition de normalisation [voir (15) de l'annexe IV], 
on obtient en vertu de (2.120) 


ur (2) =——|1+V2 5 S' eu7à (æ)], (2132 
k=1 
où 
+1 
x = Y 2 | uw, (x) Ta (x) dr. (2135: 


On a, par exemple, d’après (2.133) : 


+1 
c = V2( aus (2) dr = mi V2, 
1 
+1 L 
ca = V2 [ (22° — 1) un (x) de = (2m: — 1) V2, 
1 


+1 
cs = V2 | (4x5 — 82) un (2) de = (ms — 3m) V2, 
— 1 


+1 
c. = V2 | (Bt — Sx° + À) un (x) dr — (8m, — 8m: + 1) V2. 
—1 
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Les premiers termes du développement (2.132) s’écrivent alors de la 
manière dd ns : 


= (1 + 2 LriT (a) + (me — 1) Ta (2) + 
+ (4ms—3m,)Ts(x)+...]}. (2.134) 


2.4.3. Séries de Fourier. Supposons que la densité de probabilité 
unidimensionnelle d’une variable aléatoire soit une fonction à support 
borné, c'est-à-dire ne diffère de zéro que dans un intervalle fini 
(a, b). Dans cet intervalle on peut alors la représenter sous la forme 
d'une série de Fourier 


w(x)= 


TS 


© 2rihx 


wi(x)= Ÿ cxe *#, (2.135) 
R= — 
h—=b—a a<2x< b, 
où 
2rikx 
= 2 wi(r)e “ dr. (2.136) 


La série (2.135) est évidemment un cas particulier de (2.120) 
pour la fonction de pondération (x) = 1 dans l'intervalle (a, b) 


erihx 
et Q, (2) =e *# . Sia = — b et w.(x) est une fonction paire, on a 
Wi (T) = do +2 ÿ Ch cos, (2.137) 
k=1 
0 
an= + | wi(x)cos € dx. (2.138) 


0 


2.4.4. Développement de la densité de probabilité bidimension- 
nelle. Soit w: (xz;, x) la densité de probabilité bidimensionnelle 
d'un couple de variables aléatoires. Tout comme pour (2.120) on 
peut, du point de vue formel, représenter w> (x;, x:) sous la forme 
d'une série, soit 


W (T1, T2) = Pi (T1) P2 (22) 2 À ChrQ 1 (T1) Qor (22); (2.139) 


OÙ Qi (T1) et Q2, (x2) sont des polynômes orthogonaux normés corres- 
pondant aux fonctions de pondération 1 (x1) et 2 (x2). Pour obte- 
pir les coefficients c;, il faut multiplier les deux membres de (2.139) 
par Qim (Ts) Qon (T2) et intégrer deux fois sur z; et x; dans le domaine 
déterminé par les fonctions de pondération en utilisant la condi- 
tion d’orthogonalité. Tous les termes de la somme sauf un (4 — m, 
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r = n) s'annulent alors et on obtient 


Cmn = | | w2 (21, ze) Qim (71) Qan (2) dde. (2.140) 


—o —o 


Il est parfois commode d'utiliser les densités de probabilité 
unidimensionnelles des variables aléatoires 


Pa (x) = wis (x), P2 (x) = wo (x) 


en qualité de fonctions de pondération. De plus, souvent dans la pra- 
tiqueon ac, — 0 pour m  n et les formules mentionnées se simpli- 
fient. Le développement se trouve alors remplacé par une somme de 
la forme 


Wa (Ti: Le) = Wii (xs) Wi2 (22) 2 CnQin (T1) Qon (z2)s (2.141) 
où 
En = | | we (æs 22) Qin (E1) Qan (ae) drudre. (2.142) 


La relation (2.141) permet de trouver le développement des den- 
sités de probabilité conditionnelles, soit : 


Wa (T2 | 1) = re = Wi2 (22) > CnQin (T1) Qn (x2), (2.143) 
n=0 

Wa (Xi| Te) = mere = 41 (71) D CnQin (1) Qon (x2). (2.143') 
n=0 


Comme 0 (ti) = Q20 (T2) = Co = 1, en vertu de (2.141) le 
premier terme du développement correspond à l'hypothèse de l’indé- 
pendance des variables aléatoires, et les termes suivants donnent 
l'apport tenant compte de la corrélation éventuelle. 

Si les lois de distribution unidimensionnelles des variables aléa- 
toires sont identiques, le développement (2.141) prend la forme 


Wa (Ti, Te) = Wi (T1) Wi (2) S CnQn (x1) Qn (22); (2.144) 
n=0 


En = | À we, 22) On (x) On (ze) druide. (2.145) 


— © 


Ici Q,(x) sont des polynômes orthogonaux normés par rapport à la 
fonction de pondération w;(x). 
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Comme exemple de développement orthogonal on peut citer la 
représentation d'une densité de probabilité bidimensionnelle de 
deux variables aléatoires normales normées dont le coefficient de 
corrélation est égal à À, soit: 


2Rzite + ri 
ay (SES) - 
y té © R") 
=5e ? }ÿ — An (21) Ha (x), (2.146) 


n=0 
= 1 k ï à 5 ; 
où Q,(x) = VA F7, (x) sont des polynômes d’'Hermite normés (voir 


annexe IV) et c, = R". 


Problèmes 
2.1. Démontrer que les moments initiaux de la distribution de Weibull 
wy (x) = Aaza-te-Àx® (1) 
FR ()=1—e"À* (1°) 


z>0, 41>0, a>0 
peuvent être calculés à l'aide de la formule 


k 
mR = À “r(i++) : (2) 
Etudier les cas particuliers : «a = 1 (distribution exponentielle) et a = 2, À = _ 
(distribution de Rayleigh). 
2.2. Démontrer que les moments initiaux de la distribution gamma 
u‘4 (zx) = Fo zn-lerÀ*, (3) 
z>0, 4x0, n>0 
peuvent être calculés à l'aide de la formule 
l'(kd-n) 
hr ’ 
mk .. À [ (n) L (3 ) 
et que les moments de la distribution bêta [voir (1.22)] 
za-l (1 — x)b-1 
AD GE a > 0, b > 0, 0Lr<1 (4) 
peuvent être calculés à l’aide de la formule 
_T(a+4)T(a+b) _ B(a+k, b) , 
FR T{(a)l(a+b+k)  B(a,b) (4) 
2.3. Montrer que pour la distribution de Cauchy 
4 1! é 
w, Herr (5) 


aucun moment n'existe. 
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2.4. Montrer que pour la distribution normale unilatérale 


| 
nH=y Le %, 2>0 (6) 


la moyenne et la variance sont respectivement 


rœ 2 
Etablir la formule générale pour les moments initiaux 
sr(t#) 
mh = (202) À (8) 


2.5. Montrer que pour la distribution de Laplace 


m(p=re All, 150 (9) 
on a les formules suivantes: 
2 
Mohk+s = 0, max = Mn =. (10) 


2.6. Soit E une variable aléatoire dont le moment du second ordre est fini 
et c« une constante arbitraire. Indiquer pour quelle valeur de c la grandeur 
m4 {(E — c)?} est minimale. 

2.7. Utiliser la formule (2.39) et montrer que la densité de probabilité 
de la variable aléatoire ë = & cos æ, où & suit une distribution de Rayleigh 

_ 
Wie (y) = ye 2, et o est uniformément distribuée sur l'intervalle | 8 | < x, 
est normale 


WE (x) — 


2.8. Vérifier les formules [voir (2.72)] 


X (r, = +—— arc cos r, (11) 
0 <'arccosr < x, 
Lim K(r,h)}—1—F(h), (13) 


où F (x) est l'intégrale de Laplace. 
2.9. Montrer que la convolution de l'intégrale de Laplace F (4) et de sa 
dérivée w (t) — F'(t) est |voir (3.36)] 


9% 


| w(t—a)F(tdt=F (73) (14) 


—œo 
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Démontrer les inégalités 


a 
F (H)-nx *< foe-onoa<r(#)-1 el ne 
h . 
F (43) 7 2 pe (53) S 2F (3) 1, 
2.10. Montrer que pour une variable aléatoire non négative n on a 
Pn>1}<m {n} (15} 
En utilisant (15) démontrer que l’on peut généraliser l'inégalité de Tchébychev 


de la manière suivante: pour tout & >> 0 et une fonction f (E) non négative de la 
variable aléatoire E 


P{@>e < UE), (16) 
2.11. Trouver à partir de (2.55) pi n = 3 la densité de probabilité à 
trois dimensions d’un triplet de variables oo normales 
1 (x, — a1)° (z2— @2)° 
» as ——— 0 DD. 
Fe Car 2e oo xD {-35 7  DET SRL 
(zs — 43)? (Z1— a3) (z2 — @2) (Z2— @2) (z3 — as) 
M ET Ne ES 
(Z3— 43) (x, — 41) 
+iPs Os91 RE LE (9 
où 
D = 1 — rê, — rés — ré + 2rsorasrss, 
Di, = { — Fig Ds = 1 — r4, Dss = 1 — rs 
Die = rosray — riz, Dos = Fair — res, 
D: = FyoToa — rs. (18} 


Noter que les trois nombres donnés ri2, r25, rs2 peuvent être les coefficients de 
corrélation d’une certaine distribution à trois dimensions, si 


1 — ris — is — Th + 2risresrn > 0 (19) 
(voir la note à la page 55). 


Chapitre 3 


FONCTIONS DE LA VARIABLE ALÉATOIRE 


3.1. LOIS DE DISTRIBUTION DES FONCTIONS DES ARGUMENTS 
ALÉATOIRES 


3.1.1. Généralités. Dans de nombreuses applications de la théorie 
des probabilités le problème se pose de déterminer, connaissant 
la fonction de répartition d'un ensemble de variables aléatoires, les 
fonctions de répartition d'un autre ensemble de variables aléatoires. 
obtenu à partir du premier par une transformation fonctionnelle 
donnée. 

I1 faut souligner que le problème en question n'est étudié que 
pour des variables aléatoires continues. Les transformations fonction- 
nelles d’une variable aléatoire discrète ne changent que ses valeurs 
possibles sans en changer la distribution. Les transformations fonc- 
tionnelles des variables aléatoires continues modifient leurs fonc- 
tions de répartition. 

Ainsi le problème se formule comme suit : connaissant la densité 
de probabilité conjointe w, (x1, . .., x,) des variables aléatoires 
continues E,, ..., E, et l’ensemble de fonctions continues univo- 
ques f4, - «+ -, fm de nr variables, trouver à partir des variables aléa- 
toires initiales les m variables aléatoires suivantes: 


Ni — Î (&:1 ._..: En); 


Nm — Ines En). 


I1 s'agit de trouver la densité de probabilité W,, (y1, . . ., Ym) 
de ces variables aléatoires. 

3.1.2. Transformations fonctionnelles d'une variable aléatoire. Sup- 
posons que l’on connaisse la densité de probabilité w, (x) de la va- 
riable aléatoire E et qu’il ait lieu de trouver la densité de probabi- 
lité W, (y) de la variable aléatoire n = f (£). Supposons que la fonc- 
tion f (x) soit dérivable et que la fonction inverse Ë — ® (n) existe, 
c'est-à-dire qu'entre les variables aléatoires £ et n il y ait une rela- 
tion univoque. Dans ce cas si une variable aléatoire se trouve dans 
les limites 


ro < ES 0 + dx, (3.1) 
on a obligatoirement 


Yo NS Yo + dY, Yo = Î (to) (3.2) 
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et, inversement, (3.2) entraîne (31). C'est pourquoi ces inégalites 

sont vérifiées avec les mêmes probabilités. La probabilité de l’iné- 

galité (3.1) est égale à l'aire S, (fig. 3.1), et la probabilité del’iné- 

galité (3.2) à l'aire S,. Si dx et dy sont suffisamment petits. on a 
Sx—w(z) dr, S, — Wi (y) dy. 


Comme ces aires doivent être égales entre elles. on trouve 
1 
Wi(y)=uwi(z) 
dx 


qui est la densité de probabilité cherchée de la variable aléatoire n 
exprimée en fonction de la densité de probabilité de la variable aléa- 
toire Ë et de la dérivée de la fonction connue y = f (x). Comme 
W, (y) > 0, w, (x) > 0, dans la formule obtenue on doit toujours 


# e Cd d 
porter la valeur absolue de la dérivée __. . 


ÿ Wigy 


y: fx) 


Xo ot dx Xo x Yo Yo +dy 


Fig. 8.1. Transformation fonctionnelle d’une variable aléatoire 


Outre la démonstration géométrique ci-dessus on peut égale- 
ment donner une démonstration analytique. Si la relation fonction- 


pelle entre E et n est univoque. la fonction y — f (x) doit être mono- 
tone, c'est-à-dire que & doit conserver son signe. Supposons que 


LB 0, les fonctions de répartition de £ et de n coïncident alors 


P{n<y}=P{E< x}. 
Quant aux densités de probabilité, elles sont liées par la relation 
œ(u) 
d dr 
WiG)= | or) dr = ur (2) 2 


Si A < 0 on a 
P{n<y}=P{EZ zx}, 


© 


: d d 
WiG)= |'a(ndre ui (+. 
q (nv) 
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Ces deux égalités (pour y’ > 0 et y’ < 0) donnent 
dr d 
Mis (else || (8-3) 


Dans ce qui suit on donnera la préférence aux démonstrations 
géométriques, car elles sont plus claires. 

Si la fonction y — f(x) est telle que sa fonction inverse z = (y) 
n’est pas univoque, à une valeur de y correspondent plusieurs bran- 
ches de la fonction (y). Désignons celles-ci par x; (y), z2 (y), . . . 

Dans ce cas si 

y<Nn< y + dy, (3.4) 
on a l’une des possibilités incompatibles 
TZ <'EL TZ + dr, ou 
To E < Lo + dZo, ou (3.5) 


En vertu de la règle d'addition, on trouve que la probabilité de 
l'inégalité (3.4) doit être égale à la somme des probabilités de cha- 
cune des inégalités (3.5). Chacune de ces probabilités étant égale 
respectivement aux aires S, et Si, Sr, . .., on a 


Sy, = Su + Sx2 + .. 
ou 


Wi (y) dy — 2 wi (Zx) dTx. 


La dernière égalité donne la formule cherchée pour la densité de 
probabilité W;(y) dans le cas où zx = œ (y) est multivoque 


WiQ= Dj un (ex) | SE | (3.6) 
R 


Si à partir de la variable aléatoire & on a obtenu deux variables 
aléatoires n1 — fi (E) et no — f2 (€) avec Ë — qi (m1), on à n2 — 
— fo [q1 (n:1)] = ® (n:) et la distribution conjointe de n, et de n2 
est 


Wa (y, ye) = Wi (ys) Ô [ya — ® (yi)l. (3.7) 


La formule (3.7) découle directement de (2.37). En effet, si n2 — 
= Of(n;), pour n'importe quel n; = y; la variable aléatoire n2 
est, avec une probabilité unité, égale à n2 = ® (y;) — y2. Par con- 
séquent, la densité de probabilité conditionnelle de la variable aléa- 
toire n2 pour n1 = y, est égale à (voir $ 2.1.5) 


Wa (y2 lys) = 6 [yz — ® (yi)}, 
ce qui permet de trouver (3.7). 
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D'une manière analogue pour l'ensemble des variables aléatoires 
M = (EE), i=1,2,...,m on a 


m—T 
Won (Yi +. Um) = Wi(yi) Il Ô [Yn+1 — On (ÿ1)]- (3.7°) 


Nous allons encore donner quelques exemples d'utilisation des 
formules (3.3) et (3.6) lorsque la transformation n = f (£) s’opère à 
l’aide de fonctions élémentaires. 

La transformation linéaire n — aë + b de la variable aléatoire 
est univoque. En vertu de (3.3) on a alors 

» 1 — 
WiQ)= ren (=) (3-8) 
Ainsi, lors d'une transformation linéaire d’une variable aléatoire sa 
densité de probabilité se trouve déplacée de b. et les échelles suivant 
les axes de coordonnées sont multipliées par a. 

Lors d'une transformation quadratique n — £* de la variable 
aléatoire à chaque valeur de n, qui est toujours positive, correspondent 
deux valeurs de la variable aléatoire E 


Ës T— Vn, Ë = —V 1. 
En vertu de Ja formule (3.6) on trouve (pour y > 0) 
1 — 1 - _ 
W = —w —— — : 
s (y) na Vi+rzu( V y) 
Ainsi, la densité de probabilité du carré d'une variable aléatoire 
est de la forme *) 


wi (V/y)+wi(—V/y) 
———  — — , > (. 
W, (y) = 2 Vy (3.9) 
0, y cd 0. 


Supposons que la variable aléatoire E soit distribuée normale- 
ment. Après transformation quadratique la densité de probabilité 
sera en vertu de (3.9) (fig. 3.2) 


; CV a, : Cp) 
MO = DE. |- 
1 Les aVy 
NTI Re 20? ! 
TE ch(S5t). y>0. (310) 


*) Dans ce qui suit pour simplifier l'écriture on omettra le domaine des 
valeurs nulles de la densité de probabilité [dans l'exemple de (3.9) on n'écrira 
la seconde ligne]. C’est pourquoi si l’on donne la densité de probabilité avec 
limitation de l’argument, ceci signifie qu'en dehors des limites indiquées, la 
fonction est identiquement nulle. 
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Pour a=—=0ona 


Sd 
W (y) = SV e , y>0. (3.10°) 

La densité de probabilité du carré d'une variable aléatoire dis- 
tribuée suivant une loi de Rayleigh est en vertu de (3.9) égale à 


W()=t. VE 67208 = 1 07707 0 3.11 

DE 7 = 56e € » YU. (3.11) 
C'est la loi de distribution exponentielle. 

Considérons maintenant la distribution d’une fonction périodique 

de la variable aléatoire E. Soit y = f (x) une fonction périodique de 

période a. Comme la fonction 


WU) inverse de f (x) est infiniment 
| multivoque (à chaque y corres- 
04 pond un ensemble dénombrable 
de valeurs de zx), en vertu de 
43 (3.6) on trouve 
a2 ie (y) = 
of "ET w, [z(y)+ ka], 
2 


(3.12) 


où zx (y) est la valeur principale 
Fig. 3.2. Densité de probabilité du d'une fonction multivoque (sur 


carré d'une variable aléatoire normale l'intervalle de la périodicité). 
La fonction 


© 


uw? (= 2 w1(z+ ka) (3.13) 


peut ètre considérée comme la densité de probabilité d’une variable 
aléatoire rapportée à l'intervalle de la périodicité. Cette densité est 
égale à la limite 


wi (x) = lim P{... An, ou Az, OÙ A4, Ou ...}, 
Ax—0 àz 


où l'événement À, consiste en ce que 
z+hka<E<z+ka+ Ar, k=0, +1, +2, 
, 0<Lzrz< a. 


Considérons, par exemple, la transformation trigonométrique 
n= a sin Ë d’une variable aléatoire (cette fonction représente une 
oscillation harmonique de phase aléatoire). Dans cette transforma- 
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tion à chacune des valeurs possiblés de n se trouvant entre —a et +a 
correspond l'ensemble des valeurs de E 


Ex =1k+(—1)* arcsin +, k=0, +1, +2,... 


En vertu de la formule ds. on a 


WW, (y) = ——— S W, (ak + (—1)*arc sin L) , |yl<a. 
AE) di 


(3.14) 


Supposons, par exemple, que la variable aléatoire E soit uni- 
formément distribuée sur l'intervalle |z | x *), c'est-à-dire 


Wy (x) = pour |xi<ret wi (x) =0 pour |zx|>1x. Dans ce 
cas, dans la somme infinie (3.14) seuls trois termes correspondant. 


-1 -05 0 SE 


Fig. 8.3. Densité de pro- Fig. 3.4. Fonction de répartition 
babilité des valeurs d'une des valeurs d’une sinusoide à phase 
sinusoïde à phase aléatoi- aléatoire 


re 


à k = 0 pour |y|<a, k = 1 pour 0<y<a et k = —1 pour 
—a << y << 0 seront différents de zéro. 
La densité de probabilité de la variable aléatoire n = asin E 


sera alors (fig. 3.3): 
1 
a —— [y|<< a. 
y 2 
mV 1-(4) 


Wi(y)= (3.15) 
La fonction de répartition correspondant à (3.15) est (fig. 3.4) 


1 1 À , 
Fi(y)=5+—- arc sin, |y|<a. (3.15") 


*) Voir également le problème 3.6. 
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On est parfois obligé d'introduire la transformation fonction- 
nelle suivante : 


0, LT, LT L Lo, 


f1(x), z<<z1 
y = 

Î2 (x), TI > Lo. 
Dans ce cas la fonction inverse x — @ (y) n’existe pas, car à foutes 
les valeurs de l'intervalle (x;, x) correspond une seule valeur y = (. 
Cependant, introduisant la fonction delta on peut également étendre 
les formules de changement de variables dans les fonctions de ré- 
partition à la transformation en question. Nous allons nous limiter 
au cas où /; (x) est une fonction monotone décroissante, et fo: (x) 
une fonction monotone croissante. On a alors 


P{n >0} = P{< zi} + P{z <'E< 22} + P{E > zx} = 1 
et 
PL NE y} = PAPER x} + 


xs 
+ u (y) ju (x) dr + P{R< E< 2°}, 


où x‘ (y) et x'® (y) sont les fonctions inverses de /, (x) et de f2 (x), 
et u (x) est un échelon unité [voir (2.13)]. La densité de probabilité 
de la variable aléatoire n = f (E) est 


Wi (= P{O<n<y}= arttzt0 (1 | LE 


—|+ 


+ (y) f us (x) de + un 129 (y)] 


So |. y>0. (3.16) 


Pour les fonctions linéaires f, (x) = x, — x, f2 (x) = x — x: la 
formule (3.16) devient 


a 
MU=wt-y+unte+n+6mimtmd, v>0. 


(3.17) 
Considérons enfin la transformation 
ES LP ] 0, 
me ne (3.18 
0, E< Zo- 


Pour trouver la densité de probabilité de la variable aléatoire n 
il y a lieu d'utiliser la formule (3.16) pour jf; = 0. Comme dans le 
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cas considéré pour zx >zo On a 


dy v=1 
= V(r—- x) = vy*, 


on a également 


xo n 
Wa) = 6(u) À ai(a)dr+ um yv), v>0. (349) 
LE 


Dans le cas particulier d’une transformation hkomographique 
(v = 1) d'une variable aléatoire normale de moyenne nulle on ob- 
tient à partir de (3.19) 

{ __W+x0)° 


W=SF(+)+-e 29 , y>0, (3.20) 


où F (x) est la fonction de Laplace [voir (2.61)]. 

3.1.3. Transformations fonctionnelles de deux variables aléatoires. 
Supposons que l’on connaisse la densité de probabilité bidimension- 
nelle w: (x. x°) des variables aléatoires E, et E. et que l’on doive 


x; 


X2 


Fig. 8.5. Transformation de la surface de distribution de 
deux variables aléatoires 


trouver la densité de probabilité bidimensionnelle des variables aléa- 
toires n, et 12. obtenues à partir de Ë, et E: par les transformations 
fonctionnelles 


ni = 1 (Es, 82), 


3.21 
2 = fe (En Ed. se 

Si la transformation inverse 
- Ei = pi (n:: M2), (3.22) 


Es — P2 (n:, 12) 
7—0624 


98 FONCTIONS DE LA VARIABLE ALÉATOIRE [CH. 3 


n’est pas univoque et a plusieurs branches @i;, Qiz, + - ., Qi, Dos, 

22+ + + + Par - --, Et si le point À de coordonnées n:, n2se trouve dans 
un certain domaine dS (fig. 3.5), le point B de coordonnées E,. E. 
se trouve alors soit dans le domaine ds,, soit dans ds», soit dans ... 
En vertu de la loi d’addition, la probabilité de trouver le point À 
dans le domaine dS est égale à la somme des probabilités de trouver 
le point B dans chacun des domaines ds, (k — 1, 2, . . .). Ces proba- 
bilités sont respectivement égales aux volumes V,, et Vs, Vis, . . . 
(fig. 3.5) et par conséquent 


R 
ou 
Wa (1; Y2) ds — 2 W: (Tin Ton) dsn. 
Le rapport des surfaces élémentaires ds et dS lorsque l’on passe 


des variables (xz;, zx) aux variables (y,, y.) est égal au jacobien 
de la transformation 


O1, Oz 
ds | ui Oya | d(z4. ze) 
5 | or ôr | Ou)” 
dy1  Oÿe 
avec 
O(Zts Ze) 1 
O(yi V2)  O(Yts Vs) | 
O (Zi Ta) 


Par conséquent 


_—— ; (zik, Zoh) 0) 
Wa(Y1s Y2) = 2 Wa(Tirs Ton) ous |: (3.23) 
Si la relation existant entre (E1, £2) et (n1, n2) est univoque, dans 
la somme (3.23) il ne reste qu'un seul terme. 
Considérons un cas particulier de la transformation (3.21) 


N1 — fa (6), 
n2 — f2 (E1, Be) 
supposant que les fonctions inverses E, — q;(n:). Es = qe (n2. £1) — 


= @o (n:1. n2) sont univoques. Le jacobien de cette transformation 
est égal à 


(3.24) 


RurR 
use va) _ | PA _ ds. ôfe 
OX Or: 
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La densité de probabilité bidimensiennelle des variables aléatoires n: 
et n2 est en vertu de (3.23) égale à: 


1 


Wa (Y1, y) = X 


Ta 
| NET fs [P1 (y1)] | 


1 


X Lo [Qi (Ya), Po (Y1s Y2)]. (3.25) 


0 
57, 219: (y4)s Fo (Yi y)}| 


Tenant compte de la relation (2.30) on peut trouver la densité 
de probabilité de la seule variable aléatoire 12, soit 


O0 


Wi (y2) — { W: (y1, y2) dy:. (3.26) 


—o0 


En substituant (3.25) dans (3.26) et en posant u =; (y), on a 


rit ( ue (us qu li (he ve) G.27) 
2 0 | | 
EA fo (u, Q2[fi (x), ye]) 


Si n1 = Ë, c’est-à-dire si f, (x) = zx, on a vertu de (3.27) 
W, (2) = | 2 le Ce 9 qu, (3.28) 
Je [gt 9 (vol 


La formule (3.28) permet alors de trouver la densité de probabilité 
W, (y2) de la variable aléatoire n, obtenue par transformation fonc- 
tionnelle f, des deux variables aléatoires &, et E, dont la densité 
de probabilité conjointe est w, (x, x). Les densités de probabilité de la 
somme, de la différence, du produit et du quotient de deux variables 
aléatoires sont des cas particuliers de cette formule *). 

Comme pour n2 — E, + E> on a île 
formule (3.28) permet d'obtenir la densité de probabilité de la somme 
de deux variables aléatoires 


= À, Zo = yo — x, la 


Wi (y) = { W2 (U, y — u) du. (3.29) 


*) La distribution de n = f (&:, &2) peut également être obtenue à l'aide 
de la formule 


Me (ut 29 dedss 


G (y) 


où G (y) est le domaine limité par la projection de la courbe d’intersottion de 
la surface y = f (xz1, x2) avec le plan parallèle au plan (r;, r2). 
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D'une manière analogue pour la différence de deux variables aléatoi- 
res on a 


WG) = | wi, y + u) du. (3.30) 
Si N2 = 160, on a cs 1, LD — _ et (3.28) permet de trou- 


ver la densité de probabilité du produit de deux variables aléa- 
toires : 


W, (v)= | w(u, 2) 2. (3.31) 


D'une manière analogue pour le quotient de deux variables aléa- 
toires E° el E, on a la densité de probabilité 


Wi Qu) = [we (u, uy) lu | du. (3.32) 


Pour des variables aléatoires indépendantes on porte dans la 
formule (3.28) sous le signe de l’intégrale au lieu de w.[u, pe(u, y2)] 
le produit wyr, (u) wis, [m2 (u, y2)] des densités de probabilité 
de chacune des variables aléatoires. Ainsi, la densité de probabilité 
de la somme de variables aléatoires indépendantes est égale à 


Wi Q@) = [ua (u) wire (y — u) du, (3.33) 


—œo 


et les densités de probabilité du produit et du quotient sont respec- 
tivement 


Wi (y)= | wie, (u) wigs (+) Te, (3.34) 
Wi@)= À wii (u) we (uy) lu | du. (3.35) 


On appelle convolution des fonctions wir, et w1;, l'intégrale du 
second membre de (3.33). A partir.de (3.33) on peut trouver facile- 
ment la fonction de répartition de la somme de variables aléatoires 
indépendantes, soit 


1) co 
FaQ) = | WG) dy = (win (u) Fix (y —u) du. (3.36) 
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Remarquons que les formules (3.29) à (3.36) découlent directe- 
ment de la formule des probabilités totales des variables aléatoires 
[voir (2.39) et (2.39”)]. 

A titre d'exemple nous allons chercher la densité de probabilité 
de la somme des carrés de deux variables aléatoires normales indé- 
pendantes de moyenne nulle et de variances o° et o5. La distribution 
de chacune des composantes est de la forme (3.10). En vertu de (3.33) 
on à 


Ne  - À fu y—u) du 3.37 
Wii) = 27002 je | 20° 204 J Vu (y —u) u) | (3.30) 


. y ’ 
Par le changement de variable u = + (1+ cost) on peut ré- 


duire l'intégrale (3.37) à une fonction de Bessel d'ordre zéro: 
1 7 


1 - = [ y [t 
W (y) = e gi 02 ent -+(- 
0 


20 02 


y Î Î 
1 1 -1(5t7) y fi 
) cos 0 } qe 2036, © in 40 [+ (5-2) |: Fee) 
Pour ©&; = ©&> la loi de distribution (3.38) devient exponentielle 
[voir (3.11)]. 
3.1.4. Ensemble fini arbitraire de variables aléatoires. Dans le 
cas général, si l’on connaît la densité de probabilité conjointe 


Wn (Zi, - . . &,) des variables aléatoires £,, . .., £, et le jacobien 
de la transformation des variables aléatoires E,, . .., £, en varia- 
bles aléatoires n1, . .., 
ge. A 
dy1 " dyn 
Sets Ent 2 lande de | (3.39) 
ir +. Un) ÔTn ÔZn 
0y ‘‘" OYn 


la densité de probabilité des variables aléatoires transformées est 
égale à 


Ô : 9 n 
W, (ss... Yn)= Dr (Lin, ---: Tnk) RTE , (3.40) 
k 


7 Fa (y, .. : Yn) est la branche k de la transformation inverse 
i—1,...,n). 

Si à partir de l’ensemble initial on obtient m< n variables aléa- 
toires Ms, - - ., Nm, On peut utiliser la formule (3.40) en ajoutant 
à ce système m — n variables aléatoires n, = E; (j — m + 1, ... 

-., A). La distribution conjointe de 11, . .., nn peut être obtenue 
à partir de (3.40) par intégration sur les variables y,,:1, . .., Yn- 
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Si au contraire, le nombre m de variables aléatoires obtenues par 
la transformation fonctionnelle de ËE:. ..., ë, est supérieur à n, 
alors nm — n de ces grandeurs sont fonctionnellement liées à r autres, 
dans ce cas la densité de probabilité à m dimensions peut s'écrire 
à l’aide de la fonction delta sous la forme {voir (3.7')]: 


W,, (y: .. Ym) => W, (Ya: .….. Yn) E Ô [Ynar — Dr (Y1. …..s Yn)]- 
(3.41) 


3.1.5. Valeur moyenne d'une fonction de variables aléatoires. 
Supposons que l’on connaisse la densité de probabilité w, (x) de la 
variable aléatoire & et que l’on doive trouver la valeur moyenne de 
la variable aléatoire n = f (E). Si la fonction inverse Ë — œ (1) est 
univoque, on obtient à partir de (3.3) 


mitn}= À uWi()dy= À (jui (x) dy 
ou _ n 
mi fn} = | 7) us () dx (3.42) 


à condition que l'intégrale dans (3.42) soit absolument convergente. 
On peut montrer *) que la formule donnée pour la valeur moyenne 
d'une fonction d'une variable aléatoire est valable pour n'importe 
quelle fonction f (x), si toutefois l'intégrale (3.42) existe. 
Posons n — £*. On a alors en vertu de (3.42) 


CO 


m' {e“) = | zu, (x) dr = my {E}. (3.43) 


— œ 


c'est-à-dire que le moment d'ordre À peut être interprété comme la 
movenne de la k-ième puissance de la variable aléatoire. 
D'une manière analogue 


M; {E} = Mn {E — M} = M {(E — mi)" }. (3.44) 


Comme la moyenne d'une grandeur constante est égale à sa valeur. 
conformément à (3.44) dans le cas particulier où E — c, le moment 
centré d'un ordre quelconque d'une grandeur constante est égal à 
zérc. 

Dans le cas général où l'on se donne la densité de probabilité 
de l'ensemble des variables aléatoires E,, . . ., E, et qu'il est néces- 


*) Voir, par exemple [2. $ 29]. 
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saire de trouver la valeur moyenne de 1 = f (E,, ..., &,) on a 


mi fn} = { fr at 


en md... dus. (3.45) 


On peut utiliser le cas particulier nr — 2 de la formule (3.45) 
pour trouver les caractéristiques numériques de la somme et du pro- 
duit de variables aléatoires. 

La moyenne de la somme (ou de la différence) de variables aléa- 
toires est 


O0 


Mi {1 + És) = | | (TZ; + T2) Wo (Zi, Ze) dx dre — 


: [ TiWo (T1, Te) dTidte + | | ZoWa (T1, Le) dTidr2 
et. en vertu de (2.101) et (2.102) on a 
mi {61 Æ 62} — mu {hi} HE m1 {bo}. (3.46) 
La formule (3.46) donne 
n n 
mi tl= D me} (3.47) 
k=1 k=1 


Ainsi, La moyenne de la somme de variables aléatoires est toujours égale 
à la somme des moyennes des composantes. 


La moyenne du produit de variables aléatoires est, en vertu de 
(2.105), égale à 


Mi {Eib2} — | | TiToWo (T1, Lo) dridrzo = 


— M {E} ms {62} + Mo (Eibo}. (3.48) 
Si 6, et E2 ne sont pas corrélées, on a M2 {E,E:} — O0 et 
mi {E1b2} — m1 {b1} ms (be). (3.49) 
En vertu de (3.49), pour des variables aléatoires non corrélées deux 
à deux, on a: 


ma (Il En) = Î] 4 (En). (3.50) 


Ainsi, la moyenne du produit de variables aléatoires non corrélées 
deux à deux est égale au produit des moyennes des facteurs. 
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En vertu de (3.49) on peut sortir du signe de la moyenne le fac- 
teur constant c, soit 


m4 {cE} —= CM: {6}. (3.51) 


Considérons maintenant la variance de la somme (ou de la diffé- 
rence) de deux variables aléatoires. Utilisant (3.44) et (3.47) on a 


Mo {Bi + eo} = mu {Es + Ee — mi {61 + E2}l°} = 
= Ms {[(E1 — ma {Bi}) + (Be — mi {82)°} = M: {E1} + 
+ Mo {82} + 2m [Bi — ms {E1}] [E2 — mi {E2}l} 
et, compte tenu de (2.106”), on obtient *) 
M2 {1 € 8e} = Mo {bi} + Mo {bo} + 
+2RV MU: {EE} M2 4{E2). (3.52) 


Si &, et £> ne sont pas corrélées, leur coefficient de corrélation R 
est nul et l’on a 


Mo {E1 & 62} = Mo (Ei} + Ma {bo}, (3.53) 


c'est-à-dire que la variance de la somme ou de la différence de deux 
variables aléatoires non corrélées est égale à la somme des variances de 
ces variables aléatoires. 

En vertu des formules (3.53) pour des variables aléatoires indé- 
pendantes on a 


M\Y ù +b}= D Me}. (3.54) 


Ainsi, la variance de la somme algébrique de variables aléatoires indé- 
pendantes est égale à la somme des rariances des composantes. 

La variance du produit de variables aléatoires non corrélées 
est égale à 


M2 {Bike} = mi: {1818 — M: {Ei}-m: {82}l°} — 
= Mo {E1} mo {be} — mi {BE} mi {Bo}. (3.55) 


La formule (3.55) est l'extension de la formule (2.90) au cas bidi- 
mensionnel. En exprimant par la formule (2.90) les moments non 
centrés m, en fonction des variances, on obtient à partir de (3.55) 


*) On peut facilement étendre la formule (3.52) à la somme d'un nombre 
ee de termes 


M: { È u=ÿ Ÿ R Rij V' M2 181} Ma lès} = 


ES 571 


= Ÿ M {Es} +2 > Rij V M2 {ei} M2 tèit. 


i=1 &; 


3.2] MODULE ET PHASE D'UNE VARIABLE ALÉATOIRE 105 


après transformations élémentaires 
Mo {Ei82} = Ma {1} Mo {bo} + 
+ mi {E1} Mo {82} + mi {62} Mo {E1}. (3.56) 


Pour des variables aléatoires non corrélées de moyennes nulles 
(variables aléatoires orthogonales entre elles), on a en vertu de (3.56} 


M {162} = M; {E} M 2 {E2}. (3.57) 


Comme la variance d'une grandeur constante est nulle, la rela- 
tion (3.56) montre que tout facteur constant peut être sorti du signe 
de la variance, à condition toutefois de l’élever au carré 


Ma {CE} = Ma {E). (3.58) 
Par exemple, conformément à cette règle, la variance de l'écart 
normé 571 


VH: 


3.2. LOIS DE PROBABILITÉ DU MODULE ET DE LA PHASE 
D'UNE VARIABLE ALÉATOIRE 


3.2.1. Passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires. 
Considérons une classe importante de transformations des variables. 
aléatoires figurant dans de nombreuses applications 


de la variable aléatoire & est toujours égale à l'unité. 


= VE+ n°, 
Ÿ = arc tg— : (3.59) 


La transformation (3.59) correspond à la valeur principale de: 
l'arc tangente. Cette transformation est biunivoque. avec & > 0, 
et les valeurs possibles de la variable aléatoire 8 se trouvant entre 0: 
et 21. La transformation géométrique (3.59) signifie que l’on passe 
des coordonnées aléatoires cartésiennes (£, n) d'un point à ses coor- 
données aléatoires polaires & et Ÿ qui sont respectivement le module 
et la phase d'un vecteur aléatoire dont l'origine se trouve à l'ori- 
gine des coordonnées et l'extrémité coïncide avec le point (E. n). 
La transformation inverse de (3.59) est 


E = Ccos Ÿ, n = sin 6. (3.60) 


Soit wo» (x, y) la densité de probabilité bidimensionnelle des 
coordonnées aléatoires cartésiennes et proposons-nous de trouver la 
densité de probabilité &: (p, @) des coordonnées polaires. Comme le 
jacobien de la transformation (3.60) des variables x, y en variables p, 
p est égal à 


d(r, y) _ [COS —Ppsine : 
d(p, F) [sing pcosp| 


p, 
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à partir de la formule (3.23) on obtient 
Wa (p, p) = pwz (x, y) — pur: (p cos p, psin gp), (3.61) 
p>0, 0< p< 2x. 
Si ë et n sont indépendantes, on a 
Wa (pb, p) = pui (p cos op) &in (0 sin y). (3.61”) 


La formule (3.61) permet également de trouver les densités de 
probabilité unidimensionnelles du module & et de la phase 8 d’un 
vecteur aléatoire 


27 
Wyr (p) = bp | w, (p cos p, p sin @) de, p > 0, (3.62) 
0 


Wie (p) — | pw: (pcos p, psin)dp, 0 p< 27. (3.63) 
0 


La formule (3.61) peut être généralisée au cas de n points aléatoi- 
res d'un plan dont les coordonnées cartésiennes sont corrélées et 
données par la densité de probabilité uw, (ri. Yi. Ta. Yo, . .. 

+ Tn. Un) à 2n dimensions. Pour passer aux modules et aux phases 
des vecteurs on utilise les transformations suivantes 


Z} — P; COS P;, 
YU; — p; Sin Pj; ] = 1, 2, + 1 D. (3.64) 
Ï1 est facile de voir que le jacobien de la transformation (3.64) est 
égal à 
(rt. Yys .-.s Tns Un) _ 3 65 
À (Ps Pis <<» Pnr Pn) Pic Pr : ) 
Dans ce cas, en vertu de (3.40), on peut passer de la densité de proba- 
bilité à 27 dimensions des coordonnées aléatoires cartésiennes de 7 
points à la densité de probabilité à 2n dimensions des modules et des 
phases des vecteurs, ceci à l’aide la formule 
Won(:; Pi: _. Pn» Pa) . 21 + Palon AK 
X (P1 COS Ds, Pi SN Pi, - + +, Pn COS Pnr Pn Sin Pa); (3.66) 
p,>0, 0<p;,< 2x, j=1,2,...,n. 
En intégrant sur les variables p ou @ on obtient à partir de (3.66) 


la densité de probabilité à z dimensions des modules et des phases 
des vecteurs en question 


W, (pas. ., Pr) = P1 - - - Pn X 
27 27 
x |... | | un (pu cos pi.  . ., Pa Sin Pa) dqi - - . dns (3.67) 


00, 1 =1;.:40n; 
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Wa (P1, - -., ph= fo... paum * 
0 0 


X (P:1 COS Pi, - - +5 Pn sin Pn) dp: ..… dns (3 68) 
0Z p< 27, j—=1,2,...,n. 

3.2.2. Distribution du module d'un vecteur à composantes normales 
indépendantes. Nous allons appliquer les formules obtenues aux den- 
sités de probabilité du module et de la phase du rayon vecteur d'un 
point dont les coordonnées sont indépendantes et normalement dis- 
tribuées avec les paramètres (a, ©&) et (b, &) respectivement. 

En vertu de (3.61’) la distribution conjointe du module et de la 
phase d'un vecteur dans le cas considéré est égale à 


| 1 _{p cos ga)? n _{p sin gb)? 
W2(p, Lg re 7 a EVE 20%. (3.69) 
Conformément à (3.62) on a alors 
2x - (p cos ga)? ; __(psin g=b)? 


ou après des transformations algébriques élémentaires on a 


pi+a+b2 “T py 
$ roue —Ccos({ —-Fo) 
Wi(p)=-ire ns \ e "dp, p>0, 


(l 


«= h 
où Po — arc ig—-. 
Le changement de variable w == @ — q, et la notation a — 
— Va’ + b? permettent de ramener cette intégrale à une fonction 
de Bessel d'ordre zéro de l’argument imaginaire 
2-0 


a ( A mJeosu u=Jo(Æ\=1 (Æ). 


og 


Ainsi la densité de probabilité cherchée sera égale à 


a e 
- 1 


SprEer 
Wi(p}=£ e” 2 L(Æ). p>0. (3.70) 


Cette fonction permet de généraliser la loi de distribution de Rayleigh 
[voir (2.75)] qui est un cas particulier de (3.70) pour a — b — 0, 
d’où son nom de densité de probabilité de la loi de Rayleigh généralisée. 
Les courbes correspondant à (3.70) sont données sur la figure 3 6. 
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La loi cumulative de distribution, c’est-à-dire la probabilité 
de ce que le module du rayon vecteur soit inférieur à la valeur don- 
née r, découle directement de (3.70) *) 


Ê p2+a° 


Fi(r= | pe 2% 76 (8) dp. 
0 


CNT 


0,5 


| Eee 
IS AVE 
PANNE 
JaPSSNBNE 


2 3 4 35 6 7 8 2 


men | 
ue 


0 


Fig. 3.6. Densité de probabilité de la loi de Ray- 
leigh généralisée 


Intégrant par parties et utilisant la relation 
\ u"T, ., (au) du = In (au), a 0, 


on obtient 


Fitr)=e 2% s COR (TZ), r>0, œ>0. (3.71) 


Si _ est petit, la densité de probabilité de la loi de Rayleigh 


généralisée diffère peu de (2.795). la correction pouvant être obtenue 
en développant la fonction de Bessel en série de puissances. En se 


*) L'intégrale indéfinie de la fonction (3.70) ne peut être exprimée au 
moyen de fonctions élémentaires ou tabulaires. Seule fait exception l'intégra- 
tion du cas p > a. On a alors 


Il existe des tables de la densité de probabilité de la loi de Rayleigh généralisée, 
cf., par exemple,[12]. Cette distribution est appelée parfois loi de Rayleigh-Rice. 
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limitant aux deux premiers termes de ce développement on obtient 


2+a° 


Wipee 7% (145€). (3.72) 


4ot 


Pour des valeurs de __ < _. la formule (3.72) est suffisamment pré- 
cise, et pour _ > — la précision devient insuffisante. Mais si 


_ Ÿ 1, la densité de probabilité pour _ >, _ devient souvent pra- 
tiquement négligeable. 

Si _ est grand, dans l'expression (3.70) on peut remplacer la 
fonction de Bessel par son développement asymptotique : 


ez 1 g 
LOS (++) 
On a alors 
p°+a* : pa _ 
or 20° 0? 
ar Vars | (+. 
ou 
(p=a)* — 
(nl e 2 nue P 2! 
W; (p) 0 V/2x " (4 sap } ] en 3 p > 0. (3.72 ) 
En vertu de la formule (3.72"), au facteur correctif (1 +) V _. 


près (celui-ci est voisin de l’unité. si «/o Ÿÿ 1 et p est voisin de @), 
la densité de probabilité de la loi de Rayleigh généralisée devient 
normale *) de paramètres & et ©. 
Calculons les moments d’une variable aléatoire distribuée sui- 
vant la loi de Rayleigh généralisée : 
œ? © p= 


ae | e 20 


ES 
® 
| 
te 
Q 
ts 
LE TS 
7 
+ 
mé 
Lux 
o 
a, 
Q 


Mi= = 


*) Dans [8] on peut trouver la relation asymptotique suivante pour la fonc- 
tion de répartition de la loi de Rayleigh généralisée 


Ft F[=-s—i(2s) |, 


où F (u) est la fonction de Laplace et 


f(Zs) 1 TS 2(E—s\+ 


1 
1 
+ + 0() 21 
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Calculons l'intégrale (voir, par exemple, Watson. Théorie des 
fonctions de Bessel). On a 


mn = (Cor (14 À) F(—5, 1, +), (3.73) 


où 4, est une fonction hypergéométrique dégénérée dont les proprié- 
tés essentielles sont données dans l'annexe V. Pour & — 0 on ob- 
tient une formule correspondant à la distribution de Rayleigh [voir 
(2) dans le problème 2.1]. 

La valeur moyenne est égale à 


m=oV2r(S) F, (—;. 1, —r)= 


=oy 5[{1+#) AESEESTAE Se. (3.74) 


On peut également écrire l'expression donnant les moments du 
second et du troisième ordre : 


Mo = 20° + a, (3.75) 
mme VE (+ +) n (+ 
+ (+) (EI. 670) 


Si « > 6, en utilisant l'expression asymptotique ci-dessus de 
la fonction de Bessel, on trouve 


2 o? 
m; mate = (1 + | . (3.77) 
ot : 0? = 
M, = 02 — RE = 0” (1-7) à (3.78) 


Les premiers termes dans les formules (3.77) et (3.78) représentent 
respectivement la moyenne et la variance de la loi de distribution 
normale limite, et les seconds donnent une correction qui décroît. 


lorsque _ augmente. 
Les expressions (3.74) à (3.76) permettent de calculer le coeffi- 
cient d'asymétrie en fonction de _ . Pour les courbes de la figure 3.6 


les valeurs du coefficient d'asymétrie k sont données directement. 
sur cette figure. On voit que, pour k = 0,07, c'est-à-dire lorsque le 
coefficient d'asymétrie diminue à peu près de 10 fois par rapport à 
la distribution de Rayleigh la plus asymétrique (& = 0), la densité 
de probabilité devient pratiquement symétrique et voisine de la 
densité de probabilité de la loi normale. Cet exemple montre com- 
bien le coefficient d’asymétrie est sensible à la forme de la courbe. 
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3.2.3. Distribution de la phase d’un vecteur à composantes norma- 
les indépendantes. Nous allons maintenant calculer la densité de pro- 
babilité de la phase d' un vecteur à composantes normales indépen- 
dantes. Conformément à la formule générale (3.63) la densité de 
probabilité inidimensionnelle de la phase est égale à [voir égale- 
ment (3.69)] 


_ (p cos p-a)?+(p sin @—b)? 


, 1 DL : 
Wi(p=zr | pe 7? de. 
0 


Après des transformations élémentaires on obtient 


! : a2+b2 © __ p—2p(a cos g+b sin p) 
W, (p) — Sao e 20* | pe 20% dp. (3.79) 


U 


En utilisant les notations introduites, on peut écrire (3.79) sous 
Ja forme suivante: 


a © n?—2pa cos (q-œo) 


1 -+— — 
Wi(p=-sre 2% LS 20° de. (3.80) 


Pour le calcul de l'intégrale (3.80) il faut compléter l’exposant de 
l'exponentielle dans l'expression sous l'intégrale jusqu’à un carré 
complet 


a? 10 ER E- [p-a cos (p—po)]? 
Wa (q)= 67 er eee 202 (8700 À po dp— 
0 
1 — 2 sine (vo) t PA 
one | [p+acos (p—qpole *%* dp. 
— a co8 (P-Po) 


En introduisant la fonction de Laplace [voir (2.61)] on trouve la 
densité de probabilité cherchée 
a? 


: 1 
Wi(p=sre “+ 


& COS (F — fo) œ — 5 Sin? (ç—-Po) 
Fos à [+ cos (p— %o) | e pu , (3.81) 


[P— Pol x 


Sur la figure 3.7 on peut trouver une famille de densités de pro- 
babilité de la phase d'un vecteur, calculées à l’aide de la formule (3.81). 
Comme le montre (3.81) et la figure 3.7, la densité de probabilité 
W, () est une fonction paire de @ — @, c'est-à-dire qu'il lui corres- 
pond une courbe de distribution symétrique. Pour & = 0, po = Ù 


Lg 
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c'est-à-dire pour des moyennes nulles des composantes d'un vecteur, 
on a 


W, (q) = » [PI< (3.82) 


ce qui correspond à une phase uniformément distribuée. La densité 
de probabilité pour @ = ®, augmente avec _ 


: 1: — 
Wi (Po) = 5 € ES + 


EL CRHE 


œ 1 
VE F (+) > (3.83) 

Aux limites de l'intervalle 
(Po — TT, Po + x) la densité de 


e e Lé e Ld e ».] 1 
probabilité est inférieure à -—, 


/ (e 4 
et tend vers zéro lorsque — aug- 


mente : 
1 me 
W, (Po + A) — 2 — e 20° 
LEE 
7) issu ———|1—7F << 
ZPINÈD= o V2r 5 JJS 2 
60 120 -60 120 180 (3.84) 
ÿ° x 
P — — | itée de 
Fa De Dal CUP Ve 2 CEE 
de la phase d'un vecteur probabilité est égale à 
7 4 — CE 
W; (Po mn es 5) rose 20%, (3.85) 


Si _ < 1, en développant le second membre de (3.81) suivant 


: œ a , 
les puissances de — et en arrêtant ce développement aux infini- 
ment petits du second ordre, on obtient 


; 1 
W; (p) RS ra 29 VE 7 COS (p— Po) oo TE Zzaz COS # 2(pg— Po) - (3.86) 
Ainsi, 
phase d'un vecteur est une cosinusoïde d'amplitude —T— dé- 
20 V/2x 


Ld | e #” 
placée de -— suivant l'axe des ordonnées. 
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Si + cos (® — Po) > 3, (3.81) donne 


2 sin? (ga) 
to LE Po) Fos 
LI (a Vs | (3.87) 


Pour des faibles valeurs de P — Po on a 

a - EG (3.88) 
o V2x | | 
c'est-à-dire que la phase suit une distribution normale de moyenne 
et de variance (=) 


Wi(p) — 


Calculons maintenant les caractéristiques numériques (moments 
centrés de la distribution) de la phase. On a 


Fo+x 
Ma{0}= | (o—90) Wi(y) dv. (8.89) 
go-x 
Il est évident qu'en vertu de la symétrie de la distribution tous les 
moments d'ordres impairs sont nuls. 
Pour calculer l'intégrale il faut préalablement écrire W,() 
sous la forme d'une série de Fourier *) sur l'intervalle (@o — x, 


Po + A) 


Wi(g)=+ D an cos» (p— po). (3.90) 


n=1 


rfi (a 
Mn Â | F4 (5 ms — 2) | 4 


An — 


En substituant (3.90) dans (3.89) on obtient 
ea ( 


= = 5 An {= 2" cos nz dx. (3.92) 


1 


*) 11 suffit pour cela de développer en série de Fourier la fonction sous 
l'intégrale dans (3.80), ceci en utilisant l'égalité bien connue de la théorie des 
fonctions de Bessel 


eA SX 76 ()+2 N Im(h) cos mx 
m= { 
et la formule (7) de l’annexe V. 


8—062% 


114 FONCTIONS DE LA VARIABLE ALÉATOIRE (CH. 3 


La variance de la phase est égale à 
C0 TI 
o ”_ 
M:= + D, an | x? cos nt dr = 


n=i —J 


Ft) (—1) © (3.93) 


Si —<1ona 


x? 
M, = 3 — ANG ST dus ne 
et comme nous l'avons déjà mentionné, pour — $ 4 on a 
À Oo 
o2 
M CNT 0 
Œ= 


Considérons également la fonction de répartition 


| Por? Por 
P{|Ÿ—P01<}= | W, (e) dp =2 | Wi(q)dp, (3.94) 
To-® Po 


où W, () se détermine par la formule (3.81). 
Introduisons la notation simplifiée 


P (p) = P {19 — po |<}- (3.95) 
En substituant (3.81) dans (3.94) on obtient 


ee He 5 _asine 
P(p)=<e ro { cos gr (& cos g) e 26% dp. (3.96) 
0 


L'intégrale dans (3.96) a été étudiée dans [5, annexe IX]. En 
utilisant les formules (9) et (12) obtenues dans cette annexe on a 


P (œ) = F(+ sin ç) — 
— 2V (= sin , + cos p) | + <P<LA- (3.97°) 


La fonction V (k, q) a été tabulée par Nicholson *). Ces tables 
ont été utilisées pour construire la famille des courbes cumulatives 


; *) Voir Biometrica, v. 38, 1943, et également [5] où ces tables sont repro- 
uites. 
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P (@) de la phase (fig. 3.8). Notons que la formule (3.97) donne di- 
rectement l'expression 


P(x—g)+ P (9) = 2F (%sin CE (3.98) 
Pour @ = + on trouve 
P(+)=r (5) : (3.99) 


La fonction V (k, q) peut être écrite sous la forme asymptotique 
suivante (voir [5]): 


2V (+ sin Y, + cos p) = F (+ sin o) _5—?+ 


MT HSE. 6400 


a? cos? 


(o LL 4 


En substituant (3.100) dans (3.97) on 
obtient la formule asymptotique sui- 


vante : P 
08 
P(œ)- 2F (Æ sin @) —1+ 
() re v) : 
ET 0 o° 1+2 cos° p 4 
Fan eo 4e a COS? p }- : 
F1 Q2 : 
0<p<Z. (3.101) 
“0 30 60 90 120 150 180 
p° 


Si est petit et + > 3, on peut 


négliger la correction à la distribution Fe di: RONA Le 
normale dans (3.104). db 


Si + < 1, compte tenu de (3.86) on obtient 


: a° ; 
GE Sin p+-ss sin 29. (3.102) 


3.3. MÉTHODE DES FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES 


3.3.1. Fonction caractéristique. £es propriétés. La transformation 
fonctionnelle de la variable aléatoire E 


n = eirs, (3.103) 


où v est un paramètre réel arbitraire, joue un rôle important dans 
les applications. 


8 
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On appelle fonction caractéristique de la variable aléatoire Ë 
Ja valeur moyenne de la variable aléatoire e‘*%. En vertu de la 
formule (3.42) la fonction caractéristique 6,(v) de la variable aléa- 
toire: E est 


O,(v) —— m, {ei} — | w (x) eiv* dr (3.104) 
ou | : 
O,(v) — | w, (x) cos vx dr + i | w, (x) sinvrdz, (3.104') 


où w, (x) est la densité de probabilité de E. 

La relation (3.104) montre. que la fonction caractéristique 6,(v) 
ét la densité de probabilité w,(x) sont liées entre elles par une double 
transformation de Fourier. C'est pourquoi si l’on connaît la fonction 
caractéristique d’une variable aléatoire, on peut trouver sa densité 
de probabilité par transformation inverse de Fourier de la fonction 
caractéristique. soit : 


0 


ui (2) = | 8, (v)e-ivx dv. (3.105) 


En utilisant la représentation (2.14) de la densité de probabilité 
uw, (x) comme une somme de fonctions delta, on peut étendre la for- 
mule (3.104) aux variables aléatoires discrètes 


@, (v) = D pre». (3.106) 


Nous allons maintenant énoncer les propriétés essentielles des 
fonctions caractéristiques. 
Par définition on a 


[8:(v) | = | f uw, (x) e"* dx < l L'us (x) et*| dr — 


OO 


= (us ( dr =1, 


—œ 


car |e* | — 1. Par conséquent, l'intégrale (3.104) et nécessaire- 
rement la somme (3.106) sont convergentes pour toutes les valeurs 
réelles de v. Ainsi, la fonction caractéristique peut être définie pour 
toute variable aléatoire. 
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s 


On a également 


8,(0) = [ a (x) dr =1 
et | 
O(—v) — 6 (v), 


c'est-à-dire que @(v) et 8(—v) sont des grandeurs complexes con- 
juguées. On peut montrer que pour v — +oo la fonction caractéris- 
tique @;(v) tend vers zéro [4]. 

Notons que toute fonction G;(v) ne peut pas étre une fonction 
caractéristique. Les propriétés mentionnées ne sont que des condi- 
tions nécessaires. 

En vertu de (3.104") la fonction caractéristique des distributions 
symétriques est 


6, (v) — | w (x) cos ur dx, 


c'est-à-dire qu'elle est une fonction paire de la variable v. Inverse- 
ment. si la fonction caractéristique ne prend que des valeurs réelles, 
elle est paire et la distribution correspondante est symétrique. 

Si 61:(v) est la fonction caractéristique de la variable aléatoire E, 
la fonction caractéristique 6,,(v) de la variable aléatoire n, obtenue 
par la transformation linéaire n = aë + b, est égale à 


Gintr) = | civtax+by,.(x) dr = Oi;(av) etbv. (3.107) 


— © 


Nous allons écrire sous forme explicite la fonction caractéristique 
d'une variable aléatoire normale de paramètres a, o. En vertu de 


(3.104) on a 


ee (x-a)2 


En introduisant la nouvelle notation z = =—— iov. l’exposant 


O 
de |” exponentielle de la fonction sous l'intégrale se trouve complété 
jusqu'à un carré complet. On a alors 


: 02° ; co—-1i0v 
1AD-— ——— pi 
(e) v)—=e 2 — e 2 
1 () V'2x 


—o—i0v 
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Comme pour tout « réel on a 
o—iœ 22 

e 2 dz—V2n, 

—o—ix 


on trouve pour l'expression cherchée de la fonction caractéristique 
d'une variable aléatoire normale 


a 
sd 


CHOC (3.108) 


3.3.2. Calcul des moments de la distribution. L'utilisation de la 
fonction caractéristique simplifie le calcul des moments de la dis- 
tribution. Si le moment non centré d'ordre 4 de la variable aléatoire E 
existe, la fonction caractéristique de cette variable aléatoire admet 
une dérivée d'ordre k: 


Mere | z'w, (x) eŸ* dr, 
duk 


(2) = ma (à. (3.109) 


duk 


Par conséquent, les moments non centrés sont égaux aux valeurs 
des dérivées de la fonction caractéristique pour v = 0 au facteur i 
près. 

La relation (3.109) pour le cas particulier À — 1 donne l’expres- 
sion de la valeur moyenne d’une variable aléatoire 


ms {E} = — 0; (0). (3.110) 


Si les moments d'ordre quelconque existent, en vertu de (3.109) 
la fonction caractéristique peut s'écrire sous la forme d'une série 
de Maclaurin 


Gi (v)=1+ D (iv). (3.114) 


R=1 


Ainsi, la dérivabilité de la fonction caractéristique au voisinage 
du point v = 0 est liée au comportement asymptotique de la densité 
de probabilité w, (x) pour des grandes valeurs de x ce qui détermine 
l'existence des moments de la distribution. 

Les moments centrés d'une distribution sont liés par une relation 
simple aux dérivées du logarithme de la fonction caractéristique 
4 (v) — In 6; (v) appelé fonction génératrice des cumulants, ou se- 
conde fonction caractéristique. 
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En développant la fonction génératrice des cumulants en série 
de Maclaurin (supposant que cette série existe) on obtient d’une ma- 
nière analogue à (3.111) 


pOo)= D TE (iv)". (3.112) 
hk=1 
Les coefficients x, de cette série sont appelés cumulants (ou 
semi-invariants) de la distribution, et s'expriment comme suit en 
fonction des moments centrés: 
= M, X2= Mo, %3 = M, 
#, = M, — 3M;, #s = Ms — 10M3M a, ... 


D'où les expressions des coefficients d’asymétrie et d’aplatissement 


#3 
k= D » Ÿ = 2° 
Comme le montrent les formules, connaissant les semi-invariants 
des quatre premiers ordres, on peut facilement trouver la moyenne, 
la variance, les coefficients d'asymétrie et d’aplatissement. 


Pour une variable aléatoire normale la fonction génératrice des 
cumulants est [voir (3.108)] 


. oc? CL) . 2 ° ao 
Ÿ (0) = iav— — v° = aiv + _. (iv). 
Ainsi, pour la distribution normale on a 
Hy— A, Ko = 0°, Kj — 0, Î > 3. (3.113) 
Nous allons trouver l'expression générale pour les moments centrés 
de la distribution normale. En vertu de (3.108) et (3.109) et compte 
tenu du fait que les moments centrés coïncident avec les moments non 


centrés lorsque la moyenne est nulle (a = 0), on trouve pour les mo- 
ments centrés de la distribution normale 


Exprimant les dérivées de la fonction e 2? en fonction des poly- 
nômes d’Hermite on obtient 


o*(2n—1)!!, k—2n, 

0, k—2n— 1, 
n=1; 2, 

{voir les formules (4) et (8) dans l'annexe IV]. 


My = io" H, (0) = { (3.114) 
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3.3.3. Calcul des lois de distribution des fonctions des arguments 
aléatoires. En utilisant la formule (3.42) il est facile de trouver 
l'expression de la fonction caractéristique de la variable aléatoire 
n = / (£) connaissant la densité de probabilité w, (x) de la variable 
aléatoire E£ 


@, (v) = m {eiv/&)} — | ur (x) eiv/(9 dx. (3.115) 


-œo 


La formule (3.115) peut être étendue au cas général où n — 


— f (&:1. Ë2; RS En) 


6, (v) = m; {eir/Cxi. X2, ...0 *n)} = 
= | Ve | Un (Ti, Lo, Tn) e7/xr X3,..., Xn) dry dre . . . dx, 
(3.116) 
Wh (Ti, To, . . ., Zn) étant la densité de probabilité des variables 
aléatoires E;, E2, . .., E,. Par transformation inverse de Fourier 
on trouve à partir de (3.116) la densité de probabilité 
Wi= | Gite va 
{ Les) © Le 
=; | | …. Qunes 2e. Zn) X 
x efvl/Gn.x2,..., xn)-v] dr, dx, ... dr, du.  (3.116') 


Changeant l'ordre d'intégration et introduisant la fonction delta 


Ô[f(ti Zn) == | eivl/Cxi, ..., xn)-v] dv, 
on obtient : 
mit) [... [Gt ... a) —yix 


— © —œo 


X Wn (z1, .., Z;) dx; és dx,. (3.117) 


Les formules (3.6) et (3.27) sont des cas particuliers de (3.117) pour 
n = À et n — 2 respectivement. En vertu de (3.117) la distribution 
conjointe des variables aléatoires n, E:, . .., E, est [comparer avec 
(3.41)] 

Was (Us Ti... Zn) — Ô [f (ie Zn) — y] X 


X Un (xs, Se ds æ;).: (3.118) 
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3.3.4. Fonction caractéristique multidimensionnelle. La méthode 
des fonctions caractéristiques peut être appliquée à un ensemble de 
variables aléatoires E,, &+, . . ., Ë,. On appelle fonction caractéris- 
tique d’un ensemble de variables aléatoires E,, E:, . .., E, la va- 
leur moyenne de la variable aléatoire eïtvifi+r2ë2i...+tnèn) où 14, 
Vo, + + - LA Sont des variables réelles. Si w, (x. z2, . . .. x,) est une 
fonction à x dimensions d’un ensemble de variables aléatoires, la 
fonction caractéristique à z dimensions est 


O, (t1, Do, . . …, Un) = ma {eitribiteeët...tonin)} — 


— | | és | eitrixitraxet...+urnxn) x 
X Un (zi, Lo, Th) dri;dr> . dz,.. (3.119) 


Par conséquent, la fonction caractéristique à nr dimensions est 
une transformation d'ordre » de la densité de probabilité à x dimen- 
sions. Inversement, la densité de probabilité d'un ensemble de n 
variables aléatoires s'obtient à partir de leur fonction caractéristique 
par transformation de Fourier inverse d'ordre »: 


{ O0 co O0 
no 20. 6) = Gen | fe. [es Gui, ve, ... 0) x 
— © —00 — © 


X e-itixitoexst...+enxn) duidu, . .. dv,. (3.120) 
Par definition on a 
18 &,...0)l< se { lu, (mn ..m) X 
Ee 5 i(oux1+…Fonxn) | dr; ... dr, = 1, 
c'est-à-dire que l'intégrale multiple dans (3.119) est convergente pour 
toutes les valeurs réelles Dis Us. 73 40) 


La fonction caractéristique 6, (11, Lo, ... Un) d’un ensemble 
de variables aléatoires E,, E>, . . ., &, permet de trouver facilement 
la fonction caractéristique d'un ensemble quelconque de k<n 
de ces variables aléatoires 


6, (ui, Un, Ur) == 6, (01, Vo, ee es Uh;, 0, res 0). 
Si les variables aléatoires E,, &+, . .., E, sont mutuellement in- 


dépendantes, on a w, (z1, . .., Th) il Ws, (zx), et les variables 


dans (3.119) se séparent; la fonction caractehetique devient alors 
égale au produit des fonctions caractéristiques de chacune des varia- 
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bles aléatoires 
n 
On (Dir Var -.., Un) = [] 13, (va). (3.121) 
k=1 


Les relations (3.121) et (2.51) donnent la condition nécessaire 
et suffisante pour que les variables E,, +, . .., E, soient mutuelle- 
ment indépendantes. Par analogie avec (2.51), on peut écrire à 
l’aide des fonctions caractéristiques la condition pour que deux va- 
riables aléatoires dans l'espace à rz dimensions soient indépendantes 


6 (v, u) — On (tv, e. .) Uns Us Un) SE 
— @, (ti, ..., Ur) O, (wi, ..., u). (3.121) 


Nous allons utiliser un cas particulier de (3.119) quand nr = 2 
afin de démontrer que la non-corrélativité de deux variables aléatoi- 


res quelconques n'implique pas forcément leur indépendance. En 
effet, on a d’une part 


CAUTROE | | Wo (Ts, T2) ei(101+%202) ds dr» = 


me Hi oo © 
= y ÿ Tr vtt | | TN TE Wo (x, Z2) dt: dx) = 


n=0 k=0 —00 —00 


oO © mt 
= D) Dm) vrvé, 
n—=0 k=0 
et d'autre part 


Oigs (1) Ote (a) = À noie (mn) efrint dus À is (4) etre” dr, = 


+ mt 
_ 2 2 mu {1} mu (ee) = viva. 


En utilisant (3.121) on trouve que pour des variables aléatoires 


indépendantes, quels que soient les nombres entiers positifs # et k, 
on a 


ms {ES} — mu {ET} ma {5}, 


alors que la non-corrélativité entraîne seulement que m1 {E,E2} — 
— my {61} m1 {62} [comparer avec (3.49)]. Ceci permet de justifier 
e terme « indépendance linéaire » qui est un synonyme de non- 
corrélativité. 
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Les fonctions caractéristiques multidimensionnelles peuvent être 
utilisées pour calculer les moments mixtes de la distribution d’un 
ensemble de variables aléatoires. Si la dérivée 


ghithe+.. .+hRn 
us A n (Vis Vos +. Un)] = 
1 2 
= hehetetin [OT D'ahats…. aie x 


X Wn (Ti, Lo, .-., Tn)eitititrexst...Æonxn) dr, dre... dXn, 
existe, on a 
Mhihe...hn {Es Es, .….. En} =i-(ithet...+An) X 


ohithe+. ..+Rn 6 3 129 
————— Oh (0, Le, ..., v : 
à { duh1 A1? ... An n (os, D, D 0 ) 
Il est évident que (3.109) est un cas le de (3.122). 
Enfin nous allons donner, sans démonstration *), l'expression 
de la fonction caractéristique d’un ensemble formé par un nombre 
arbitraire de variables aléatoires dépendantes E,, E>, . .., E, dis- 
tribuées suivant une loi normale à #7 dimensions [voir (2.55)] 


8, (Di; VU»; ..., Un) = 


= eXP {: > GuDk — + D S CON ivvx } (3.123) 


[=1 R=1 


où ay, 0? sont respectivement la moyenne et la variance de la varia- 
ble aléatoire E,, et rx le coefficient de corrélation des variables 
aléatoires E, et Ex (ri = Tnts Tu = 1). 
Utilisant la représentation matricielle de la forme quadratique 
on peut écrire (3.123) sous la forme suivante: 
En 
B,(M=e" " 277, (3.124) 
où a est la matrice colonne des valeurs moyennes, M la matrice des 
variances-covariances des variables aléatoires, le signe d'accent 
désigne une matrice transposée (voir $ 2.2.1). 

3.3.5. Distribution d’une somme de variables aléatoires. Posant 
dans (3.119) w, = vs = . .. — v, — v on obtient l'expression de 
la fonction caractéristique de la somme Ë, + Es + ... + E, de 
variables aléatoires dépendantes 


6, (v) = m; {eiritisr...En)} = O, (v, v, ..., v (3.125) 


*) Dans l'annexe 11 on trouvera la démonstration de la formule (3.123) 
pour n — 2. Dans (3.123) la forme quadratique est définie positive. 
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Si Ey, Eo. - . ., &, sont indépendantes, on obtient à partir de 
(3.121) et (3.125) *) 


G,(v)= [] 8:14, (), (3.126) 
h=1 


où 613, (v) est la fonction caractéristique de E;. 

Ainsi, la fonction caractéristique d'une somme de variables aléatoi- 
res indépendantes est égale au produit des fonctions caractéristiques des 
composanles. 

Si toutes les composantes obéissent à une même loi de distribu- 
tion on a 

O1:, (v) = 61 (v), 
et 
6; (v) — 6% (v). (3.127) 


Cette propriété des fonctions caractéristiques en fait un instru- 
ment utile lors de l'étude des sommes de variables aléatoires mu- 
tuellement indépendantes. Alors que pour obtenir la densité de 
probabilité de la somme de deux variables aléatoires indépendantes 
on doit prendre la convolution des densités de probabilité des com- 
posantes [voir (3.33)], la fonction caractéristique de cette somme 
s'obtient par une simple multiplication des fonctions caractéristi- 
ques des composantes. 

Remarquons qu'en vertu de (3.126) la fonction caractéristique 
de la différence de deux variables aléatoires indépendantes, distri- 
buées suivant une même loi, est 


61 (v) 61 (—v) = 16: () F, 


donc la distribution de cette différence est toujours symétrique. 
Considérons la somme de n variables aléatoires mutuellement 

indépendantes, chacune d'elles suivant une loi normale de paramè- 

tres a, et ox (k — 1, 2, ..., n). En vertu de (3.126) la fonction 

caractéristique de cette somme est 

oÿv* 


6, (v) — ul e 


ou 


ñn n 
6, (v) = exp {io Da - Di} : 
k=1 k=1 


*) En général, l'inverse n'est pas vrai. On peut donner des exemples où 
la fonction caractéristique d’une somme est égale au produit des fonctions carac- 
téristiques des composantes, celles-ci étant dépendantes (voir [6], page 277). 
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Introduisons les notations ‘ 
a= Jar, = Ÿ 064. (3.128) 
R=1 k=1 
On a alors 
ian— géo 
O, (v) =e 2, (3.129) 


Comparant (3.129) et (3.108) on peut noter que la fonction caracté- 
ristique d’une somme de variables aléatoires indépendantes norma- 
les coïncide avec la fonction caractéristique d’une variable aléatoire 
normale. Sa moyenne et sa variance sont données par la formule 
(3.128). 

Ainsi, la somme d'un nombre quelconque de variables aléatoires 
normales est également normale, la moyenne de cette somme étant 
égale à la somme des moyennes, et la variance de la somme à la 
somme des variances des composantes. Ces propriétés des moyennes 
et des variances sont des cas particuliers de (3.47) et (3.54). La 
méthode des fonctions caractéristiques permet d'établir que la 
somme d'un nombre quelconque de variables aléatoires indépendan- 
tes normalement distribuées est également normalement distribuée. 

Appliquons maintenant la méthode des fonctions caractéristiques 
à la recherche de la densité de probabilité de la somme algébrique 
E, + £: de deux variables aléatoires dépendantes normalement dis- 
tribuées. A cette fin utilisant (3.123) écrivons préalablement la 
fonction caractéristique bidimensionnelle de ces variables aléatoires 


G2 (vs, 2) = exp {i (ais + aov2) — 
— À (out + 2roiomve + cùt)}. (3.130) 


Pour trouver la fonction caractéristique 6, (v) de la somme algé- 
brique Ë; + £> nous allons utiliser (3.125). Ecrivons 


8; (v) = (v, +v)= 
— EXP {iv (a; + as) — + (0! + 2010: + 0) | .. (3.131) 


Comparant (3.131) et (3.108) on voit que la fonction obtenue 6,(v) 
est la fonction caractéristique correspondant à la loi normale de 
moyenne a; + & et de variance 0°? + 2r0,02 + 05. 

Ainsi, la somme algébrique de deux variables aléatoires normale- 
ment distribuées est également normalement distribuée, la moyenne 
de cette somme est égale à la somme algébrique des moyennes des 
composantes, et la variance ©? vaut 


O® = 0° + 2r0102 + 05. 


Ces propriétés des valeurs moyennes et des variances sont des cas 
particuliers de (3.46) et (3.52), mais ce qui est nouveau c'est que la 


126 FONCTIONS DE LA VARIABLE ALÉATOIRE [CH. 3 


somme algébrique de deux variables aléatoires normales dépendantes 
est normalement distribuée. 

Le résultat obtenu peut être étendu à une somme formée d'un 
nombre quelconque de variables aléatoires dépendantes normale- 
ment distribuées. Utilisant (3.123) et (3.125) on peut trouver la 
fonction caractéristique de cette somme, soit 


6, (v) = 0h (v, ss v) = 
ñn ñn 
— exp {w2 > GR —— r À à soir} . (3.132) 


En vertu de (3.132) la somme d’un nombre quelconque de variables 
aléatoires normales est normalement distribuée, la moyenne étant 
égale à la somme des moyennes, la variance étant 


0? — » D OIORT IR: (3.133) 


3.3.6. Somme d'un nombre quelconque de variables aléatoires. 
Soit la somme 


one (3.134) 
k=1 


où v est une variable aléatoire discrète, indépendante des variables 
aléatoires E;. 

La fonction de répartition de la variable aléatoire &, peut être 
calculée à l’aide de la formule des probabilités totales 


, (&)= P v< Tr} = 2 P{v=r} P{G<z} 


ou 
Fr, @= > PrFr, (x), (3.135) 

avec 
p = P {v=r}. (3.136) 


En vertu de (3.135) la fonction cdi de &, est 


x, W= 2 Ù p%, (v). (3.137) 


Si Er (k = 1, 2, ...) sont des re aléatoires mutuellement 
indépendantes, dont les fonctions caractéristiques sont respective- 
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ment O1; (v), on obtient à partir de (3.126) 


&, = 2 pr [l Eu, Go (3.138) 


En dérivant les deux membres par rapport à v, posant ensuite v — 0 
et compte tenu de ce que 613, (0) = 1, on a 
T 


dE, (0) — à Pr à Oir, (0), 


d'où [voir (3.110)] la formule donnant la valeur moyenne d'un 
nombre arbitraire de variables aléatoires indépendantes 


m{)= À pe À mi (Eu). (3.139) 


Si les termes de la somme ont même moyenne égale à m, {E,} — 
= a, en vertu de (3.139) on a 


m {Cv} = a à rPr = Ami {v}. (3.140) 


Calculons encore la variance de la somme d’un nombre quelcon- 
que de variables aléatoires indépendantes lorsque les termes de la 
somme suivent une même loi de distribution. Dans ce cas en vertu 


de (3.138) on a 
&,(&)= 2 Pr8f (v), (3.141) 


où 6: (v) est la fonction caractéristique de l’un quelconque des 
termes de la somme. Dérivant les deux membres de (3.141) par rap- 
port à v et posant ensuite v — 0, on a 


®ë, (0)= X rpr (85 (0)+(r— 1) 18: (0))*). 


Compte tenu de (3.109) on obtient 
Me {Ov} —= m2 {En} ms (v} + mi {Eu} [me {v} — mi {v}l — 
— M {Er} m4 {v} + ma (v} mi {kr}. 
En introduisant les notations 
a = mi {Et}, 06° = M2 {Eu} 


et compte tenu de (3.140), on obtient finalement la formule sui- 
vante : 


M {6} = om: {v} + a {v}. (3.142) 


128 FONCTIONS DE LA VARIABLE ALÉATOIRE [CH. 3 


3.4. CONVERGENCE VERS LA LOI NORMALE 


3.4.1. Théorème. Dans le $ 1.2 nous avons considéré le schéma 
des épreuves indépendantes où le nombre 4 de réalisations de l’évé- 
nement À pour x épreuves pouvait être considéré comme la somme 


n 

>, E, de variables aléatoires discrètes élémentaires, chacune ne 
r—{ 

pouvant prendre que deux valeurs: l'unité avec la probabilité 
p = P {A} et zéro avec la probabilité q — P {A} — 1 — p. Con- 
formément à la formule asymptotique de Moivre-Laplace, lorsque 
le nombre nr de termes augmente indéfiniment, la distribution de 
la somme des écarts des variables aléatoires discrètes indépendantes 
de ce type, divisée par la racine carrée de la somme des variances des 
composantes, tend vers une loi normale. 

D'autre part. nous avons mentionné plus haut (voir $ 3.3.5) 
que la distribution de la somme d’un nombre arbitraire de variables 
aléatoires normales liées est toujours normale. L'étude de la dis- 
tribution du %* (voir problème 3.15) et de la distribution de la 
somme de variables aléatoires indépendantes uniformément distri- 
buées (voir problème 3.17) révèle une tendance vers la loi normale au 
fur et à mesure de l’augmentation du nombre de degrés de liberté 
et du nombre de termes de la somme. 

On peut alors se demander si la tendance asymptotique vers la 
loi normale de la somme de variables aléatoires indépendantes peut 
être étendue à une classe plus large de variables aléatoires, et quelles 
sont les conditions à imposer aux distributions des termes pour que 
cette tendance puisse se manifester. Le théorème limite central de la 
théorie des probabilités permet de répondre à cette question. L'’im- 
portance de ce théorème pour la science et la technique (radiotechni- 
que y compris) est liée au fait qu'en pratique on a souvent besoin 
d'étudier des effets dus à un grand nombre de facteurs aléatoires 
indépendants. 

Nous allons commencer par donner la formulation du théorème 
central limite sous sa forme la plus simple. Si les variables aléatoires 
indépendantes E;, E£>. ..., Ë, suivent une même loi de distribu- 
tion de variance 0° finie différente de zéro, pour 7 — © on a 


1 < é + + 
ts 2 B—mEp<z} - FH | 7 dt. (3.143) 


A. Liapounov a montré que la tendance vers la loi normale 
de la somme de variables aléatoires a lieu sous des conditions plus 
générales. Il a démontré le théorème suivant. Soient £;, Es, . . .. E, 
des variables aléatoires indépendantes et a; — m; {E,}, Où — 
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— M; {6}. Si pour ô > 0Oona 


D mytlèn—an |" +0} 
Li 2 0, (3.144) 


la distribution de la somme normée de ces variables aléatoires est 
asymptotiquement normale. 

Sous certaines conditions le théorème central limite peut être 
également étendu à une somme de variables aléatoires liées (voir 
par exemple [6 $ 28] et [7]). Cependant il ne faut pas oublier que la 
distribution de la somme de variables aléatoires indépendantes ne 
tend pas toujours vers la loi normale. En pratique, il peut y avoir 
des cas où la variance ou même la moyenne ne sont pas finies. Sup- 
posons par exemple que nous étudiions la distribution d'une somme 
de variables aléatoires dont chacune est égale à n, — Er*. où E, 
est distribuée suivant une loi de Rayleigh. Comme la densité de 
probabilité de la variable aléatoire 1, est égale à 


| 
1 =. 
W, (y) — 2oyE e 2024// , 


sa moyenne n'est pas bornée, car l'intégrale 


(er Fois du 


e °—_—, à 


est divergente. La distribution de Cauchy (voir problème 2.3) est 
un autre exemple de distribution ne possédant ni valeur moyenne. 
ni variance (ni, bien sûr, moments d'ordre plus élevé). 

Les conditions générales (nécessaires et suffisantes) devant être 
remplies pour que la densité de probabilité d’une somme de varia- 
bles aléatoires indépendantes tende vers la loi normale ont été trou- 
vées récemment [3]. Le problème s’est aussi posé de trouver les 
lois qui, outre la loi normale. peuvent être des lois limites pour une 
somme de variables aléatoires indépendantes. 11 s'est avéré que 
les distributions d’une classe importante de sommes normées de 
variables aléatoires indépendantes (y compris celles qui n'ont pas 
de caractéristiques numériques finies) tendent vers des lois dites 
stables, différentes de la loi normale. Ces questions sont exposées 
en détail dans [3], [6]. 

3.4.2. Démonstration du théorème. Limitons-nous au cas de termes 
suivant une même loi de distribution. Comme nous l'avons déjà 
noté, pour étudier une somme de variables aléatoires indépendantes, 
9— 0624 
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le plus commode et le plus simple est de faire appel aux fonctions 
caractéristiques. 


n 
Considérons la somme Ÿ E, de variables aléatoires indépendan- 

LE 
tes, les termes de cette somme ayant une mème distribution de 
moyenne et de variance égales respectivement à a et 06°. En vertu 
de (3.47) et (3.54) la moyenne et la variance de cette somme est 


m, | 2 t) na, M (D E)= no. (3.145) 
T= r= 1 


Nous allons chercher la densité de probabilité de la somme normée 
des écarts, c’est-à-dire de la variable aléatoire 

i n 

= À (E, — a). (3.146) 


+ 


Il est bon à cette fin de trouver la fonction caractéristique de 
chacun des termes de la somme (3.146) et d'utiliser ensuite la règle 
selon laquelle la fonction caractéristique d'une somme de variables 
aléatoires indépendantes est égale au produit des fonctions caracté- 
ristiques des termes. 

Désignons par 6, (v) la fonction caractéristique de l'écart de la 
valeur moyenne de l’une quelconque des variables aléatoires E,. 
On a alors [voir (3.111)] 


ihM 
kk, 
k! 


GO, (v) — 
Rm0 


(3.147) 


où M, sont les moments centrés de ces variables aléatoires. Le déve- 
loppement (3.147) peut être obtenu à partir de (3.111) en remplaçant 
m, par M,, car ici ©; (v) est la fonction caractéristique de l'écart 


- 


de la variable aléatoire. La fonction caractéristique du terme PE 
0 n 
est, en vertu de (3.107), égale à 
< Re L 
EE 7) À ohnh le | (848) 


La fonction caractéristique cherchèe de la somme Ë, est, en vertu 
de (3.127), égale à 


Où5, (w)= 61 (- 7.) (3.149) 
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U 


Substituant l'expression pour 6; ) donnée par (3.148) 
t 


dans (2.149) et compte tenu que W,, = O0 M: = 6°, on obtient 


œO 
iRMauhk \n v° iM us Mu an 
se ne Resa CES n———œ— — ne GR Ste 
Rk=0 
(3.150) 


En passant à la limite pour n — oo on obtient une forme indé- 
terminée du type 1*. Pour lever cette indétermination considérons 
In @::, (v). En vertu de (3.150) on a 


_ 1° iMau Mavt 
In O1r, (v) = n in (1 — In — cons À Point Ÿ .. .) . 
En développant ce logarithme en série on obtient 
2e L? Mas, Maui ra , 
MO) T7 Ton Be (3.151) 
En passant à la limite pour 7 —> on trouve à partir de (3.151) 
lim In O1: (v) = —+— | 
71—+ 00 
d’où 
2: 
lim Gi, G)=e *?, (3.152) 


donc, la limite cherchée est la fonction caractéristique d’une variable 
aléatoire normale de moyenne nulle et de variance unité. En vertu 
de (3.152) la densité de probabilité de la somme normée des écarts 
des variables aléatoires indépendantes, lorsque le nombre de termes 
augmente, tend vers la loi normale, ce qui démontre le théorème 
[voir (3.143)]. 

En utilisant les expressions (3.145) de la moyenne et de la va- 
riance d'une somme, il est facile de passer à la relation asymptotique 
pour la densité de probabilité W,, (x) de la somnie des variables 

n 


aléatoires indépendantes Ÿ E, 
T= 


(x—-na)° 


e ‘107, (3.153) 


1 
PE RES 
Win (x) oc V?an 
3.4.3. Convergence vers la loi normale. En vertu du théorème 
central limite dans certaines conditions la distribution d’une somme 
normée de variables aléatoires indépendantes tend vers la loi nor- 
male, lorsque le nombre de termes de la somme augmente indéfi- 
niment. Comme l'a montré H. Cramer, si la somme d’un nombre 
jini de variables aléatoires indépendantes est normalement distri- 


ge 
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buée, chacun des termes est également normalement distribué. Ainsi, 
ce n’est que dans le cas exceptionnel d’une distribution normale des 
termes que la loi de distribution d’une somme finie coïncide exacte- 
ment avec la loi normale [4]. 

Dans les applications on a souvent affaire à des sommes finies 
de variables aléatoires, c'est pourquoi il est bon de calculer l’éga- 
lité asymptotique (3.153) en fonction du nombre # et de la forme de 
la densité de probabilité des termes de la somme en question. La 
correction à apporter à la loi normale s'obtient en étudiant l'ex- 
pression (3.151). La fonction In 6;:, (&) est une série suivant les 
puissances de v dont les coefficients “dépendent de x et des moments 
centrés de la distribution des termes. Suivant la précision requise 
on peut estimer la tendance vers la loi normale en se limitant à tel 
ou tel nombre de termes de cette série. Si l'on garde, par exemple, 
les termes d'ordre non supérieur à 4/7, en vertu de (3.151) on trouve 


td 
PSE iMauS _ 4 M, MSrs , ; ”) 
Où, (v)=e re TV Y4n (5-3) 7 7206n 0 (- =) | ÿ 


En introduisant les coefficients d’asymétrie k et d'’aplatisse- 
ment y des composantes, on obtient aux termes d'ordre O (n-*/*) 
près 


. k° — 

Bi; (L)=e = + EVA Ph ut v‘) .. (3.154) 

Aux termes du même ordre de grandeur près on obtient, à partir 

de (3.154), la densité de probabilité W',., (x) de l’écart normé de la 
somme de # variables aléatoires indépendantes 


Oo 


W” 15, (2) = _ | Oix, (v) ce tvx du -- 
s ik NE 
= | (1 hu) e do. (3.155) 


Dans le second membre de (3.155) on trouve la somme de quatre 
intégrales, dont la première est, en vertu de (3.108), égale à 


D) r2 x? 

1 ml ere Le ou 
5 | e : dd =——e , 
27 1/27 

—® 


«+ 


et les autres peuvent être obtenues à partir de celle-ci par déri- 
vation par rapport à x, en effet 
co 12 


rx, (— ijn n —it\-— | 
__. = (5 LE dv) = [ v'e dv. 
— 


*) Pour le sens du symbole © (x) consulter (1.28). 
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D'autre part, par définition des polynômes d'Hermite (voir annexe 
IV), on a 


ds 1 + Te : 
gp" (x) — _ ( RE Ce ) = = - #. (3.156) 


Ainsi 


LT (3.157) 


me | “ee — 


1 
V/2a 
En utilisant (3.156) on trouve à partir de (3.155) 


Le [1+— Ha(x)+ > Hi(o) ++  Ho(a) | - 
(3.158) 


Il suit de (3.158) que la distribution de l’écart normé de la somme 
de variables aléatoires indépendantes ayant des densités de pro- 
babilité symétriques (k — 0) tend vers la loi normale plus rapide- 
ment que la distribution des écarts normés de la somine des variables 
aléatoires dont les densités de probabilité sont asymétriques (k + 0). 
À partir de (3.158) on peut également trouver l'expression de la 
densité de probabilité d’une somme de variables aléatoires indé- 
pendantes 


Wi:n (x) T 


1 
V/2x G Va 


Win CE CES [1 | ; De H; (x) 4 
(EE) (EE). G458 


Remarquons que le second membre de (3.158) correspond aux 
premiers termes du développement en série de la densité de proba- 
bilité de l'écart normé de la somme à l’aide des polynômes d'Her- 
mite (voir $ 2.4.2). En effet. on peut facilement montrer (voir par 
exemple [4, $ 27.2]) que le coefficient d’asymétrie de cette somme 


-et le coefficient d'aplatissement à _. . Tenant comp- 


est égal à —- 


SL 
te en outre de (3.156), à partir de (3.158) on obtient (2.127). 

3.4.4. Généralisation. Le théorème central limite de la théorie 
des probabilités peut également être étendu aux cas multidimen- 
sionnels. 

Comme nous l’avons déjà mentionné plus haut, l’ensemble des 
variables aléatoires &;, E+, . . ., E, peut être interprété comme les 
composantes d’un vecteur dans l’espace à 7 dimensions. 

Considérons une somme de vecteurs indépendants [voir (2.51) et 
(3.121”)] dont les composantes ont une même densité de probabilité 
a nr dimensions &h (Zi, Zs, . . ., Zn). Sous certaines réserves la 
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distribution des composantes du vecteur résultant (vecteur somme), 
lorsque le nombre de termes augmente, tend vers la loi normale 
a r dimensions. 

Dans de nombreuses applications on rencontre le cas bidimen- 
sionnel de ce théorème. Nous l'étudierons en détail afin de donner 
simultanément la correction de la loi normale pour la densité de 
probabilité d'une somme finie de vecteurs indépendants dans le plan. 

Soient (Ë:, M1), (Es, 12): - + ++ (Enr Mn) les composantes de vec- 
teurs indépendants d'un ane suiv ant une même loi de distribu- 
tion bidimensionnelle w: (x, y). Calculons la densité de probabilité 
e la résultante de ces vecteurs, dont les composantes sont 


2 &r. Da. 


"Pour. roule le problème posé on utilise tout comme dans le 
cas unidimensionnel la méthode des fonctions caractéristiques. 
Commençons par calculer la densité de probabilité de la somme des 
vecteurs normés de coordonnées 


er 


n n 

< È — €! Nr — Go æ 

Qn — ÿ = —— , {n — 7= (3.159) 
ni LV = % Vr 


où a;, a: sont les moyennes et 0°, 6° les variances respectives de 
chacune des variables aléatoires E E ‘et Nr: 

La fonction caractéristique bidimensionnelle de l’un quelconque 
des vecteurs (E, — a;, 1, — a2) est égale à 


O2 (Ci, V2) — | | Wo (x, y) effet (y aste] dr dy. 


2 —®œ 


En développant l'exponentielle dans l'expression sous l'inté- 
grale en série suivant les puissances de v,, v: et en changeant l'ordre 
de la sommation et de l'intégration, on trouve 


CO oO fée LS © 
Sue D Donretes | | @—a)" (ya) u(x y) day 
R=0 r=0 — 00 — 


ou 


ihR 


9; (UE Un) = À» 27 _ Murv* Ut, (3.160) 
k=0 r—=0 


où A\/,, désigne les moments centrés mixtes d'ordre (4 + r) des 
variables aléatoires E; et n; (j = 1, ..., n), moments ne dépen- 
dant pas de j, car tout couple de ces variables aléatoires a une même 
densité de probabilité w: (x, y). 
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La fonction caractéristique du-vecteur normé est égale à 


iRtr Mr se ie 
(7 x) S Sr Fra ee © viug. (8.161) 


hk=0 r=0 


La fonction caractéristique cherchée d'une somme normée de 
vecteurs indépendants est égale à la puissance n-ième de la fonction 
caractéristique (3.161), c’est-à-dire 


On (C1, Le) = 02 (— 


Ve Vs) _ 


=| > ds SRI LAS 2 phyr | 
—) ALL chor LT 


2.19 talon —— = 1 Lk, ns 
Lfi A tm té (ut 4 


L kior Us et ) +. se (3.162) 


où r est le coefficient de corrélation entre les variables aléatoires 
E; et n;: ki et k: les coefficients d’asymétrie respectifs des variables 
aléatoires E; et n;. Dans (3.162) k:2 et k>, désignent les intégrales 
suivantes : 


{ OO © 

ke= go | | @—an@—cu(s y drdy 
nn i- | 

ka | | (a) (y—a)w(x, y) dr dy. 


Pour étudier le comportement de la fonction @:, (L1; v2) pour 
des x grands, considérons la fonction 


ss = [ en Li +- 2rtile —- LE _ 
In Gen (01, v2) = nn [1 nn 


PL Kart + kors È Kitts + kogtite re 
,® 6 » e. ee 


L—s 


n'‘: 


En développant le logarithme en série, on obtient 


6 + Dre -L ve? 
In Os (C1, lo) — 2 


de 


i kieg-!-kori Kior its koptire \ | 
“x EDR Ha SE Eee | —... (3.163) 


136 FONCTIONS DE LA VARIABLE ALÉATOIRE [CH. 3 


Lorsque le nombre de composantes r augmente indéfiniment, on a 


bacs 
Lim On (05, D) e 2 Creer) (3.164) 
ñn—r00 
ce qui coïncide avec la fonction caractéristique des écarts normés 
de deux variables aléatoires ayant une distribution normale bidi- 
mensionnelle [comparer avec (3.123)]. 

Ceci montre que la loi de probabilité des composantes de la 
somme de vecteurs indépendants normés suivant une même loi de 
distribution tend, au fur et à mesure de l'augmentation du nombre 
de composantes. vers la distribution normale bidimensionnelle. 

À partir de la densité de probabilité bidimensionnelle des com- 
posantes du vecteur résultant normé 

1 ins  . 
Won (x, y) ad 2 Vie 2(1—7$) ; (5.169) 
on peut facilement trouver l'expression asymptotique de la densité 
de probabilité des composantes du vecteur résultant non normé 


1 
= ———_ EXD —— << XX 
21h00: V 1—r* { 2n (—r?) © 


Ç [Uzna) (r—na;)(y— nas) |; (y— na) =, 
UN CE 27 ee + GE |) (3.165 


O102 ES 


Won (x, y) Fra 


En utilisant (3.163) on peut avec une erreur de l'ordre de - 
trouver la correction apportée à la loi normale bidimensionnelle 
(3.165) 


+ (v$i2rvitetrs) 


Osn (LU, Le) <e * 
L. bi kyc$tkocs  kyotit3-i-kotirs)\ 1 1 
[1-7 (ES + SE te) +0 (-) | ° 
En appliquant à ©, (v,, v-) une transformation bidimensionnelle 
e e 1 « e Le 
de Fourier inverse, on trouve, aux termes d'ordre — près, la densité 


de probabilité w, (x, y) des composantes du vecteur résultant 


(En: Yn) 


OÙ do Î de ve 
— (TH Ervirta T3) 


_ | | e-i(vix+r2y) e = A 


Won (x, y) re AE 
— 00 — 00 


| (= ( Es Keus se Karité + Katirs | | du du. 


En écrivant cette expression sous la forme d’une somme d’intégrales 
et un utilisant des relations analogues à (3.157), on trouve 
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l Ca? 2rxy+ v£ 
Lon (x, Je € 21-72) 


2x V1— 
RE rerreue mL Du — rkie) [(ry— 2x) —3(1— 7°) X 


X (ry— x) + (ka—rka) [(rz — y} —3(1—7) (rx —y)] + 
+ 3kaay (1 — 7) [(ry — 2) — (1 —r°)] + 
+ 8kat (1—r*)[(rz —y} —(1—r)]}. (3.166) 
Si les composantes £, et n, de chacun des vecteurs de la somme 
sont indépendantes, de moyenne nulle et de variances 6° égales, la 
densité de probabilité bidimensionnelle du vecteur résultant sera 
en vertu de (3.165°) 
4-5 - 
Wan(ty esse *"%. (3.167) 
Les résultats du paragraphe 3.2.2 permettent de conclure que la 
distribution du module de la somme desdits vecteurs {end asympto- 
tiquement vers La loi de Rayleigh 


a 


p- 


Win(p)= ge 2, (3.168) 


et la distribution de la phase de cette somme est asymptotique- 
ment uniforme sur l'intervalle (—x, x). 


3.5. CONVERGENCE D'’UNE SUITE DE VARIABLES ALÉATOIRES 


Le théorème central limite étudié au paragraphe précédent con- 
cerne une suile infinie de variables aléatoires et les propriétés limi- 
tes et asymptotiques des lois de probabilité des termes de cette 
suite. Comme ultérieurement nous utiliserons également des opé- 
rations limites sur les variables et les processus aléatoires, nous 
allons nous arrêter plus en détail sur cette question et trouver le 
sens qu'il faut attribuer aux opérations probabilistes limites. Mise 
à part la notion générale de convergence de l'analyse mathématique, 
il existe plusieurs définitions de la limite des suites de variables 
aléatoires. Chacune de ces définitions est liée à un certain critère 
de convergence. 

Mentionnons tout d'abord plusieurs définitions. La suite des 


variables aléatoires E,, . .., EË,, . . . converge en probabilité vers 
la variable aléatoire £, si pour tout € >> 0 on a 
lim P{|E, —&812>e} = 0. (3.169) 


Si la suite de ë, converge en probabilité vers £, on dit que la 
densité de probabilité w,:, (x) converge pour #7 — oc, dans le sens 
usuel, vers la densité de probabilité ur: (x) de la va riable aléatoire 
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& en tous les points de continuité de cette densité. Si la suite de E, 
converge vers la grandeur constante c, la densité de probabilité 
Wi:, (x) converge vers la fonction delta à (x — c). 
Enfin, il faut mentionner la convergence en moyenne déterminée 
par la condition 
limm {| —El}=0, k>1. (3.170) 
71—+00 
Un cas particulièrement important de convergence en moyenne est 
la convergence er moyenne quadratique 


lim m; {|E, — 6 F} = 0. (3.171) 

La convergence en moyenne quadratique entraine la convergence 

en probabilité. En effet, en substituant dans (2.91) au lieu de E 
la différence &, — £, on obtient 


ma {En —E[ 
P{En—E|>e)<- Mir Et, 
d'où pour nr —+ œ l'affirmation faite se trouve vérifiée. L'inverse 
n’est en général pas vrai. Ainsi, par exemple, la suite des variables 
aléatoires £, distribuées suivant la loi de Cauchy wi:, (x) = 
n .1., 7 » 

<drr Converge en probabilité vers zéro, car dans ce cas 
Wiÿn (x) —+ 8 (x). Cependant m1 {| E, (*} n'est pas borné pour un n 
quelconque (voir problème 2.3). 

Comme la convergence en moyenne quadratique entraîne la 
convergence en probabilité, (3.171) entraîne la convergence dans le 
sens usuel de w15, (x) vers wi: (x). 


Problèmes 


3.1. a) Démoutrer que la densité de probabilité du produit de variables 
aléatoires normales liées de moyennes nulles, de variances 0°, 0% et de coefficient 
de corrélation À est égale à 

Ry 
." 1y| | o102(1-R3) 
———— — À) | e 
1010: V 1— A2 Loc: (1—R?) É 


où Æo (x) est une fonction de Bessel de seconde espèce d'ordre zéro de l’argu- 
ment imaginaire. 


Wis(y) = (1) 


b) Démontrer que la densité de probabilite du quotient 51 de deux varia- 


bles aléatoires normales liées de moyennes &;, a>, de variances 0°, oi et de cocffi- 
cient de corrélation R est égale à 


11 1 — À: OO { PRE 
GE No ou Loc 5 (2105 — 
a 0$— 21010,y + 03y* 


Wi (y) = 2 (1— R2) 0i0: 


CXP ee 


CE 


- 
e 


—2Ra;a:0,0:+ a20?]} [1 + V 212? Fo (2)]. (1°) 
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où : 
a201 — Ra1010, + a103y — Ha:0,0:y 
102 V(1—R?) (03y — 2R0Oj0y -- 0?) 


D . 
æ — 


et Fo (:) est donnée par (2.66). 
Dans le cas particulier où a; = a» = 0 


O 
1 — 2? A 
W (y) PAUREE - RE (1°) 
d —ÙIR "= y | = - 
1 2R o! + ( A } (/ 


Démontrer que pour /? = 0 la distribution (1”) est la distribution de Cauchy. 

3.2. Démontrer que la densité de probabilité du module du rayon vecteur 
d'un point, dont les coordonnées sont indépendantes et ont une distribution 
normale de paramètres (a;, o1) et (a2, O2), est 


p,1,1 1 (£ Æ] 
its) 5 TE + I D 
W. P= TE c 4 © ce 7 "Ay-0s; {2 [S (7) |* 
2 : 1 . 
© 


ajÿ , 43 |... p® f 1 _t , 
ds Q'ÆTEIÉE 2 Din (re) ]* 


mMm= 


ai ' ai « a201 
x Lan PV SES | ces (2 arc (g “)} " p>O (2) 


Vérifier que pour 6, = 62 := 6 la formule (2) devient (3.70), étudier éga- 
lement le cas particulier a; — a2 — O0 ct montrer que (2) entraine la formu- 
le (3.38) pour la densité de probabilité du carré du module du rayon vecteur. 

Montrer que pour a; = a = O et des coordonnées corrélées la densité 
de probabilité du module du rayon vecteur est égale à 


211.1 
MOT os (5) 2 


a = 0 + 03 V/(0? — 02)° + 4rt0ioë, 
B — o? + 03 — V/(0? — oi)° -- 4r°0%0;, 


r étant le cocfficient de corrélation des coordonnées. 

3.3. Démontrer que la densité de probabilité du produit de deux variables 
aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur le segment (a, b), 
b>a>0, est égale à 


1 y 


enr 
CE ab << y <b*. 


3.4. Démontrer que la densité de probabilité de deux variables aléatoires 
indépendantes de Rayleigh de paramètres 6, ct o2 respectivement est égale à 


W: W= TS Ko ( FA ) , Y>0, (4) 
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où À, (x) cest une fonction de Bessel de seconde espèce d'ordre zéro de l'argu- 
ment imaginaire. 

3.5. Démontrer que la densité de probabilité de la somme de deux varia- 
bles aléatoires indépendantes, dont l'unesuit une distribution normale de moyen- 
ne nulle et de variance 0°, et l'autre est unc sinusoïde d'amplitude a ct de phase 
aléatoire, est égale à 


W:; We "0 [2 (33) d (&) id 


Scme(d)n (En). 0 


n=1 


où Jh (:) est une fonction de Bessel d'ordre n de l'argument imaginaire. (On 
peut trouver dans {11, pages 114-115] les graphiques de W, (y) ct de la fonction 


de répartition correspondante, ainsi que les relations asymptotiques pour _ > 1.) 
3.6. Utilisant la formule de sommation de Poisson 


O0 


Y h (n) = D j x (x)e"Tinx Gr, (6) 


n= — 00 11— — 00 — © 


démontrer que la densité de probabilité de la variable aléatoire E rapportée 
à l'intervalle de périodicité [voir (3.13)] est égale à 


w? = {1+2 S Le: (=) 
r—1 


où 6, (r) est la fonction caractéristique de la variable aléatoire E: 


cos É (z— Fr) |} : (7) 


nt 0 (=) 
Fr Sir BAG | 

3.7. a) Utilisant le résultat du problème 3.6 démontrer la propriété sui- 
vante de la densité rapportée à l'intervalle de périodicité. Supposons que & 
représente la somme de deux variables aléatoires indépendantes continues, dont 
l’une est uniformément distribuée sur l'intervalle ( — = | 5) , la scconde ayant 
une distribution arbitraire. Dans ce cas la densité de probabilité, rapportée 
à l'intervalle | — : 5) . est toujours uniforme. 

b) Utilisant le résultat du problème 3.6 démontrer que la densité de proba- 
bilité de cos (qs — 2), où 1 ct ç2 sont des variables aléatoires liées de fonction 
caractéristique 6: (4, v), est de la forme 


W: FE {: +2 > 6: (k, —k) cos [k arc cos y + arg 6: (k. 1} ; 
a V1—1Yÿ ou 


3.8. Démontrer l'expression suivante pour la densité de probabilité de la 
somme de deux variables aléatoires indépendantes, dont l'une a une distribu- 
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tion normale de paramètres (a, ©), et l’autre est uniformément distribuée sur 
l'intervalle (b, c) 


nef (Te 


F (z) étant la fonction de Laplace [voir (1.34)]. 

3.9. Soient &1 ct £- des variables aléatoires normales indépendantes de 
moyennes nulles ct de variances 0°. Trouver l'expression suivante pour Îles 
densités de probabilité et les fonctions de répartition: 


pour | Ei | 
x° 
9 = 
w(n=——e “7, (9) 
o V2xr 
Fit=2r(£)-1 2>0 (9°) 
pour |£l+ |£2l 
x° 
a ler) 
; es — € 2F —)—1|, 10 
ae [ar (ES co 
° = 2F si )-1f CS , 
Fi (x) [ J CCE 0. (10”) 


Comparant (9') et (10’) vérifier que 
P {1 £ | + |E21<z} = P* {| Es + E&1<z};: 


pour | &1 | + 2 


w', De e Ar (3) (11) 
Fer (ES): 11°) 
pour | ës | — | 52 | ; 
(9 == = e Sr 5) (12) 
Fire (TE) ._2€0, 
Ft) =4F si) 1 r>0. (42°) 


Dans ces formules F (x) est l'intégrale de Laplace {voir (1.34)]. 

3.10. En utilisant la formule (3.36) vérifier que la fonction de répartition 
et la densité de probabilité de la somme de deux variables aléatoires indépen- 
dantes ayant une distribution de Rayleigh de mème paramètre © [voir (2.75)] 
est égale à 


ae. ler | u | 
Fi(y)=1—e Varie Fo As) (13) 
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n° = y? 
L : 756 fat v? ET 
Me ie RE), ua 


où Fo(z) = F (x) — > ct F (x) est l'intégrale de Laplace. 


3.11. Démontrer que la fonction caractéristique d'une variable aléatoire 
uniformément distribuée sur l'intervalle (a, b) est égale à 
cibr—giav 


®, (1) = (14) 


b—a 


En développant le second membre de (14) en série de Maclaurin, démontrer que 
les moments non centrés de la distribution uniforme sont donnés par la formule 


| bh+1 — aktl 


PRO RET De Es 
Etudier le cas particulier d'une distribution uniforme symétrique a = —b 
et montrer qu'on a alors: 
sin bv 
EN (9 ion 

Mah+1 = Mons, =0, 
beh ; 
Ma = Man » (15°) 


. 3.12. Démontrer que la fonction caractéristique du carré d'une variable 
aléatoire normale de paramètres (0, o) est égale à 


1 
V1 2io 
En développant le second membre de (16) en série suivant les puissances 


de v, démontrer que les moments non centrés sont donnés par les formules sui- 
vantes: 


6: (c) = (16) 


(2k—1)!k! 
(2k) !! 


où (2k)!! est le produit de tous les nombres paires de la séric naturelle jusqu'à 
2k inclus, (24 — 1)!! est le produit de tous les nombres impairs de la serie 
naturelle jusqu'à (2k — 1) inclus. 

3.13. Démontrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire 
distribuée suivant une lot de Rayleigh est égale à 


my = (202)h — 02h (2k—1)!!, (17) 


9 


OST. 


e, o=t+io)/ S[iso(H) se (18) 


où ® (x) est la fonction de Kramp [voir (2.65)]. 

Par dérivation successive trouver les moments non centrés de la distribu- 
tion de Rayleigh et comparer avec (2) du problème 2.1. 

3.14. Montrer que la fonction caractéristique d’une oscillation harmonique 
a Cos (@of + œ) d'amplitude constante a, de pulsation constante &, et dont 
la phase aléatoire @ est uniformément distribuée sur l'intervalle (—x, x) est 
égale à 


@: (2) = Jo (av), (19) 


Jo (x) étant la fonction de Bessel de première espèce d'ordre zéro. 
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° 2 
Démontrer que la variance de cette distribution est égale à _ et que le 


coefficient d'aplatissement est —1,5. 

3.15. En utilisant (16) du problème 3.12, démontrer que la somme de n 
carrés de variables aléatoires normales indépendantes réduites suit une distribu- 
tion du ÿ° à n degrés de liberté 


L_1 par et | | 

Mo CL N av 
M. = 

no EE) (21) 


Montrer que les moments non centrés de la distribution du y° à n degrés de 
liberté sont donnés par la formule 


n 


mes (5+1)... (5 +4) 2, (22) 


les cumulants de la distribution étant 
%n = 2k-in (k — 1)! (23) 
Comparer (22) avec (2) du problème 2.1 pour la distribution exponentielle 
qui est une distribution du je a deux degrés de liberté (nr — 2) [pour la distri- 
bution du +° à un degré de liberté voir (3.10°)]. 
3.16. Soit A une variable aléatoire distribuée suivant une loi du #° à 


m 
n; degrés de liberté (voir problème (3.15). Démontrer que la somme > ER des 
i—1 


mn 
variables indépendantes suit une loi du 4° à n = Ÿ n; degrés de liberté. Mon- 
= { 


= 
trer qu'il en découle que la somme de m variables aléatoires indépendantes 
distribuées suivant une loi exponentielle suit une loi du 7° à 2m degrés de liberté. 
3.17. Soient &; (i — 1, ..., n) des variables aléatoires indépendantes 


ñn 
uniformément distribuées sur l'intervalle (0, 1) et soit EU") — > E; leur somme. 


i=f 


Montrer que la densité de probabilité de E(n) est égale à 


w'{ Een 2 fs ES di ES dE 
= 


rCrr Lr+<i, r—=0,1,...,n—1. (24) 


3.18. En utilisant (19) du problème 3.14 et les résultats du $ 2.4.3, démon- 
trer que la densité de probabilité d'une somme d'oscillations harmoniques 
d'amplitudes constantes et de phases uniformément distribuées E — 
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n 
= Ÿ a, sin (opt + qu) est égale à 
h=—1 
: co n 
Vin @=-r|[1+2Y> cos = II Jo ( un ) , 
r=1 k=1 


Ir1<4= Ÿ op. (25) 
=! 


ES le cas particulier des oscillations de même amplitude a, = a pour les- 
quelles 


[e ©} 
1 Arz x 
un (r) = , > cos F7 
in (2) 2na | : na 


()]. 1rl<ne  e5 
r=i{ 


ct trouver la probabilité pour la somme E de ne pas dépasser en valeur absolue 
Aa. Ecrire la densité de probabilité de la somme de deux oscillations harmoniques 
de même amplitude ct de phase aléatoire sous la forme suivante : 


U'yn (x) — 1 K Ta e 
12 ( = V 4a? 


où À est une integrale elliptique complète de première espèce. 

3.19. Soient deux variables aléatoires n ct & liées par la relation fonction- 
nelle n = F (£). Supposons que F (x) est la fonction de répartition de la variable 
aléatoire £. Montrer que dans ces conditions la variable aléatoire n est 
uniformément distribuée sur l'intervalle (0, 1). 

3.20. Démontrer que pour la somme de variables aléatoires indépendantes, 
on a les relations 


)- |z|< 22, (26) 


n n 

MD El = Ù Matt}. (27) 
1—1 1 
n n 

MIS ble D Mat +6 Mo{ti} Mets}. (28) 
+1 1—1 1<) 


3.21. Montrer que la fonction caractéristique d'une variable aléatoire 
discrète distribuée suivant une loi de Poisson [voir (1.39)] cest égale à 


@, (0) = ete —1), (29) 


En utilisant (29) démontrer que la somme de variables aléatuires de Pois- 
son indépendantes cst également distribuée suivant une loi de Poisson. 

3.22. Le nombre de réalisations d'un événement lors de n épreuves indé- 
pendantes peut être interprété comme la somme de variables aleatoires indé- 
pendantes, prenant chacune l’une des valeurs { ou 0 avec respectivement les 
probabilités p et g — 1 — p. Compte tenu de cette remarque trouver l’expres- 
sion suivante pour la fonction caractéristique de la distribution binomiale 


61 (v) = (pei? + g}n. (30) 


En utilisant (30) trouver les moments de la distribution binomiale. } 
3.23. Montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire 
distribuée suivant une loi de Cauchy (voir problème 2.3) est égale à 


@4 () = et, (31) 
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A partir de (31) démontrer que la somme de n variables aléatoires indépendantes, 


distribuées suivant une loi de Cauchy, est également distribuée suivant une 
loi de Cauchy 


1 , 
in (x) nv: vs . (32) 


3.24. Problème du « voyageur errant ». Soit un point se déplaçant dans 
le plan suivant des segments de droites, ces déplacements pouvant être considé- 
rés comme des vecteurs mutuellement indépendants de composantes aléatoires 
(ëx, 4). La position du point après n déplacements est donnée par le vecteur 

n ñn 


résultant de composantes ë — Ÿ Er tn = ÿ n.. Supposons que le module 
k=1 k=1 
on = VEË + nf et la phase 0, = arc tg VE de chacun des vecteurs sont égale- 


ment indépendants, la phase étant uniformément distribuéc sur l'intervalle 
Q 2x), et la densité de probabilité du module égale à w,4, (r). Montrer que la 
ensité de probabilité du module du vecteur résultant est égale à 


©œ n œ 
Wintr)=r [ sJo(rs) J[ | win (v) Jo(vs) du ds, r >0, (33) 
Ü k=1 Ù 
et que la fonction de répartition correspondante est 
© n 
Fatt)=R Ji (Rs) [[ vu () Joos) ds. R>0. (34) 
0 k=1 


Considérer un cas particulier où toutes les longueurs des vecteurs sont 
constantes ct égales à &, = a,. Montrer qu'alors en vertu de (33) on a 


œo ñn 
Wan (r)=r | sJo (rs) [[ Jo(ars) ds. r>0. (35) 
0 R=1 


Lorsque Îles modules des vecteurs ont une même distribution, c’est-à-dire 
si wi (r) = w (r), en vertu de (33) on a 


Wn(N=ri [ Vus (v) Jo (vs) dv |" Jo (rs) ds. (36) 
0 0 


Trouver pour ce cas la formule asymptotique lorsque le nombre de termes de 
la somme augmente indéfiniment 


rè 


2r men 3 n ri 22 1. 
Win (7 + AT no [+ (2 (sr - ! +1)2... |. 


\2MIN® Mon 
(37) 


où m2 et m, sont le premier ct le quatrième moments non centrés de la distri- 
bution wi (r\. 
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Chapitre 4 


PROCESSUS ALÉATOIRES 


4.1. CARACTÉRISTIQUES DE PROBABILITÉ 
DES PROCESSUS ALÉATOIRES 


4.1.1. Classification des processus aléatoires. Dans les chapitres 
précédents nous avons exposé les notions fondamentales de la théorie 
classique des probabilités, essentiellement consacrée à l’étude des 
lois de distribution d’une variable aléatoire ou d’un système formé 
par un nombre fini de variables aléatoires. Dans les chapitres sui- 
vants nous présenterons certains résultats et applications radio- 
techniques des éléments de la théorie moderne des processus aléatoi- 
res *), théorie étudiant les variables aléatoires dépendant d'un para- 
mètre variable, par exemple, du temps. Le cours des processus dé- 
lerministes est défini d’une manière univoque, au contraire, celui 
des processus aléatoires représente les variations d'états d’un système 
physique impossibles de prévoir. 

On peut citer à titre d'exemple de processus aléatoire les fluc- 
tuations (effet de grenaille et effet thermique) des dispositifs radio- 
techniques. L'étude de la tension de bruit à la sortie d'appareils 
identiques montre que les fonctions décrivant les variations de cette 
tension dans le temps sont différentes. La théorie des processus 
aléatoires a pour but de rechercher les lois probabilistes reliant ces 
différentes fonctions décrivant un même effet physique (bruit de 
fond, par exemple). 

Quantitativement un processus aléatoire est décrit par une 
fonction aléatoire du temps E(t) qui à tout instant £{ peut prendre 
différentes valeurs suivant une certaine distribution. Ainsi pour 
tout 4 — #4; la valeur E£; = Ë (t;) est une variable aléatoire. 

Tout processus aléatoire (fonction aléatoire du temps) est donné 
par un ensemble de fonctions du temps et les lois caractérisant les 
propriétés de cet ensemble. Toute fonction de cet ensemble est 
appelée réalisation de la fonction aléatoire. On désigne par E‘*(4), 
où Æ est un nombre réel quelconque, une réalisation de la fonction 
aléatoire E(t). Un processus déterministe a une réalisation unique 
décrite par une fonction donnée du temps S(f). 

Suivant que les valeurs possibles du temps # et de la réalisation 
E (t) appartiennent à un ensemble discret ou à un segment de l'axe 


*) Parfois au lieu du terme «processus aléatoire » on utilise le terme « pro- 
cessus stochastique ». La notion de champ aléatoire, fonction aléatoire à plu- 
sieurs variables, est une notion plus générale. 


4.1] CARACTÉRISTIQUES DE PROBABILITÉ 147 


réel (ou peut-être de l'axe entier), on distingue quatre types de pro- 
cessus aléatoires : 

4) Les processus aléatoires du type général: t et E(t) peuvent pren- 
dre toutes les valeurs possibles sur un segment de l’axe réel (ou 
de l'axe entier); 

2) Les processus aléatoires discontinus (discrets) : { est continu et 
les valeurs de Ë(£) sont discrètes : 

3) Les suites aléatoires du type général: t est discret. et E(t) peut 
prendre des valeurs quelconques sur un segment de l'axe réel (ou 
sur l’axe entier); 

4) les suites aléatoires discrètes: t et ë(t) sont discrets. 

Les réalisations d’un processus aléatoire peuvent être des fonc- 
tions continues du temps (fig. 4.1). On peut, par exemple, utiliser 


Ent) 


t 


Fig. 4.1. Réalisation d’un processus aléatoire 
continu 


un tel processus aléatoire pour la description macroscopique du bruit 
de fond. Les réalisations d’un processus aléatoire discontinu sont 
des fonctions en escalier du temps (fig. 4.2) comme, par exemple, 


Et) 


t 


Fig. 4.2. Réalisation d'un processus aléatoire discret 


celles que l’on rencontre à la sortie des systèmes de régulation auto- 
matique à relais ou des dispositifs de quantification des signaux. 

Une classe particulière de processus aléatoires sont les processus 
aléatoires quasi déterministes dont les réalisations sont décrites par 
des fonctions du temps d'un type S donné, contenant un ou plu- 
sieurs paramètres 01, 02, . .. ne dépendant pas du temps. Ainsi, 
l'ensemble des réalisations d'un processus quasi déterministe peut 
s'écrire de la manière suivante : 


ED = S (6 Dis Pas © » .). 
103 


148 PROCESSUS ALÉATOIRES [CH. 4 


Les processus représentés par des fonctions aléatoires de l’argu- 
ment continüment variable { n'englobent pas tous les modèles pro- 
babilistes des phénomènes physiques. On peut imaginer un processus 
aléatoire décomposé en étapes consécutives, qui sont des fonctions 
aléatoires d’un temps discret. 

Par exemple, la suite aléatoire figurant dans le problème bien 
connu du voyageur errant (mouvement brownien, réflexion par des 
hétérogénéités, propagation à rayons multiples, etc.), où chaque 
« pas » (déplacement) peut être une grandeur quelconque (bornée) 
révlle. ces « pas » ne se produisant qu’à des instants discrets. Si 
les « pas » ne forment qu'un ensemble discontinu. ceci correspond 
à la réalisation d’une suite aléatoire discrète. 

Une chaîne de Markov simple (voir $ 1.3, chap. 1) peut servir 
d exemple de suite aléatoire discrète. La particularité de cette chaîne 
est que la probabilité de passage de l’état x (s) à l’un des états y 
possibles pour { = s + 1 ne dépend pas des états du système aux 
instants £{ << s. Les processus aléatoires ayant la propriété mentionnée 
sont dits processus sans post-action. L'absence de post-action signifie 
que les liaisons mutuelles probabilistes dans un processus aléatoire 
à temps discret n'agissent pas au-delà d'un pas. 

Si dans une chaîne de Markov on enlève la restriction astreignant 
t à prendre des valeurs entières, on obtient un processus de Markov 
$ (1) régi par la probabilité de passage P {y, t |x. Lo} de l'état x 
à l'instant {o à l’un des états de l’ensemble E < y à l'instant £. 

Dans de nombreux problèmes de radiotechnique on étudie les 
signaux utiles et le bruit les accompagnant, l’ensemble formant un 
processus aléatoire. Souvent le signal peut être considéré comme la 
partie déterministe ou quasi déterministe de ce processus, et le 
bruit comme une partie purement aléatoire. Cependant dans la 
théorie moderne des communications (théorie de l'information) 
les signaux sont considérés non pas comme des fonctions données 
du temps, mais comme un ensemble de fonctions possibles du temps 
ayant certaines caractéristiques probabilistes. On peut envisager 
des cas où les bruits (ou leur simulation) deviennent une partie dé- 
terministe du processus. 

4.1.2. Fonctions de répartition. Passons maintenant à la défi- 
nition des caractéristiques probabilistes d'un ensemble de réalisa- 
tions d’un processus aléatoire. 

Soient N réalisations d’une fonction aléatoire. Prenons-en les 
n, réalisations dont les valeurs à un instant déterminé #, sont infé- 
rieures à un certain nombre z;. Lorsque est suffisamment grand, 


la proportion Here des fonctions se trouvant à l'instant ft; 


au-dessous du niveau zx, sera statistiquement stable, c’est-à-dire que 
ce sera un nombre à peu près constant. Ce nombre est appelé pro- 
babilité pour la fonction aléatoire E (£), pour £ = {,, de se trouver 
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au-dessous du niveau zx. Cette probabilité s'écrit P {E (4)<zx1}. 

Cette probabilité tout comme le nombre 7, dépend de l'instant 
et du niveau choisi, c'est-à-dire que ce sera une fonction des deux 
variables £, et x,;. La fonction 


Fi (zu à) = P { (4) < x} (4.1) 


est appelée fonction de répartition unidimensionnelle des probabilités 
du processus aléatoire. Si la fonction de répartition possède une 
dérivée partielle par rapport à x: 


TE ur (aus Ho), (1.2) 
cette dérivée est appelée densité de probabilité du processus aléatoire. 

Les fonctions F; (x;, 4) et ui (r1, t,) sont les caractéristiques 
les plus simples d’un processus aléatoire et ne le représentent qu'à 
des instants donnés. 

Pour caractériser d'une manière plus complète un processus 
aléatoire il faut connaître la relation existant entre les valeurs pro- 
babilistes des fonctions aléatoires pour deux instants arbitraires 
t et {. Pour cela considérons de nouveau W réalisations d'une fonc- 
tion aléatoire et prenons les », réalisations dont la valeur à l'instant 
t, est inférieure à zx,, et à l'instant £, inférieure à r:. Comme précé- 
demment pour un {V suffisamment grand la proportion 


n2 (z1, la. To, L2) 
N 


des fonctions se trouvant pour { = t, au-dessous de zx, et pour { = t 
au-dessous de zx, sera statistiquement stable, donc un nombre à peu 
près constant. Ce nombre est appelé probabilité pour la fonction 
aléatoire E£ (4) pour £ — f; de se trouver au-dessous du niveau x; 
et pour £ — {, au-dessous du niveau 22. 

Cette probabilité P {E (#4) 1, E (t2) L T2} est une fonction 
des quatre variables zi, Z2, Li, Lo 


Fa (dis To tas to) = P {E (4) Lx, E (te) 2}, (3.3) 


et s'appelle fonction de répartition bidimensionnelle du processus 
aléatoire. 
Si la fonction Fo (xs, Zo, t1, t>) possède une dérivée 


Fa (rye Tes lys la) 


OZ4 OL = We (ti, Ta, li, bo), (4.4) 


cette dérivée s'appelle densité de probabilité bidimensionnelle. 
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On peut d’une manière analogue définir la probabilité pour la 
fonction aléatoire E (£) à n instants f4, £2, . . ., &, de se trouver au- 
dessous des niveaux Zi, Zo, . - «s Tn 


P {& (41) < Ti; ë (£2) < L2s & (ên) < In} — 
— F, (xi, Los se is Ds Las Lo, . tn). (4.5) 


Cette probabilité est une fonction de 2n2 variables et s'appelle 
fonction de répartition à n dimensions du processus aléatoire *). 
Si la fonction F, (ri, Ze, . . ., Zn: 1, Los . . ., th) possède une 
dérivée 
oùf'h (pe lus ses Le {ts Lans se ln) 
OT JLe ... ln ui 


— Un (x:, Lo. ..., La; Li, Lo, ... lu); (4.6) 


celle-ci s'appelle densité de probabilité à n dimensions du processus 
aléatoire. 

La suite des fonctions wi (ri, ti), Wa (T1, To, dy. te), . .. 
sr Un (Lys Los + + + Tns Lis É2s + + +, ln) eSt en quelque sorte une 
échelle dont chaque marche caractérise de mieux en mieux le pro- 
cessus aléatoire. La suite de fonctions considérée doit avoir toutes 
les propriétés des densités de probabilités étudiées au chapitre 2. 
En particulier toutes les densités de probabilités d'ordre inférieur, 
jusqu'au premier, peuvent être obtenues à partir de la densité de 
probabilité d'ordre ». 

De plus. la densité de probabilité d'un processus aléatoire doit 
satisfaire à la condition de symétrie par rapport à tous les couples de 
variables (x;, £;), (xs, tj) 


Un (x:, To, CE ZE | Th Lis bo, . + th) = 


= Vh (Zn Thor Th lp LR . TE (4.7) 


où k,. ke. . . ., k, sont des nombres entiers de 1 à » disposés dans 
un ordre arbitraire. 

Ainsi. les propriétés probabilistes d’un processus aléatoire 
(fonction aléatoire) peuvent être caractérisées par la densité de 
probabilité à nr dimensions et cela avec d'autant plus de précision 
que x est grand. Si l’on se limite à une fonction à r dimensions, la 
fonction aléatoire se trouve identique à un ensemble de x variables 
aléatoires E, = E (t;), i = 1, 2, ..., n, ou à un vecteur aléatoire 
ë (E,, ..., E) dans un espace à #7 dimensions. 

On peut illustrer de la manière suivante les notions qu'on vient 
d'introduire. Faisons correspondre à chacune des réalisations E(*) (#) 


*) Seuls les niveaux r; sont considérés comme les arguments de la fonction 

e ., . # ® ? __? “ « L] « 
de répartition, les instants f;: étant considérés comme des paramètres; d'où 
le terme de fonction à n dimensions ct non à 2n dimensions. 
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du processus aléatoire une suite d'impulsions rectangulaires adja- 
centes, de durée 7 égale à la période de leur répétition. L’amplitude 
de la m-ième impulsion de cette suite est prise égale à 


Bu (m2) 7] 


Nous appelons la suite ainsi déterminée suite d'impulsions de réfé- 
rence. En remplaçant chacune des réalisations du processus aléatoire 
par une suite d'impulsions de référence on obtient un ensemble de 
suites d’impulsions apparaissant à des instants multiples de la durée 
de l'impulsion. L'’amplitude de l'impulsion correspondant à l'ins- 
tant t, — mT est une variable aléatoire E,, dont l’ensemble des 
valeurs possibles forme un ensemble d'amplitudes {4,2}. 

On construit ainsi une approximation du processus aléatoire 
£ ({) par une suite d'impulsions de référence d'amplitude aléatoire 
Em l'approximation étant d'autant meilleure que la durée de l'im- 
pulsion de référence est petite. La densité de probabilité unidimen- 
sionnelle du processus aléatoire est pour cette approximation la den- 
sité de probabilité des amplitudes aléatoires E,, qui peut dépendre 
du numéro m de l'impulsion (c'est-à-dire du temps). La densité de 
probabilité bidimensionnelle du processus aléatoire est représentée 
par la distribution conjointe des amplitudes aléatoires d'un couple 
quelconque d’'impulsions de référence. De même la densité de pro- 
babilité à nr dimensions du processus aléatoire est donnée par la 
distribution d’un groupe quelconque de = impulsions de référence. 

En utilisant $ 2.1.5 on peut également déterminer la densité 
de probabilité conditionnelle du processus aléatoire #, (x,, tn | 1, .- .. 
….s Tnt Lis + + + ln 1) Comme la densité de probabilité de 
(4,) = x, à condition toutefois que Ë (#;) = x, i — 1, ..., n — 1. 

Il est évident que les propriétés probabilistes d'un processus 
aléatoire peuvent être décrites par une suite de fonctions caracté- 
ristiques 


uit © 


Os (Dis tr) = my etnistt)}, (4.8) 
6: (Us, Ugs Lis b) = M; {eifrs(hi) veste), (4.8') 


On (Dir +. Uns dis ces fn) = mi (exp {i 2 kE(x)]}, (4.87) 


Ed 
— 


R 


liées par une transformation de Fourier aux densités de probabilité 
(voir $ 3.3.4) 


Wy (Lis di), Wa (is Los ds a), + +, Wn (Ty + + + ns las + +. fn). 


On peut trouver la caractéristique du processus aléatoire en 
entier en augmentant indéfiniment le nombre nr d'instants fi, #2, . .. 
.., tn de manière à remplir tout l'axe réel. Soit v, = (ty +1 — #4)u(én), 
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où v (t) est une certaine fonction continue du temps, et supposons 
que | v (£) & (4) dt soit convergente en moyenne quadratique (voir 


$ 3.5), c'est-à-dire que 


ñn-+00 


lim m: {| S UhE (x) — f uv (4) E (6) at |} — (). 
h=-n 


On a alors 
lim GO, (4, ..., Uno lys cs ln) = 


— lim m, {exp [à S UrE (4) |} = 
k=i 


N—+00 


= M, {exp{ { v({) Ë(£) dt |} =Of[v(t)]. (4.9) 


La fonction © [v (4)]l est appelée fonctionnelle caractéristique du pro- 
cessus aléatoire E (f). 

Parfois on n’a pas besoin de toute l'information fournie par les 
densités de probabilité: on peut se limiter à des caractéristiques 
numériques du processus aléatoire telles que les moments non centrés 
de la distribution qui, dans le cas général, peuvent être déterminés 
de la manière suivante [voir (2.113)]: 


Mhshe...hn (ts Las oo +1 En) = My (EM (63) ER2 (2) . . . Ein (4,)} = 


=. | rhighs ...æin X 


X Un (z1, Los + + + Ln) Lis ds 4 th) dxidx; sé + « dr. (4.10) 


On peut également trouver ces moments à l’aide des fonctions 
caractéristiques en utilisant la formule (3.122). 

Un nombre réduit de caractéristiques numériques suffit pour 
décrire certaines propriétés des processus aléatoires. Les plus con- 
nues sont : 

la valeur moyenne du processus aléatoire (ou moment d'ordre 1) 


mi {E (t)} = À zu (x, à) dx = a (6), (4.14) 


la variance du processus aléatoire (ou moment centré d'ordre 2) 


ms {LE (6) — & ()F} = | [x — a (4)F ui (x, t) dr = oË (1), (4.12) 
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la fonction de corrélation du processus aléatoire (ou moment non 
centré mixte d'ordre 2) 


mi {E (t1) E (£2)} 


-{] | situe (z: Las Lis L2) dz; dt: —_ 


— B: (£1, Lo). (4.13} 


Connaissant Ja fonction caractéristique  bidimensionnelle 
O> (03, Vo, ti, 12) du processus aléatoire E (f), on peut à l'aide 
de (3.122) trouver la fonction de corrélation 

Bet, 4)= —-292 (ie le nr de) (4.14) 


CHA O2 Dy=D2—=Ù0 
Notons que par définition de la fonction de corrélation on a: 
B; (ti, te) = B (l2, ti). 


4.1.3. Cas où les premières densités de probabilité contiennent 
toute l'information concernant le processus. Comme nous l’avons Sa 
mentionné, la suite wy (zy, . .- ., Zn, li, . . ‘ r), k = 1, 2, : 

., R, ..., des densités de probabilité caractérise de mieux en 
mieux le processus aléatoire au fur et à mesure de l'augmentation 
du nombre k, de plus, les fonctions w, recèlent déjà toute l’informa- 
tion sur toutes les densités de probabilité d'ordre k << n, le contraire 
n'étant en général pas vrai. Cependant en dépit de cette loi générale 
il existe certaines formes spéciales des processus aléatoires pour 
lesquelles il suffit de connaître les densités de probabilité du premier 
et du second ordre (et parfois même seulement du premier ordre) 
pour savoir toute la suite de fonctions w, jusqu'à un ordre quel- 
conque, et caractériser ainsi entièrement le processus aléatoire. 

Remarquons tout d’abord que pour un processus déterministe 
S(t) la densité de probabilité multidimensionnelle est un produit 
de fonctions delta Î[cf. (2.14) et (3.7')] 


Ln (Lis es Œns Lis ces in) = Lu Ô(z;—S;), (4.15) 


où S; — S(t;). Utilisant alors la densité de probabilité condition- 
nelle on peut facilement obtenir l'expression pour la densité de 
probabilité multidimensionnelle pour un processus quasi détermi- 
niste S (t, 8) dont le paramètre aléatoire est distribué suivant la loi 
Wio (x). En vertu de (3.54) on a 


Un (Lis +++, Zns Lys sn) = Wis (T1: ti) Il Ori— Qi), (4.15) 


où D, = S [t;, Q (mi; 4)l; Q est la fonction inverse de $, et l’on 
peut trouver w,s à partir de #9 à l’aide des règles de transfor mation 
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fonctionnelle exposées au chapitre 3. Par exemple, conformément 
à (3.116”) on a 


Wis (Ti: )=—— | | wie (u) exp {iv[S (f,, u) —zx;]} du dv. 


—œ —00 


Ainsi la distribution multidimensionnelle d'un processus quasi 
déterministe est entièrement déterminée par sa densité de proba- 
bilité unidimensionnelle. Il est évident que la formule (4.15) est 
un cas particulier de (4.15’) lorsque Ÿ est une grandeur constante. 

Souvent la fonction aléatoire £ (£) contient comme composante 
additive un processus quasi déterministe S (t, Ÿ) 


S( = LC) +S (, d). (4.16) 


On dit que & (t) et S (£, Ÿ) sont respectivement la partie pure- 
ment *) aléatoire et la partie quasi déterministe du processus Ë (£). 
Si d et & sont indépendants, les parties correspondantes du processus 
le sont également. La densité de probabilité unidimensionnelle de 
la somme (4.16) est en vertu de (3.33) égale à 


Wie (Yi, di) = | Wys (is 1) Wir (Yi — Zi, di) dx. (4.17) 


La densité de probabilité bidimensionnelle de la somme (4.16) 
est égale à 


Us: (Ys: Yo» Li L2) = | | Us (z:, Li) Ô (zo — D) X 


Oo — © 


X Wop (Us — Ty, Ya — Lo, li, Lo) ATy Aro = 
©œ 


— | Ws (Zi, t1) Waz (Yi — Ti Ye — Di, di, t2) dry, (4.18) 
OÙ Woz (Y1, Ye. 1, t2) est la densité de probabilité bidimensionnelle 
du processus aléatoire & (t). D'une manière analogue on peut écrire 
les expressions des distributions d'ordres plus élevés pour la somme 
(4.16). 
Si la composante additive $S est entièrement déterministe on 
a Wjs (T1, tx) —= Ô (xs — Si), et les formules (4.17) et (4.18) devien- 
nent alors 


Us (Ya É1) = Was (Yi — S1, ti), (4.19) 
Wog (Vis Vos Las Le) = Wot (ys — S1, Y2 — So, ts, ta). (4.19") 


*) Le terme « processus purement aléatoire » signifie seulement l'absence 
de composantes déterministes ou quasi déterministes. 
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Il est facile de voir qu'on arrive à 
Wng (Ya, + + +, Uno Lis + + ln) = 
= Wng (Ya — Si, + - , Yn — Sn: Lis «+, ln). (4.197) 


Nous pouvons donner un autre exemple du processus dont toute 
l'information se trouve contenue dans la densité de probabilité 
unidimensionnelle. Il s’agit d’un processus aléatoire dont les valeurs 
à différents instants sont indépendantes. Cela signifie que pour toute 
suite d'instants 44, ..., tn (t  t5, à, j — 1, .... n), l'ensemble 
E,, ... E, où Et; — E(t;) représente un ensemble de variables 
aléatoires mutuellement indépendantes, donc leur distribution 
conjointe est égale au produit de leurs distributions unidimension- 
nelles. Ainsi, pour un processus aléatoire à valeurs indépendantes 
pour un z quelconque on a 


LL 
Un (z1, CRE | Ln; Li, ...: {n) — Il ls (z;. li). (4.20) 
1= 


J1 y a lieu de distinguer les processus à valeurs indépendantes des 
processus à valeurs non corrélées pour lesquelles pour tout couple 
d’instants différents {; et #; on a 


ma LE (4) E (t5)} = mu {8 (ti)} ma {E (ti) }. (4.20) 


Si la moyenne d’un processus à valeurs non correlées est nulle, ce 
processus est dit processus à valeurs orthogonales. 

Considérons maintenant des processus aléatoires dont la densité 
de probabilité bidimensionnelle détermine leur distribution d'ordre 
quelconque. Il s’agit des processus de Markov. Par définition les 
processus de Markov sont sans post-action, ce qui analvtiquement 
s'exprime comme suit à l'aide des densités de probabilité condi- 
tionnelles *) : 


Un (£ns fn | Lis + + Tn ts Li + + + ni) = 

= Wo (Zn, fn | Tnt fn), >, ji (4.21) 
En vertu de (2.54’) on trouve pour les processus de Markov 
Dali: 383 ns lé seu) = 


n 


= Wy(x. ti) IL Wa (Lie til Titus lis). (4.21°) 


*) J. Doob [8] introduit également la martingale, le processus aléatoire 
pour lequel la moyenne conditionnelle est 


ms {& (En+1) | E (4) = 21, .. ., E (fn) = Tn} = Zn, 
Lt 1> 1. 
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Citons enfin les processus à accroissements indépendants. La 
propriété essentielle de ces processus est que pour tout ensemble 
d'instants 4 ts <...<t, (n > 3) les différences des valeurs 
du processus 


E (4) — E (41), & (43) — & (42), . . ., E (ln) — Ë (fn 1) 


sont mutuellement indépendantes. Pour déterminer la densité 
de probabilité d'ordre quelconque d'un processus à accroissements 
indépendants, il suffit de connaître les distributions unidimension- 
nelles de E (4) et de E (44) — E (t:-1), c’est-à-dire les densités de 
probabilité unidimensionnelle et bidimensionnelle du processus. 
Ce qui vient d’être dit devient évident si l'on écrit la fonction ca- 


ractéristique à nr dimensions d’un processus à accroissements indé- 
pendants 


n 
i Ÿ 7 


k=1 
O, (Us, ss Un: li, ... Ta : 
ice... 0h )È() 


— 
an 


= m, {e 
x gites +eee+0n) (Ge) e'"nl(n)— EG 1) Le 


à n 
{. is À — 1 Ni D Le 
= M, SIT m: r=h+1 — 


R=1 


n n—1 n n 
= 6, QUES 4) [Te D ve — D ve tu). (4.22) 


Ainsi, la fonction caractéristique d'ordre quelconque s'exprime 
par des fonctions caractéristiques uni- et bidimensionnelles. On 
peut facilement voir l’analogie existant entre les formules (4.21”) 
et (4.22). Cette analogie devient plus profonde si l’on se souvient 
que les processus à accroissements indépendants peuvent être con- 
sidérés comme des processus de Markov. 

On distingue également les processus à accroissements indé- 
pendants des processus à accroissements non corrélés pour lesquels 


mi {LE (5) — E (CITE (en) — 8 (4:)1} = 
= ms {6 (4) — E (t)} ms {6 (6) — E(4)} (4.227) 


pour des instants f; tj < ix Lt, quelconques. Si la moyenne 
d'un processus à accroissements non corrélés est constante, ce pro- 
cessus est dit processus à accroissements orthogonaux. 

4.1.4. Distribution conjointe des processus aléatoires. Dans de 
nombreux problèmes il faut étudier simultanément deux ou plu- 
sieurs processus aléatoires. Nous allons avant tout trouver la dis- 
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tribution conjointe de deux protessus aléatoires E ({) et n (t) dé- 
pendants 


P {& (£:) < Zi, . E (4) ST, n (4) < U1: 7 y (En )< Um} — 
han uit, Voreusden leve las ras aln)s (4:23) 


Cette probabilité qui est fonction de (7 + m) niveaux z;, . . .. 2, 
Yss + ee Um €t de (n+m) instants #1, . ... 6, di, . . ., lin St 
appelée fonction de répartition conjointe à (7 +m) dimensions des 
processus Ë (1) et n(t). En utilisant les propriétés générales des 
distributions conjointes *) exposées au chapitre 2. il est facile de 
trouver à partir de F,., les fonctions de répartition conjointe 
d’ordre inférieur et, en particulier, les fonctions de répartition de 
chacun des deux processus. 

Si la fonction Fiim (ti, . . ., Æne Lys +. .e ne Wys + + + Uma 
l,, ..., Îm) à une dérivée 
OEM Fm (Lis ces no Égs ces Éns Vie sous Yms Lis ce. ln) 

OZ ... OXn 0ÿ1 ... OYm 


= Wnim (zs; 7 Ln, Li, stade V1 ... Um» L,. ste ln: (4.24) 


cette dérivée s'appelle densité de probabilité à (7 + m) dimensions 
des processus aléatoires E (f) et n (t). 

Deux processus aléatoires E ({) et n (f{) sont indépendants, si 
pour tous 7 et m on a 


Dh (lis Does de bn = das Un se lo a ln 
Se ni, cr lu lis LD) 
X Wmn (Yis + + + Yme gs + er Ém). (4.25) 
On peut également trouver les moments de la distribution con- 
jointe 
MR haies are pass dates D) — 
= My {E (4)... En (fn) nt)... nr ({n)} = 


X DR Ti ea De li en ie dis 22 ni ss SX 
X dt; ...dxz, dy; ... dym. (4.26) 


O0 

t ( La r « 
j # Tiny... yim X 
—œ 


. *) Remarquons cependant que Îes distributions conjointes des processus 
aléatoires ne sont pas en général symétriques [voir (4.7)]. 
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Le plus simple des moments de la distribution conjointe est la 
fonction de corrélation mutuelle de deux processus aléatoires 


Bin (tis do) = Bng (2, l1) = 


= M {E (4) n (2)} — | | ZyW2 (x, y, la, 2) dx dy. (4.27) 


—© —00 


Si les processus aléatoires E(£) et n({) sont indépendants, compte 
tenu de (4.25) et (4.27) on a 


co 


Bin (tite) — | ZW (x, 1) dx | YWin (Y, to) dy = 


_ = a (4) ant). (4.28) 


où a; (f) et an (t) sont les moyennes des processus aléatoires E (t} 
et n (£). Si de plus la moyenne de l'un des processus est nulle, on a 


Byn (£a, Lo) — 0. 


Des processus dont les fonctions de corrélation mutuelles sont 
constantes (ou en particulier nulles) sont dits non cohérents. Il est 
évident que deux processus non cohérents ne sont pas forcément 
indépendants (cf. $ 2.3.5). 

Les propriétés de corrélation de deux processus aléatoires à deux 
instants différents peuvent être décrites par la matrice de corré- 


lation 
B;(ti, t)  Brn(ls, t) 
By (lis 2) Bat, be) 


Dans le cas général la matrice de corrélation d'ordre nr X n dé- 
crit les propriétés de corrélation de #7 processus aléatoires à deux 
instants différents ou de deux processus aléatoires à nr instants diffé- 


rents. 
La notion de distribution conjointe peut facilement être étendue 


à un nombre quelconque de processus aléatoires E; (4), . .., EN (4) 
en introduisant la probabilité 


P {E, (41) < Lits - ë: (tas) < Tiny US 


û N 
er En (EN) & œas e  En (EN) Zn) = 


a (1) (1) 
— Fy (T1, CRCRET | Lin) 4 9 +. + ni) . 3 L \1; ee ee e 


: N 
 Enngr HN ,..., EN) (4.29) 


Ces distributions peuvent s'écrire d’une manière plus simple 
en introduisant l'écriture vectorielle avec les notations: F4) = 
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= (Lis, +. Tin), U = (40, ..., ). La fonction de réparti- 
tion conjointe et ‘la densité de probabilité conjointe d’un ensemble 
de N variables aléatoires (vecteurs aléatoires) peuvent alors s’écrire 
de la manière suivante : 


N N 
Fu (x: 157, eo. 2.24 x Le CS He 


ar Ge, 1, nue CENT) 
4.1.5. Processus aléatoires oo et non stationnaires. Pas- 
sons maintenant à l'exposé des propriétés d'une classe importante 
de processus aléatoires appelés processus aléatoires sfationnaires. 
Le processus aléatoire Et) est dit stationnaire (au sens 
strict) si sa densité de probabilité w, (ti, Ze, .... Zn, 
lys Los + « «+ fn) d'ordre quelconque #7 ne change pas lorsque l'on 
déplace tout le groupe de points #4, £2, . . ., t, le long de l'axe du 
temps, c'est-à-dire si pour des z et t quelconques on a 


Un (za Los - + 7 Tr: li, Lo, 7 ln) — 
= Un (ts, T2, ee.) Tr: +T, Le + TT...) bn + T). (4.30) 


Autrement dit, un processus sera stationnaire si l'expression 
de sa densité de probabilité d'ordre quelconque ne dépend pas de 
la position de l'origine des temps. Si les caractéristiques de pro- 
babilité du processus aléatoire changent lors d’ un déplacement 
arbitraire de l’origine des temps, ce processus n’est pas station- 


naire. 
Conformément à la définition ci-dessus on note les propriétés 
suivantes d’un processus stationnaire : 
a) sa densité de probabilité unidimensionnelle est la même à 
tout instant, c'est-à-dire qu'elle ne dépend pas du temps 


WU: (x, t) — W: (x, t+ 7) — W1 (x), (4.31) 


b) sa densité de probabilité bidimensionnelle ne peut dépendre 
que de la différence t» — f; 


Wo (Tir Los dis Lo) = Wo (Zi, Lo, lo — ti), (4.31") 


c) sa densité de probabilité tridimensionnelle ne peut dépendre 
que des deux différences os — t4, t3 — t; 


W3 (Ti, Te, Las dis dos La) = Wa (ti, Lo, Ta La — Li, lo — 13). (4.31) 


Il est évident que la densité de probabilité à r dimensions sera 
seulement fonction de (7 — 1) paramètres temporels f; — {;, 
i = 2, n. 

Comme les densités de probabilité unidimensionnelles des proces- 
sus stationnaires ne dépendent pas du temps, les moments de ces 
processus, en particulier leur moyenne ;et leur variance, sont des 
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grandeurs constantes indépendantes du temps. L’inverse n'est en 
général pas vrai, car (4.31) n'est qu'une condition nécessaire mais 
non suffisante de stationnarité. [l est évident que dans les cas excep- 
tionnels (par exemple, pour les processus quasi déterministes) où 
la distribution unidimensionnelle détermine la distribution d'ordre 
quelconque, l’invariabilité dans le temps de w, (x) suffit à elle seule 
pour conclure à la stationnarité du processus. 

Comme la densité de probabilité bidimensionnelle 
Wo (Zi, To, Lo — L,) d’un processus aléatoire stationnaire ne dépend 
que de la différence t = t> — t, la fonction de corrélation de ce pro- 
cessus ne dépend elle aussi que de la seule variable + 


B (t) . | | airae (Zs, Lo; T) dridro. (4.32) 


— O0 — © 


L'inverse n’est en général pas vrai, car la condition (4.31') n'est 
qu'une des conditions nécessaires mais non suffisante de stationnarité. 

Pour un très grand nombre de problèmes pratiques la fonction 
de corrélation est une caractéristique suffisamment complète de la 
stationnarité du processus aléatoire. Une branche théorique étudiant 
les propriétés des processus aléatoires qui sont déterminées par leurs 
moments du premier et du second ordre a reçu le nom de théorie corré- 
lationnelle. Comme les densités de probabilité multidimensionnelles 
ne font pas objet de cette théorie, il est naturel de considérer comme 
stationnaire, dans le cadre de cette théorie, tout processus aléatoire 
dont la moyenne et la variance sont indépendantes du temps, et la 
fonction de corrélation ne dépend que de la différence tT = {5 — ti. 
Les processus aléatoires satisfaisant à ces conditions sont dits station- 
naires au sens général (ou stationnaires au sens de A. Khintchine). 

La stationnarité au sens général diffère de la stationnarité con- 
formément à la définition (4.30). Des processus aléatoires stationnaires 
au sens strict le seront évidemment toujours au sens général, l'inverse 
n'étant pas vrai. 

Naturellement dans le cadre de la théorie corrélationnelle. il 
suffit de connaître la densité de probabilité du premier et du second 
ordre du processus aléatoire *). 

Notons que la densité de probabilité bidimensionnelle et surtout 
la fonction de corrélation ne caractérisent pas le processus aléatoire 
d'une manière aussi complète que la densité de probabilité multi- 
dimensionnelle. De plus, les mêmes fonctions de corrélation peuvent 
correspondre à des processus différents. En d'autres termes, 


*) Certains auteurs appellent les processus stationnaires au sens général 
processus stationnaires du second ordre. Généralisant cette notion, ils introdui- 
sent les processus stationnaires d’ordre r pour lesquels tous les moments d'ordre 
non supérieur à r ne dépendent pas de l'origine des temps. 
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l'égalité des fonctions de corrélation nesignifie pas que les processus 
eux-mêmes sont identiques. 

J1 y a cependant une exception à cette règle. Il existe une classe 
de processus aléatoires stationnaires appelés processus normaux 
(ou de Laplace-Gauss), très répandus en radiotechnique et dans bien 
d'autres applications (voir $ 4.4) pour lesquels la fonction de corréla- 
tion détermine entièrement les distributions multidimensionnelles. 
Pour les processus normaux les notions de stationnarité au sens strict 
et au sens général coïncident. Remarquons également que si la densité 
de probabilité bidimensionnelle des processus de Markov dépend 
d'un seul paramètre, ces processus sont stationnaires au sens strict 
[voir (4.21)]. 

La notion de stationnarité peut être étendue à un ensemble de 
processus aléatoires. Deux processus aléatoires sont dits s{ationnaire- 
ment liés, si leur densité de probabilité conjointe d'ordre quelconque 
ne dépend pas du choix de l'origine des temps. 


Le processus aléatoire E (£) est dit processus à accroissements sta- 
lionnaires, si pour toute valeur donnée de + 


AE(D —E(G)—E(G— 7) (4.33) 


est un processus aléatoire stationnaire. Il est évident que tout pro- 
cessus stationnaire est forcément un processus aléatoire à accroisse- 
ments stationnaires, mais l'inverse n'est pas vrai. Ainsi, par exemple, 
la somme d'un processus stationnaire et d’un processus non station- 
naire de la forme Eo + &it (où &, et E, sont des variables aléatoires) 
est un processus aléatoire non stationnaire à accroissements station- 
naires. 

Un processus à accroissements indépendants (voir $ 4.1.3) pour 
lequel la distribution de la différence £ (44) — £ ({x_1) ne dépend 
que de {x — {x est un processus à accroissements stationnaires 
indépendants. 

On peut introduire la notion plus générale de processus aléatoire 

n accroissements stationnaires. C’est un processus pour lequel 


M'EH=EG—-(S) EG + 


! 


+ (5) EG 2) —... + (AE ( — n0) (4.34) 


est un processus aléatoire stationnaire. 

Bien que dans de nombreux cas pratiques on puisse avec assez 
de précision considérer le processus étudié comme étant stationnaire, 
il y a un grand nombre de problèmes dont la solution exige l'étude 
de processus non stationnaires. Un exemple simple de processus non 
stationnaire est la somme d'un processus aléatoire stationnaire et 
d'un processus déterministe. Un autre exemple est fourni par le 
processus quasi déterministe pouvant s’écrire sous la forme de poly- 
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nômes en £ à coefficients aléatoires 
n 

E()= 2 Et. (4.35) 
kR=UÙ 


Les processus aléatoires impulsionnels (voir chapitre 11), c’est-à-dire 
les suites d’impulsions à paramètres aléatoires sont des processus 
non stationnaires. Des oscillations modulées ne sont pas 
EME) stationnaires au sens pro- 
babiliste même si la fré- 
quence porteuse est mo- 
dulée par un processus 
aléatoire stationnaire 
(voir chapitre 12). 
4.1.6. Processus aléa- 
toires ergodiques. Un 
processus aléatoire est 
dit ergodique si chacune 
de ses caractéristiques 
obtenue en prenant la 


Fig. 4.83. Temps total où la réalisation d'un A SU pe les 
processus aléatoire se trouve dans un intervalle  FealiSalions possl es est, 
donné avec une probabilité 


tendant vers l'unité, 
égale à la moyenne temporelle obtenue en prenant la moyenne sur 
un intervalle de temps suffisamment grand, ceci pour une seule reéali- 
sation du processus aléatoire. Comme la moyenne d’un processus 
aléatoire ergodique peut indifféremment être prise par deux mé- 
thodes, il n’est pas nécessaire d'étudier un grand nombre de réali- 
sations, dont souvent le chercheur ne dispose pas, mais il suffit 
d'étudier une seule réalisation que l’on observera durant un temps 
suffisamment long. 

Considérons quelques-unes des caractéristiques temporelles des 
réalisations des processus aléatoires. Observons durant un temps 
suffisamment long 27 une certaine réalisation du processus aléatoire 
EG) (4). Supposons que durant le temps 27 le temps total où le pro- 
cessus se trouve au-dessous d’un niveau de seuil x soit égal à (fig. 4.3) 


dt, 


T 
«= J'A= | u [x — E*(t)] dt, 
i —T 
&) = 1,y 20, 
où u (y) E en 
La limite 


vi (CTR La) —— Le = (4.36) 
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s'appelle temps relatif où la réalisation Ë(*)(1) se trouve dans l’inter- 


valle (x;, 2). 
La moyenne temporelle *) de la réalisation est 


T 
EP (= lim 7 | (0) dt, (4.37) 
+00 T 


on peut l'interpréter comme la composante constante de cette réalisa- 
tion. Le carré moyen temporel est égal à 


T 
QE I) = lim 7 | LE (I. (ä.38) 
ki ÊT 


Si (1) est la variation de la tension ou du courant sur une charge 
d'un ohm, ([E(*)(4)]*) est la puissance moyenne (carré de la valeur 
effective) de la réalisation. Enfin nous allons mentionner la fonc- 
tion de corrélation temporelle de la réalisation E(%)(4) 


T 
Ge (0) ES (4 7)) = im [ pb (DEM (+ T)dt (4.39) 


et la fonction de corrélation temporelle mutuelle des réalisations 
E@(:) et n°(1) 
T 
(E (4) nt” E+T))=lin sr F | El (tnt (4+t)dt. (4.40) 


—T 


Notons que les moyennes temporelles des réalisations n’ont pas 
de valeurs finies pour tout processus aléatoire. Mais même si les 
moyennes temporelles existent, elles peuvent ne pas être égales pour 
différentes réalisations du processus aléatoire. Font exception à cette 
règle les processus ergodiques, dont les moyennes temporelles pour 
toutes les réalisations du processus aléatoire et pratiquement quelle 
que soit la loi de ces réalisations sont les mêmes et coïncident avec 
les moyennes correspondantes calculées sur l’ensemble de réalisa- 
tions. 

Pour qu’un processus aléatoire soit ergodique il faut et il suffit, 
premièrement, qu ‘il soit stationnaire (au sens strict) et, deuxième- 
ment, qu'il soit métriquement transitif, c'est-à-dire qu’une partie 
quelconque de l’ensemble des réalisations du processus aléatoire 
dont la mesure de probabilité est différente de zéro ou de l'unité 
ne soit plus stationnaire (au sens strict). 

Evidemment un processus aléatoire ergodique doit être obliga- 
toirement stationnaire. En effet, les moyennes temporelles telles 


*) La moyenne temporelle est notée à l’aide du symbole { ). 
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que, par exemple, la composante constante ou la puissance moyenne 
[voir (4.37) et (4.38)] sont des nombres constants, tandis que pour un 
processus non stationnaire le premier et le second moments (moyen- 
nes calculées sur l’ensemble de réalisations) peuvent être des fonc- 
tions du temps et, par conséquent, les moyennes temporelles ne coin- 
cideront pas avec les moyennes calculées sur l’ensemble. Il en est 
de même pour la fonction de corrélation temporelle (4. 40) qui dépend 
d'un seul argument et pour la fonction de corrélation qui, dans le cas 
d'un processus non stationnaire, peut dépendre de deux arguments. 

Cependant la stationnarité n'est pas une condition suffisante. 
Par exemple, le processus 


E () = n (4) + &, 


où n (£) est un processus ergodique, & une variable aléatoire continue 
dont la densité de probabilité est wi (x), — o0 x << + co, est 
un processus stationnaire, mais non ergodique. Îl est évident que 
ë (£) est stationnaire (au sens strict). Cependant la condition de 
transitivité métrique n’est pas remplie. En effet, divisons l’ensemble 
de réalisations de Ë (t) en deux parties: d’une part, on prend les 
réalisations où les valeurs possibles de la variable aléatoire & => 0, 
et de l’autre, celles où € << 0. Soient p, — \ w, (x) dr > 0 et p: — 
(1) 

0 
_ | wi (x) dr — 1 — p, avec p1 + p: = 1. Il est évident que 
chacune des parties est stationnaire au sens strict pour des mesures 
de probabilité p, ou p: différentes de 0 et de 1. 

Il est parfois assez difficile de vérifier la condition de transitivité 
métrique. Cependant dans certains cas (comme nous le montrerons 
plus loin) il est facile de donner les conditions suffisantes d'ergodi- 
cité, et dans d'autres, les conditions de convergence de certaines 
moyennes temporelles vers les moyennes calculées sur l’ensemble 
des réalisations d’un processus aléatoire stationnaire (voir problème 
4.2). 

Ainsi, toute réalisation d'un processus aléatoire ergodique a les 
propriétés de tout l’ensemble, donc la moyenne temporelle sur une 
réalisation coïncide à tout instant avec la moyenne correspondante 
calculée sur l’ensemble de réalisations. En particulier, pour des 
processus ergodiques On a 


ma {E (1)} = m1 {E*()} = (LE (HI), (4.41) 
B (1) = mi {ED EG + v)} = EN EN G+r)), (4.417) 


ceci quel que soit r, c’est-à-dire quelle que soit la réalisation pour 
laquelle on prend la moyenne dans le temps. Par exemple, il vient 
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de (4.41), (4.37) et (4.38) que la moyenne d'un processus ergodique 
peut être interprétée comme la composante constante, et le second 
moment comme la puissance moyenne du processus. 

Le temps moyen durant lequel la réalisation d'un processus er- 
godique se trouve au-dessous du seuil x coïncide avec la probabilité 
pour que la valeur du processus aléatoire à tout instant soit infé- 
rieure ou égale à zx, c’est-à-dire 

T 


lim u[r—EW(t)]dt=P {E(H<zr}= Fix), (4.42) 
er : 


où u (x) est un saut unité (voir page 46). 

On peut étendre la notion d’ergodicité à un ensemble de processus 
stationnaires. Deux processus aléatoires sont conjointement ergodiques 
si la moyenne sur l’ensemble de couples de réalisations de ces proces- 
sus est égale à la moyenne temporelle prise pour un couple unique 
de réalisations de ces processus aléatoires. En particulier la fonction 
de corrélation mutuelle des processus aléatoires conjointement ergo- 
diques E (f) et n (t) est égale à 


T 
Bin (r)= EP (n° (+) = lim | EP(Dn (+ dt (4.43) 
ST 


quels que soient k et r. 

4.1.7. Processus aléatoires complexes. En général, dans les appli- 
cations on envisage des processus aléatoires réels. Cependant il est 
parfois commode d'introduire la notion plus générale de processus 
aléatoire complexe 


G (4) = 8 (9) + in (9. 


Ainsi, un processus aléatoire complexe est déterminé par deux proces- 
sus aléatoires réels & (1) et n (t) correspondant à sa partie réelle et 
à sa partie imaginaire. La distribution d'ordre » de & (t) est donnée 
par la distribution conjointe à 2r dimensions de E ({) et de n(1). 
La moyenne, la variance et la fonction de corrélation d'un processus 
complexe sont données par les formules (cf. $ 2.3.7) 


ma (8) = Mig (4) + man (4), 
Ma () = Ma {1 O1} = Max (0) + Man ©, (4.44) 
Be (ta, ta) = ms {6 (ts) E (2)} — 
— By (li, te) + Bn (ti, te) + i [Bin (ti, te) — 
— By (t1, t2)]. (4.447) 


À titre d'exemple de représentation complexe d’un processus 
aléatoire réel on peut citer le signal analytique (voir annexe VI). 
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La partie réelle du signal analytique correspond au processus aléa- 
toire considéré E (£), et sa partie imaginaire n ({) représente la 
transformation intégrale de Hilbert (en moyenne quadratique) de 
E (£), c'est-à-dire qu'elle est déterminée par la partie réelle. 


4.2. CARACTÉRISTIQUES ÉNERGÉTIQUES DES PROCESSUS 
ALÉATOIRES 


4.2.1. Fonction de corrélation. Considérons les propriétés géné- 
rales de la fonction de corrélation d'un processus aléatoire station- 
naire. Si le processus aléatoire ne comprend pas de composantes quasi 
déterministes (processus purement aléatoire), la correlation entre 
E (+ +) et E (t) lorsque t augmente indéfiniment doit s’affaiblir, 
à la limite pour t —+ œ ces grandeurs sont statistiquement indépen- 
dantes. Comme la moyenne du produit de variables aléatoires indé- 
pendantes est égale au produit des moyennes des facteurs et comme 
de plus pour un processus stationnaire, la moyenne ne dépend pas 
du temps, on a 


lim Bz (x) = B3 (oo) = lim m: {E (CE (E+ T)} = af 
ou 
a; = V Bx (oo). (4.45) 


Ainsi, ls moyenne d’un processus aléatoire stationnaire est égale 
à la racine carrée de la valeur asymptotique de la fonction de corréla- 
tion pour tT —+ oo. 

De plus 


lim By (1) = Br (0) = ms (= mt}, (4.45) 


et comme m2 — OË + af et que la variance d'un processus aléatoire 
ne dépend pas du temps, on a 


OË — By (0) — aë 
ou, compte tenu de (4.45), 
OC — Bx (0) — B% (co). (4.45") 


Ainsi, la variance d'un processus aléatoire stationnaire est égale 
à la différence des valeurs de la fonction de corrélation pour t — 0 
et t —"oc. La variance des processus ergodiques est égale à la diffé- 
rence de la puissance moyenne du processus et de la puissance de la 
composante constante. 

La stationnarité des processus, donc l’indépendance des densités 
de probabilité de l'origine des temps, implique que la fonction de 
corrélation B; (t) soit une fonction paire 


Bs (©) = Br (—5). (4.46) 
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Comme 


ms {8 (0) HE (+ T)f} — 2B: (0) + 2B3 (1) > 0, 
on a 
B: (0) > | Bx (+) |. (4.47) 


Ainsi, aucune valeur de la fonction de corrélation ne peut être 
supérieure à sa valeur correspondant à t = 0. 

La formule (4.47) découle d’une relation plus générale à laquelle 
doit satisfaire la fonction de corrélation 


n 
2 
1=1R 


quels que soient 7, À, . .., An. 

Sur la figure 4.4 on trouvera une courbe typique de la fonction 
de corrélation d'un processus purement aléatoire illustrant les 
propriétés mentionnées ci-dessus de cette fonction. Il faut cependant 
remarquer que la tendance 
asymptotique de B;(x) vers 
la grandeur aË pour t —+ co 
n'est pas toujours mono- 
tone, il peut se faire que les 
valeurs de la fonction de 
corrélation oscillent autour 
de af, tendant vers cette 
valeur avec l’augmentation 
de t. 

Souvent à la place du 
processus aléatoire on con- Fig. 4.4. Fonction de corrélation d'un pro- 
sidère ses écarts par rapport cessus aléatoire stationnaire 
à la valeur moyenne (appe- 
lés parfois pulsations ou fluctuations) 


Bo (4) = 8 (1) — &. 


La fonction de corrélation Bz,(t) de l'écart par rapport à 
moyenne pour un processus aléatoire stationnaire est égale à 


Bio (7) = ms (ED EG + T) — @b (1) — @ë (4 + T) + a}, 


et comme la moyenne de la somme est égale à la somme des moyennes, 
on a 


n 


Ba (ti — tx) ha > 0 (4.47°) 
| 


la 


Bio (T7) = By (rt) — af. (4.48) 
Donc la moyenne de Ë, (it) est nulle, et la variance 


cé — By (0). (4.49) 
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Le rapport 
B3 (t) — a : 
R3 (t) = c Ë (4.50) 
est appelé coefficient de corrélation du processus aléatoire station- 
naire *). La grandeur R: (x) est parfois appelée fonction de corréla- 
tion rormée. 
Si la moyenne du processus est nulle, on a 
Bz (x) » “nv 
R: (t) BC) . (4.00 ) 


Le coefficient de corrélation R& (rt) a toutes les propriétés de la 
fonction de corrélation. C’est une fonction paire de son argument. 
La valeur maximale correspond à t = 0, et en vertu de (4.47) et 
(4.50) R; (0) = 1, et | R& (rt) | 1 pour tout +. Pour un processus 
purement aléatoire À (t) —— 0 pour Tt—- 00. Le coefficient de 
corrélation peut prendre des valeurs nulles même lorsque + est fini. 
Cependant si le coefficient de corrélation est nul, ceci n'implique 
pas forcément que deux variables aléatoires sont indépendantes, 
tandis que deux variables aléatoires indépendantes ne sont jamais 
corrélées. 

Pour un processus aléatoire stationnaire on peut toujours trouver 
un T tel que pour t > 7, les variables E ({) et E (t + +) soient 
pratiquement non corrélées en ce sens que pour t > to la valeur abso- 
lue du coefficient de corrélation reste inférieure à une certaine valeur 
donnée, par exemple 


| Re (t) | << 0,05. (4.51) 


La grandeur 7, est appelée temps (ou intervalle) de corrélation. 

Parfois on définit le temps de corrélation comme la demi-largeur 
de la base du rectangle de hauteur unité, dont l’aire est égale à l’aire 
limitée par la courbe du module du coefficient de corrélation, c'est-à- 
dire 


o=+ | | À: (x) | dr. (4.52) 


Notons que la fonction de corrélation d’un processus aléatoire 
non stationnaire est le noyau symétrique d'une forme quadratique 


définie positive, c'est-à-dire È 5 B (t;, tx) Aix > 0, ceci quels 


que soient n, A4, ... ANG @. 47! )]. Ceci entraîne en particulier 
la relation 


|B (4, t2) | < VB (4, ti) B (ta, te). 


*) Il est à noter que dans la théorie des processus aléatoires le coefficient 
de corrélation n’est pasun nombre, mais une fonction du déplacement temporel +. 
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4.2.2. Fonction de corrélation: mutuelle. Soient E ({) et n (£) 
des processus aléatoires stationnaires et stationnairement liés *). 
Les fonctions de corrélation mutuelle B:1 et Bx de ces processus 
satisfont à la relation suivante: 


m {(nt+r}=mimt+r)E()}= om ME T)} 
ou 


Bin (7) = Be (—1). (4.53) 


Bien que les fonctions de corrélation mutuelle de deux processus 
aléatoires stationnairement liés dépendent seulement de la difference 
des temps, elles ne sont pas obligatoirement paires (contrairement 
à la fonction de corrélation d'un processus aléatoire stationnaire), 
c'est-à-dire que l'on a 


Byn (1)  Brn (—T). (4.53') 

Considérons ensuite la grandeur essentiellement positive 
ms {[S ë (1) PEL E Lan à 
VO V Ba) 


ne mentionnée est égale à 


Lea l}- Il est facile de montrer que la moyen- 


2B:n (x) 
RE 
V B: (0) BA (0) 
par conséquent, la fonction de corrélation mutuelle de deux processus 
aléatoires stationnaires et stationnairement liés doit satisfaire 
à l'inégalité suivante: 
| Ben (t) 1 VB3 (0) Ba (0) (4.54) 


qui est analogue à (4.47). 
La grandeur 
R: Pt a (4.55) 
SEL | 
est appelée fonction de corrélation mutuelle normée ou coefficient de 
corrélation mutuelle. 
Si les moyennes des processus sont nulles, on a 


_ Ben (T) 
Ryn (T) ee VB: (0) B, O0) (0) B, (0) e 


Considérons maintenant le processus aléatoire E (t), somme de 
processus aléatoires, soit 


(4.55') 


E()= DE i(£), 


*) Notons que si &£(t) et n (1) sont stationnaires, ceci ne veut pas dire 
qu'ils sont stationnairement liés. 
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et cherchons sa fonction de corrélation. Par définition de la fonction 
de corrélation on a 


By (ft, t2) = mi | 2 E; (41) 2 E;(L)} = 


_ 2 m {E: (41) Es &)}+ 2 À ms {Bi (41) Ej (42)} 
i#5 


ou 
B; (fi, de) = 2 B;; UTR) +2 2 By; (£1s la) (4.56) 
i#3 


Ainsi, la fonction de corrélation d’une somme de processus aléa- 
toires stationnaires est égale à la somme des fonctions de corrélation 
de chacun d'eux plus la somme de toutes les fonctions de corrélation 
mutuelle pouvant être formées à partir d'un couple quelconque de 
processus aléatoires sommés. 

Pour des processus aléatoires non cohérents dont les moyennes 
sont nulles, (4.56) devient 


B: (£:, Lo) = à B;, (£:, Lo), (4.57) 


c’est-à-dire que la fonction de corrélation d’une somme de processus 
aléatoires est égale à la somme des fonctions de corrélation des com- 
posantes. 

4.2.3. Spectre énergétique d’un processus aléatoire stationnaire. 
Lors de l'étude des processus déterministes on utilise souvent avec 
succès l'analyse harmonique: séries de Fourier pour les processus 
périodiques, intégrales de Fourier pour les processus apériodiques. 
Î1 serait désirable d’avoir également un appareil mathématique simple 
et efficace adapté à l'étude des processus aléatoires. On ne peut appli- 
quer directement l’analyse harmonique classique au cas des proces- 
sus aléatoires, les densités spectrales du développement de Fourier 
obtenues pour les réalisations de ces processus n'étant pas finies pour 
toutes les fréquences. Néanmoins l'analyse harmonique peut être 
généralisée en prenant la moyenne des développements spectraux 
obtenus pour différentes réalisations. 

Considérons une réalisation E‘*(é) du processus aléatoire E (1). 


Soit de plus £®) (+) une réalisation tronquée, égale à zéro à l'extérieur 
de l'intervalle || << 5 et coïncidant avec £‘®(/) à l’intérieur de 
cet intervalle. Le spectre (transformée de Fourier) de la fonction 
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Er (4) est 
T 
Z® (iw) = | EN (t)e—tut de, (4.58) 
T 


Si Ef(4) est la tension ou le courant dans une charge de 1 ohm, 

e «= e Led « 1 

la puissance moyenne à la pulsation w rapportée à la bande Af — T 
est égale à 


GP (w)= +125 (i)f= ET (41) Ef7 (42) e- tuthi-te) dé, dt. 


s|n 
es t0|" 
—y 


Pour 7 — co la fonction aléatoire Gr (w) ne tend pas en général vers 
une limite déterminée et représente également une fonction aléatoire. 
La moyenne de Gr (w) sur l’ensemble des réalisations est 


rr 
Fr (&) = mi {Gr (w)} = + | ma {Er (t1) Er (£2)} ei 13) dis dt 
2 


Introduisant la fonction de corrélation B (44, t>) du processus 
E (#), on peut écrire Fr (w) sous la forme 


T T 
2 2. 

Fr o)= + | | B(t, t)e-iuthi-ts) dé, dt. (4.59) 
T 


2 

Si le processus aléatoire & (£) est stationnaire (tout au moins au 
sens général), on à B (t4, te) — B (t2 — t;) et par conséquent 
T 
2 


Fr (6) = <+ | | B(ti—t) e-iothi-t: dt, dt. (4.60) 
T 


En divisant en deux le domaine d'intégration (t,, £>) dans (4.60) 
suivant la diagonale d'un rectangle et en introduisant les variables 
T = ti — >, t, pour le domaine se trouvant au-dessus de la diago- 
nale (t >> 0) et Tt = t9 — ft», —t: pour le domaine se trouvant sous 
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la diagonale (rt < 0), on obtient (fig. 4.5) 


Le 
Fr (©) = | | [ B(t)e-iot dt, dr 
Dr 
0 + 


| 
| to 
ss | 
tr to] 


(T —+) B (x) e-iet dr + 


“ j (T+) B(re-is dr] 


ou 


T 
Fr (6) = 2 f (1 tt ) B (Rein dr. 

Fig. 4.5. Domaines d'inté- CT 
gration 


(4.61) 
*) 


La limite de Fr(w) pour T —+ œ est égale à 
F(&)= lim Fr (6) = lim m, {+12 (iw) F} — 2 | B(r)e-ivtd, 
T—H00 T—00 Le 


(4.62) 


ceci si l'intégrale dans (4.62) existe, c’est-à-dire si la fonction de 


corrélation B(x) est absolument intégrable (| | B(x) | dt est bor- 
née). On appelle spectre énergétique d'un processus aléatoire station- 


naire (tout au moins au sens général) la fonction F (o) de la fréquence, 
c'est-à-dire la limite pour 7 — de la densité spectrale de la puis- 


*) Bien que la limite de m; {+12 (io) Fr} existe, on ne peut pas 


affirmer que la fonction aléatoire Gr (&w) — T |Zr (io) |? tend (par exemple en 


moyenne quadratique) vers F (w) pour T —+ «. On peut montrer (voir [7], 
[12)) que la variance de Gr (©) pour T —+ co reste finie, c'est-à-dire que la 
limite considérée pour toutes les fréquences est une variable aléatoire et par 
conséquent elle ne peut pas converger vers F (w). 


4.2] CARACTÉRISTIQUES ÉNERGÉTIQUES 173 


sance moyenne du processus, la moyenne étant calculée sur l’ensemble 
de réalisations. Ce spectre donne seulement la moyenne de la distri- 
bution de l'énergie du processus suivant les fréquences des compo- 
santes harmoniques, mais il ne tient pas compte de leurs phases. 

En vertu de (4.62) le spectre énergétique F (w) et la fonction 
de corrélation B (x) d'un processus aléatoire stationnaire sont liés 
entre eux par deux transformations de Fourier (théorème de Wiener- 
Khintchine) 


F (wo) = 2 | B(x)e” "dt = B (x) cos wtdt, (4.63) 


LL 
Cu) 9 


B (x) — _—. | F (wo) e'et do = -— | F (w) cos ot do. (4.64) 
es 0 

Comme Gyr(w) et Fr (©) = m1 {Gr (w)} ne sont pas négatifs, 

le spectre énergétique F (w) est une fonction non négative de la fré- 
quence (de la pulsation). De plus, en vertu de (4.63). F (w) est une 
fonction paire. Remarquons que dans la formule (4.64), lorsque l’on 
utilise la transformation de Fourier sous forme exponentielle, la 
notion de distribution spectrale de la puissance moyenne du proces- 
sus est étendue à toutes les pulsations réelles de w — —o à &© — + oo. 
Seules les pulsations positives © = 0 ont un sens physique. Pour 
pouvoir utiliser la forme exponentielle de l'intégrale de Fourier, 
on sépare chaque composante spectrale en deux composantes d'égale 


intensité TZ F (o) et _ F(—w) de telle sorte que le spectre énergé- 


tique total F (w), étendu aux fréquences négatives, devient une 
fonction paire [voir (4.63)]. Il ne faut cependant pas oublier que le 
spectre énergétique ne reste pair que si l'origine des coordonnées 
se trouve au point w — 0 et peut ne plus l'être lorsqu'elle est 
déplacée en un autre point. 

Comme la transformation de Fourier n’est possible que sur une 
fonction absolument intégrable, les formules (4.63) et (4.64) ne sont 
vraies que si 


Le] 


| IBMid£<M, | |F(w)1du<& NW, (4.65) 

— © — © 
où M et N sont des grandeurs constantes. Cette condition réduit le 
domaine d'application du théorème de Wiener-Khintchine aux pro- 
cessus stationnaires dont la moyenne est nulle et qui de plus ne 
comportent pas de composantes quasi déterministes. Si cette condi- 
tion se trouve remplie, le spectre énergétique F (w) d’un processus 
aléatoire stationnaire est une fonction continue de la pulsation «. 
Nous allons montrer ci-dessous comment on peut généraliser les 
formules (4.63) et (4.64) aux processus stationnaires ayant des com- 
posantes quasi déterministes. 
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Conformément à (4.64) pour t = 0 la puissance moyenne d'un 
processus stationnaire 


B(0) = | F (6) dw (4.66) 


est égale à l'aire de son spectre énergétique. La densité spectrale 
de la puissance moyenne pour w = 


F (0) — 2 | B (x) dx (4.67) 


est égale au double de l'aire limitée par la courbe de la fonction de 
corrélation. Si B (t) n'est pas négative, F (0) est proportionnelle 
au temps de corrélation du processus [voir (4.52”)] 
F (0) 
4B (0) 


To — (4.67”) 

On appelle largeur de bande du spectre énergétique la valeur de 
l'aire limitée par la courbe du spectre énergétique rapportée à la 
densité spectrale pour une certaine pulsation caractéristique wo: 


__B(0) 
Ap= TE [Ft = a - (4.68 


Le) 


Cette grandeur peut être interprétée comme la largeur d’un spectre 
énergétique, uniforme dans la bande A, et équivalent en puissance 
moyenne au spectre considéré. 

La fonction de corrélation B (x) et le spectre énergétique F (w} 
d’un processus aléatoire stationnaire, qui sont un couple de transfor- 
mées de Fourier, ont toutes les propriétés inhérentes à celles-ci. 
En particulier, plus « large » est le spectre F (w), plus « étroite » 
est la fonction de corrélation B (x) et inversement. Autrement dit, 
le produit du temps de corrélation t, par la largeur de bande Ar 
du spectre énergétique est, pour une famille de spectres énergétiques 
de forme donnée, une grandeur constante. 

Si le processus aléatoire est ergodique, on peut conformément 
à (4.43) substituer à la fonction de corrélation dans (4.63) la fonction 
de corrélation temporelle d’une réalisation quelconque de ce proces- 
sus et trouver ainsi le spectre énergétique du processus d'après une 
seule réalisation. 

4.2.4. Processus à large bande et processus à bande étroite. Un 
processus aléatoire de spectre énergétique uniforme est à bande 
étroite lorsque le spectre énergétique se trouve concentré essentielle- 
ment dans une bande relativement étroite de pulsations autour d'une 
pulsation fixe wo, (fig. 4.6, a) ou à large bande dans le cas contraire 


4.2] CARACTÉRISTIQUES ÉNERGÉTIQUES 175 
mm 


(fig. 4.6, b). La condition de bande étroite peut s'exprimer par l'iné- 
galité 
Ab & Wo- 


Considérons l'expression (4.64) de la fonction de corrélation d'un 
processus aléatoire stationnaire (tout au moins au sens général). 


Fu) 
F {w) 
0 (197, (77) 
a) 
Flu) 
0 
b) u) 


Fig. 4.6. Spectres énergétiques: a—à bande 
étroite; b — à large bande 


Remplaçons © par une nouvelle variable d'intégration égale à la 
valeur de décalage wo — ©: 


00 où 
B (= | F (o) coswt do = — | F (65 — ©) cos (05 — ©) t do — 
(U — © 
on 
sp F (oo — OT do | cos © 
=|-— | (9 —&) cos ot | OS @oT + 
1 € 
+= | F (05 —0) sin or du | sin &oT. 


—œ 


Pour les processus à bande étroite, dont la largeur de bande du 
spectre est négligeable par rapport à wo, les limites supérieures 
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d'intégration peuvent sans grande erreur être étendues à l'infini *). 
Introduisons les notations: 


F* (wo) = F (wo — w), (4.69) 
a (D = + | F* (&) cost do, (4.70) 

1 —. 
a(T)=-— | F* (w) sin ot do, (4.70") 


on obtient alors 
B (rt) = a, (x) cos wot + 4, (t) sin @ot = 


= &o (t) cos [wot — u (t)], (4.71) 


ag (t) = aË (rt) + a (x); 


u (t) = arc tg _ e : 


Comme le spectre énergétique F (w) est concentré dans une bande 
étroite de pulsations autour de © = w,, le spectre F* (w) = 
— F (w — w,) est disposé dans le domaine des basses fréquences. 
En vertu de (4.70) et (4.70), a. (x) et a, (t) seront des fonctions variant 
lentement avec Tt. Dans ce cas si la largeur de bande du spectre 
à basse fréquence est de l’ordre de A+, la fonction de corrélation 
aura une « largeur» de l’ordre de 1/A+. Si on peut admettre que 
F (w) est symétrique **) par rapport à la pulsation centrale w,, 
on a a, (t) — O et (4.71) donne alors: 


B (x) = a. (rt) cos w07t — E | F® (w) cos wTt do | COS @otT. (4.72) 
7 0 


*) On ne considère ici que la branche positive de F (w) ; comme nous l'avons 
déjà mentionné plus haut, la courbe F (w) dans le domaine des fréquences néga- 
tives est l’image de sa branche positive réfléchie par rapport à l’axe des ordon- 
nées. L'extension des limites d'intégration de «5 à © dans le cas des processus 
à bande étroite n'influe pas sur les grandeurs des intégrales, car les densités 
spectrales en cas de décalages supérieurs à &, sont négligeables par rapport aux 


densités à l’intérieur de l'intervalle w5 + -—- A. 


**) En toute rigueur ceci n'est vrai que si F (w) est une fonction à support 
borné, c'est-à-dire différente de zéro sur des intervalles de fréquence finis. Si 
la branche positive de F (w) cst différente de zéro pour toutes les pulsations 
o >> 0. elle n’est jamais symétrique, car elle est limitée à gauche par © = 0. 
Cependant pour les processus à bande étroite la branche positive de F (w) peut 
être co nsderée comme symétrique par rapport à Gp, l'erreur commise 
diminuant au fur et à mesure de l’augmentation de w/At+. 
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Par conséquent, la fonction de corrélation d’un processus à bande 
étroite dont le spectre est symétrique au voisinage de la haute fré- 
quence, c’est-à-dire à wo, n'est autre chose que, multipliée par 
cos wot. la fonction de corrélation a. (t) correspondant au spectre 
F* (w) obtenu à partir du spectre initial par décalage de w, vers 
les fréquences basses. Le temps de corrélation d’un processus à bande 
étroite est donné par la formule [cf. (4.52)] 


1 c : 
LT ae (rt) dr. (4.73) 


Considérons maintenant le cas inverse d'un processus à bande 
étroite. il s’agit du spectre énergétique d'un processus aléatoire 
à bande très large. Supposons que la densité spectrale F (w) de la 
puissance moyenne du processus conserve une valeur constante jus- 
qu'à des fréquences très élevées. La fonction de corrélation B (xt) 
d’un tel processus ne sera différente de zéro que dans un petit 
intervalle de valeurs de son argument au voisinage de l'origine 
des coordonnées, c'est-à-dire pour des + petits. Le spectre énergétique 


F (w) = 2N5 = const, (4.74) 


uniforme sur toutes les fréquences, représente une idéalisation mathé- 

malique commode pour l'étude des spectres du type mentionné. 

On appelle « bruit blanc » un processus aléatoire ayant un spectre 

uniforme sur toutes les fréquences *). La fonction de corrélation du 
bruit blanc est 

Vo ( : 
B(1 = | eiotdow = NÔ(t), (4.75) 
c'est-à-dire une fonction delta à l'origine des coordonnées (voir 


annexe JIT). 
Le coefficient de corrélation du bruit blanc est 


1; +0; . 
Rt=tS 10. (4.76) 


Ainsi la propriété essentielle du bruit blanc est que deux quel- 
conques de ses valeurs (mêmes infiniment rapprochées) ne sont pas 
corrélées **). Il est à noter que la notion de bruit blanc ainsi définie 
ne se rapporte qu'au spectre du processus aléatoire, laissant de côté 


*) Ceci par analogie à la lumiere blanche dont le spectre est uniforme et 
à peu près homogène dans la partie visible. 

**) I] s’agit ici du bruit blanc au sens général pour des processus à valeurs 
non corrélées. On peut parler du bruit blanc au sens strict, c'est-à-dire du bruit 
dont les valeurs pour deux instants quelconques sont indépendantes (voir 
$ 4.1.3). 


178 PROCESSUS ALÉATOIRES [CH. 4 


les questions relatives aux lois de distribution. Plus exactement le 
bruit blanc n'a pas de distribution des probabilités dans le sens 
général. 

Le bruit blanc est une idéalisation ne pouvant jamais être réali- 
sée dans les conditions réelles. car, premièrement, les valeurs suffi- 
samment rapprochées d'une fonction aléatoire sont toujours liées, 
deuxièmement. les processus réels ont une puissance finie. tandis 
que la puissance totale du bruit blanc est infinie. 

Cependant on étudie le passage du bruit blanc à travers des syste- 
mes linéaires (voir chapitre 5) appelés fonctionnelles linéaires 
dont la distribution détermine (au sens général) la structure fine 
probabiliste du bruit blanc. Comme les bandes passantes des dispo- 
sitifs radiotechniques sont finies. on peut utiliser le bruit blanc comme 
modèles des processus à l’entrée de ces dispositifs, ce qui simplifie 
l'analyse mathématique sans introduire d'erreurs importantes. 

4.2.5. Processus à spectre discontinu. Les processus stationnaires 
à spectre continu ne sont pas les seuls processus de ce type. Il y a des 
processus stationnaires (au sens général) dont les fonctions de corréla- 
tion tendent vers une valeur finie ou sont des fonctions périodiques 
de t. lorsque t augmente indéfiniment. La condition (4.65) n'est 
alors plus vérifiée et le spectre énergétique cesse d’être une fonction 
continue de la fréquence. 

Considérons par exemple le processus quasi déterministe 


6 (1) = E1 cos wst + 11 Sin oif, (4.77) 


où E, et n, sont des variables aléatoires ne dépendant pas de #, et w: 
une grandeur constante. 
On peut dire que la fonction aléatoire Ë (t) représente des « oscil- 


lations DS » d'amplitude &œ — /'E+L nr et de phase 
p = arc lg — M aléatoires dont les distributions ne dépendent pas 
s1 


du temps. 

Le processus aléatoire (4.77) ne sera pas toujours stationnaire. 
Pour qu'il soit stationnaire (au sens général) il faut que les conditions 
suivantes soient réalisées. Premièrement, la moyenne du processus 
ne doit pas dépendre du temps. Comme on a 


mi {6 ()} = m1 {E} cos oit+ mi {ni} Sin if, 
cette condition ne peut être réalisée que si 


ms {E1} = ms {ni} = 0, 


c'est-à-dire si les moyennes des variables aléatoires E, et n, sont 
nulles. Deuxièmement, la fonction de corrélation du processus doit 
dépendre du seul paramètre t. Comme 
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B, (t, 7) = m {D E(+T)} = 
— m, {E? cos &, { cos w1 ({+ T) + n° Sin wit Sin &1 (t + T) +- 
+ Ein, cos œil sin @1 (+ T) + En Sin if cos w3 (£+4-T)} — 
— m1 {E°} cos wi cos w1 (t+-T) + 
+ m; {n°} sin wit Sin wi ({+-T) +- 
+-m; {En} sin ©; (21+ +), 
B: (4, t) ne dépendra pas de ?{ pour 


m {E} = m {ni} = + 
et 


mi {Emi} — 0. 


Cette dernière condition se trouve vérifiée si Ë, et n, ne sont pas 
corrélees. 

Lorsque les conditions mentionnées se trouvent remplies, l'oscil- 
lation harmonique d'amplitude et de phase aléatoires sera stationnaire 
au sens général, et sa fonction de corrélation sera égale à 


B; (t) = SE COS 6) T. (4.78) 


La variance de l'amplitude aléatoire est alors 
me {a} = ms {En} = ms (Ei}+ms {ni} = 0°. 


En vertu de (4.78) la fonction de corrélation de l’oscillation 
d'amplitude et de phase aléatoires est proportionnelle à la variance 
de l’amplitude, mais ne dépend pas des caractéristiques de phase. 

Remarquons que le processus quasi déterministe considéré n'est 
stationnaire au sens strict que si l'amplitude et la phase sont indé- 
pendantes et que si la phase est distribuée uniformément sur l'inter- 
valle (0. 2x) (voir problème 4.1). 

Bien que la fonction de corrélation (4.78) ne satisfasse pas à l'iné- 
galité (4.65), la notion de spectre énergétique peut également être 
appliquée au cas considéré. si l’on introduit la fonction delta (voir 
annexe JI]). La transformation de Fourier de la fonction de corréla- 
tion (4.78), c'est-à-dire le spectre énergétique de l'oscillation d'am- 
plitude et de phase aléatoires, peut alors s'écrire sous la forme 


F (w) = no° [6 (w—+ w:1) +6 (© — w1)l. (4.79) 


Ce spectre se compose de deux raies distinctes d'intensité infinie 

aux pulsations + o:1. 
Poussant plus loin la généralisation on arrive au processus aléa- 
toire, stationnaire au sens général, qui est la superposition des proces- 
12% 
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sus aléatoires élémentaires de la forme (4.77): 


b (#) Fe 2 (Er COS Qt + Tr Sin Œxt). (4.80) 


Les conditions de. stationnarité (au sens général) de ce processus 
sont analogues à celles mentionnées ci-dessus pour le proces- 


sus (4.77) : 
ms {Ex} = mu {n;} = 0, 
m {EE} = mu (nê} = = 


m1 {Ean;) + O, 


ms {Exb;5} = ms {nan;}= 
—Ws —W2 -W:, 0 WU W2 Wy (#7) > 0 k Æ j 


to] A 


Fig. 4.7. Spectre énergétique discret : 
P dd La fonction de cor- 


rélation du processus 
(4.80), lorsque ces conditions sont remplies, est de la forme 


ñn e 


B, (x) = À cosuur. (4.80') 
R=1 


Le spectre énergétique du processus aléatoire, c'est-à-dire la 
transformation de Fourier de la fonction de corrélation (4.80). 
est une somme de fonctions delta de fréquences discrètes *) (fig. 4.7) : 


F. (6) > n0%. [ô (© + ox) + 6 (0 — wz)]. (4.81) 


Les processus stationnaires (au sens général) dont les spectres 
énergétiques sont des suites de raies spectrales (fonctions delta) 
localisées à des fréquences discrètes sont dits processus à spectre discret. 
Les grandeurs 0% donnent la répartition de l'énergie totale du spectre 
entre les w, discrètes. 


4.2.6. Représentation spectrale des processus aléatoires stationnaires. 
On peut simplifier l'exposé de l'analyse harmonique des processus aléatoires, 
stationnaires au sens général, sans perdre de la généralité et de la rigueur mathé- 
matique, en introduisant comme concept de base pour toute la théorie spectrale 
la notion de représentation spectrale de ces processus aléatoires. On peut montrer 
(voir [8]) qu'un processus aléatoire complexe. stationnaire au sens général, 
peut être représenté sous forme spectrale de la maniere suivante 
Led Q 
(= ( e'® 47 (wo) (4.82) 
— CC 
*) Le spectre de raies de la figure 4.7 se rapporte aux seules € intensités 
des fonctions delta » x0? de fréquences discrètes. 
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Ici Z (w) est une fonction aléatoire complexe à accroissements non corrélés, telle 
que Z (w&2) — Z (wi) et Z (w,) — Z (ws) ne soient pas corrélées pour des inter- 
valles (634, w2) et (@3, &@,) non superposés (voir $ 4.1.3). L'intégrale de Stielt- 
E dans (4.82) est la limite en moyenne quadratique de la suite de processus 
aléatoires 


Y X _ 

N : | 

En ()= Ÿ CE 1Z (wn41) —Z (0)] — S'oe, (4.82) 
RE N kITN 


Op L'OR < Op+1- 
La fonction aléatoire Z(w) satisfait à l'égalité suivante (limite en moyen- 
ne quadratique) 


T : c 
e” Lol 6 tool 
it 
-T 


ta 
Z (@:)—Z (1) — Ju E (4) neo [ Zriiwo) do, (4.83) 
ws 


Icf. (4.58)1. 
Si la fonction f (w) donnée par la relation 


Î (@2) — f (@s) = m3 {1 Z (2) — Z (oi) F} 


est continue, sa dérivée f” (w) = F (w) coïncide avec la densité spectrale de la 
puissance moyenne du processus, c’est-à-dire avec le spectre énergétique déter- 
mine ci-dessus par (4.62). 

Pour les processus aléatoires réels, en passant dans (4.82) à la forme trigo- 
nométrique, on obtient 


Ed'= ‘ [cos ot du (@) + sin ot dv (w)]. (4.84) 
0 


L'intégrale dans (4.84) est la limite en moyenne quadratique d’une suite de 
processus aléatoires 


J = | 
Ex (4) = 2 Ty COS ©} { + y sin @;t, (4.84°) 


où z, = u (y), yx — © (W,) sont des processus aléatoires réels à accroisse- 
ments non corrélés, c’est-à-dire 


ms {zhzn} = Ms (Yan) = 0, k Zn, 


my {zuÿn} = 0, 
a a 6? 
ms {tRi= MAY} = sr 


Ainsi, chaque processus aléatoire stationnaire au sens général peut être 
assimilé à une somme d'oscillations harmoniques non corrélées d’'amplitudes 
et de phases aléatoires, c'est-à-dire à un processus stationnaire au sens général 
à spectre discret {voir (4.80)]. On utilise souvent cette approximation dans les 
applications de la théorie des processus aléatoires. 


4.2.7. Analyse harmonique généralisée des processus déterministes. 
La notion de spectre énergétique peut être utilisée pour l'étude 
des processus déterministes S() pour lesquels le spectre d’amplitudes 
habituel n'existe pas, car la fonction n'est pas absolument intégrable. 
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Physiquement ceci signifie, par exemple, que le processus S(4) 
est pris sur un intervalle de temps infini et possède une énergieinfinie. 
Supposons ensuite que le processus S({) a une puissance moyenne 
finie, c'est-à-dire que 


Ps = (852 (1)) = lim { S2 (t) dt. (4.85) 
er) 


Nous pouvons définir la fonction de corrélation temporelle du pro- 
cessus S(4), soit 


(S (4) S (4 + T)) = lim _ S ()S(t--T) dt, 
T— > °r 


avec 
LS (1 S (+ Tr) F< (S* (0). 


On appelle spectre énergétique d'un processus déterministe S(t) 
la transformée de Fourier de sa fonction de correlation temporelle 


Fs (w) = 2 À (S (9 S (147) eivr dr. (4.86) 


- 
-« 


La transformation inverse donne 


(S () S (+ 1) = (4.86’) 


En toute rigueur, pour que les formules (4.86) et (4.86”) soient 
vraies, il faut que la fonction de corrélation temporelle soit absolu- 
ment intégrable. En utilisant la fonction delta. on peut, par ailleurs, 
dans de nombreux cas étendre le domaine d'application de ces for- 
mules. 

Considérons. par exemple, le processus déterministe périodique 
S(t) de période T. On peut écrire la fonction périodique sous la 
forme d'une série de Fourier. soit 


S (t)= S Cn COS (tm). 


n N 
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on obtient alors (vu la périodicité. on prend la moyenne sur une 
période) 


(S (G)S (+ T)) = 


CnCh X 


. 

ja cat 
M 8 
M4 8 


X cos (+ qa) cos | FE (: Et) qu dt. 


Comme les fonctions trigonométriques sont orthogonales. les 
intégrales des produits des cosinus pour #7 = À sont nulles. et pour 
n—k#0 on à 


2anTt 


| cos | (4-7) + qn | dt = + cos TE 


Ainsi. pour un processus périodique la fonction de corrélation 
temporelle est de la forme 


(S (L) S (£-- T)) — ÿ Sc cos SE , (4.87) 
n=tl) 
où €, — 2 pour ñn — O et €, — 1 pour n > 1. 


En vertu de (4.87) la fonction de corrélation temporelle d'un pro- 
cessus périodique est une fonction périodique de méme période, 
les amplitudes des harmoniques de la fréquence fondamentale du 
développement de la fonction de corrélation s'obtiennent à partir 
de l’amplitude de l'harmonique correspondant du processus pério- 
dique en élevant au carré et en divisant par deux. La fonction de 
corrélation temporelle ne dépend pas des angles de phase des harmo- 
niques du processus périodique initial. 

En comparant (4.87) et (4.80) on voit que la somme des oscilla- 
tions harmoniques de pulsations w, et d° amplitudes cr à la même 
fonction d' autocorrélation (et par conséquent. le même spectre éner- 
gétique) qu'un processus aléatoire, stationnaire au sens général. 
correspondant à une somme d'oscillations de mêmes pulsations., d'am- 
plitudes et de phases aléatoires, les variances des amplitudes aléatoires 
étant égales à ci. Cette comparaison souligne une fois de plus que 
les fonctions de corrélation et les spectres énergétiques ne donnent 
qu'une représentation énergétique moyenne du processus ne tenant 
pas compte des valeurs instantanées, par suite il peut se faire que 
deux processus différents en principe aient des caractéristiques 
énergétiques semblables. 
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On peut utiliser les notions de fonction de corrélation temporelle 
et de spectre énergétique d'un processus déterministe dans les cas 
où celui-ci possède un spectre d’'amplitudes ordinaire. Soit, par 
exemple, S(f) une fonction à support borné (c'est-à-dire telle que 
ses valeurs soient différentes de zéro sur un nombre fini d'intervalles 
de longueur limitée), correspondant à un processus impulsionnel 
déterministe de puissance moyenne finie : 


S@=0, H>+ 
et 


T 
| S?(t) dt € 00. 


Pour ce processus impulsionnel on peut calculer le spectre d'ampli- 
tudes de routine, soit 


Zs (iv) = | S (t)e-iot dt. 
T 
7 


Nous allons definir de la manière suivante la fonction de corréla- 
tion temporelle du processus S(f) considéré 


SOS E+T)=+ | S()S (+) dt. (4.88) 
T 


On a alors (S (1) S (t++t)) — 0 pour |tT|>T. 

Par analogie avec (4.86) nous appellerons spectre énergétique 
Fs (w) d'un processus impulsionnel déterministe la transformation 
de Fourier de la fonction de corrélation temporelle. La transformation 
inverse (4.86) permet, connaissant le spectre énergétique, de trouver 
la fonction de corrélation temporelle. 

En prenant la transformée de Fourier de (4.88) on peut facilement 
trouver la relation existant entre le spectre énergetique et le spectre 
d’amplitudes. En effet, 


2 | E Î S()S (+7) dt | e—iat dt — 


4.2] CARACTÉRISTIQUES ÊNERGÉÊTIQUES 185 


ha En 
RE | D | 
=T [ S (u) er 'ou du | S (t)e'st dt — 
T 


9 9 
— T7 Zs (40) Zs (— i&) = FT | Zs (iw) [* 
Ainsi, dans le cas considéré on a 
Fs (0) = + | Zs (io) F, (4.89) 


c'est-à-dire que le spectre énergétique (et par conséquent, la fonction 
de corrélation temporelle) d'un processus impulsionnel déterministe 
dépend seulement du module du spectre d’ amplitudes et ne dépend 
pas du spectre de phase. Ceci signifie qu’à tous les processus 
déterministes ayant le même spectre d'amplitudes (module du spectre) 
et différents spectres de phase correspondent des fonctions de corréla- 
tion temporelles et des spectres énergétiques analogues *). 

Les formules (4.88) et (4.89) peuvent être étendues au cas des 
processus déterministes complexes. Dans ce cas on a 


T 
(SOS E+T)=+ ( SHSGC-+ET à (4.88') 
T 
et : ° 


4.2.8. Spectre énergétique mutuel. D'une manière analogue au 


$ 4.2.3, si l'on considère les réalisations tronquées e{ (4) et ne (2) 
des processus aléatoires stationnaires et stationnairement liés E (?) 


et n(t) et si l’on introduit les transformées de Fourier 252 (iv) 


kR à UT . ° ° 
et Z? (iw) de ces réalisations, on peut trouver les spectres énergé- 
tiques mutuels des processus aléatoires, soit 


Fan (6) = lim mr À E + 2% (io) ZA) (io)! , (4.90) 
Fr (©) Eu m {2 2 (iw) ZT? 29? Gu)}, (4.91) 


le trait désignant la grandeur complexe conjuguée. 


*) Ainsi, par exemple, les signaux déterministes obtenus à la sortic des 
déphaseurs à caractéristique de fréquence uniforme, lorsque leur entrée est 
attaquée par une impulsion rectangulaire, ont les mêmes fonctions de corréla- 
tion temporelles, soit : 


CS (4) S (4 + t)) = 1 — LEE , ITI<T. 
Voir également problème 4.7. 
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En appliquant avec certaines modifications la méthode utilisée 
pour trouver la relation (4.62), on peut facilement trouver la relation 
existant entre les spectres énergétiques mutuels et les fonctions de 
corrélation mutuelles 


Fin (o) = 2 À Bin(re-iet dr, (4.92) 
1 f | | 

Bin (D) = | Fan (®) ef°* du, (4.92’) 
Faus (w) = 2 | By (t) e7'°T dr, (4.93) 
if | 

By (D = | Fys (0) eivT do. (4.93) 


Il faut remarquer qu'à la différence du spectre énergétique d’un 
processus aléatoire stationnaire. qui est une fonction réelle paire, 
le spectre énergétique mutuel de deux processus est une fonction 
complexe *) dont la partie réelle est paire et la partie imaginaire 
impaire. En vertu de (4.90) et (4.91) Fin (w) et F5 (w) sont des 
grandeurs complexes conjuguées. 

En écrivant les spectres énergétiques mutuels sous la forme 


Fin (©) = Uin (0) + iVin (w). 
Fu (@) == Uns (@)+ iVnz (wo). 
Un (w) = Un (—w) = Uns (w). (4.94) 
Van (0) = — Vin (—ow) = —Vy (w). (4.94) 
A partir de (4.92”) et (4.93) on obtient 


on à 


Bin (= 5e | Vino) cos ur do | Vin(o)sinur du, (4.05) 
CL (Ù 


Be (7) — _ | U y (w) cos wTt dw — _. | Vs (@) sin wt do. (4.96) 
{L U 


Enfin considérons le spectre énergétique de la somme de proces- 
sus aléatoires stationnaires et stationnairement liés 


*) Ceci puisque la fonction de corrélation mutuelle est paire (voir $ 4.2.2). 
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Désignons par Z7- me) et 272. les transformées de Fourier respective- 
ment de (0) et Ep. Puisque 


2% Go) = S SG = DS 282 Go) 7 Go) 
ri r 11 1 


on trouve. en utilisant la définition du spectre énergétique et du 
spectre énergétique mutuel. l'expression suivante pour le spectre 
énergétique d’une somme de processus aléatoires : 


FU À Fe, (w) + À > F5; (0). (4.97) 


La relation (4.97) découle de (4.56). ceci en vertu de la condition 
de stationnarite et de la liaison stationnaire des processus aléatoires. 
Si les processus aléatoires ne sont pas cohérents et que leurs moyennes 
sont nulles. leurs spectres mutuels sont nuls à toutes les fréquences, 
le spectre énergétique de la somme de processus aléatoires est alors 
simplement égal à la somme des spectres énergétiques des composan- 
tes. 


4.2.9. Spectre énergétique des processus non stalionnaires. On peut main- 


tenant appliquer les notions qui vicnnent d'être introduites aux processus 
aléatoires non stationnaires. 


Soit de nouveau la réalisation £()(4) d'un processus aléatoire et faisons 

. 0 ® CE T 

lui correspondre la fonction Eu) (#, nulle à l'extérieur de l'intervalle [11 < + 

et coïncidant avec Etk (1) à dd de cet intervalle. Le spectre courant 
de la réalisation tronquée est 


[4 
SA (4. w)— ( E00 (ne “de. (4.98) 
°T 


La valeur moyenne dela puissance du processus se calculée sur l’ensemble 


e ° e . . CE T a « 
de réalisations à la pulsation © sur l'intervalle de temps (— --, 1 est égale à 


— 


{ { 
my t| SC (4 w) 2} — m1 { | | ET (41) El (ua) € FH) dt dre À à 
T 


t 
\ Br, the "20 fe) qu des, 
°r 


où Brit, te) == m; ge) (41) ie, (£2) }. 
En introduisant dans la déiiere intégrale la variable + — 1, — {: ct en 
divisant le domaine d'intégration en deux parties suivant la diagonale d’un 
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rectangle, on obtient (voir fig. 4.5) 


T 
! ti+— 


ms Gore À À Brit n—me-itaran+ 
T 0 


{ 


0 
+ | | Br (ta +T, L2) e_ ET dt dt; = 


=] 


. 
| [Br (ti tte TE Br (tit, tie ®T] dr dts, 
Û 


et comme Br (t5, t2) = Br (ts, t1), on a 
T 
! LE Er aber 


mil s®) (4, w) FF} =2 ( | Brti, {y —T) cost dt dti. (4.99) 
0 


°T 
EI 


Nous allons définir le spectre énergétique instantané d'un processus aléa- 
toire non stationnaire par l'égalité : 


O(t, w)—= lim rit, w), (4.100) 
T — © 
où 
d l 0 
Or (th 0)=2—— ml ST (4, &) [#}. (4.101) 
En dérivant (4.99) par rapport à ? on trouve 
42 
Or ({, wW)—4 | Br (t, t—7+) cos wt dt. (4.101°) 
) 
En passant à la limite pour T — on obtient 
Pas 
D ({, w)—4 lim Br (t, t—71)cosuwt dt = 
T0 ré 
_ 4 | B(t,t— +) cos wt dt (4.102) 
Û 


et 


B (1, = | O (t, w) cos wTt du, (4.102) 
0 
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où B de ee est la fonction de corrélation du processus aléatoire non station- 
naire & (£). 

Par conséquent le spectre énergétique instantané et la fonction de corré- 
lation d’un processus aléatoire non stationnaire sont deux transformées de 
Fourier inverses par rapport aux variables w et t. La formule (4.102) généralise 
la formule de Wiener-K hintchine (4.63) pour le cas des processus aléatoires non 
stationnaires. 

Remarquons que l’intégrale du spectre énergétique instantané suivant 
la fréquence est, en vertu de (4.102’), égale à 


co 

1 
TA | O (4, w) do =8B (t, t), 
0 


c'est-à-dire à la valeur moyenne du carré du processus à l'instant t. 
Introduisons la moyenne temporelle 


LR 
Fr @)=+ [ Or (t, w) dt. (4.103) 
°T 


En portant (4.101) dans (4.103) on trouve 


Fr (o)=+ | m { [54 (=. ®) ‘} -- M4 {15 (+. w) 1 ; 


T T : 
Comme en vertu de (4.98) sf. o)= 0, et MIE | ) = Z® (io), on a 


9 
Fr (o)=+ m1 1129 (io) F3, (4.104) 


où 200 @) [* est, comme nous l'avons déjà mentionné au chapitre précé- 


SJ 10 


dent, la puissance moyenne du processus à la pulsation © rapportée à la bande 


A = T- 


Conformément à la définition générale on appelle spectre énergétique d'un 
processus aléatoire non stationnaire [cf. (4.62)] la limite 


F(w) = Jlim Fr (o). 
T0 
Ainsi pour un processus aléatoire non stationnaire on a 
T 


: D 
F(o)=lim = mi! 20 (iw) [?}=— lim AU | Or ({, w) dt. (4.105) 
T—5 T T0 T T 


t= 


En vertu de (4.102) et (4.103), le spectre énergétique d'un processus aléatoire 
non stationnaire est lié par une transiormation de Fourier à La moyenne tem po- 
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relle de la fonction de correlation de ce procesus 
T .T 
TE 


F(w)= lim : ( | Br(t. t—7T)cosuwt dt dt — 
e e. 
U 


(se 


= 4 \ B*(t)cos mtdt, (4.106) 


T 
B* (x)= lim _ | Brtt,t—tjdt. (4.107) 
FA 


Généralisant la notion de spectre énergétique mutuel de deux processus 
E (t) et n (t) au cas des processus non stationnaires, on peut trouver la relation 
existant entre le spectre énergétique mutuel et les fonctions de corrélation 
mutuelles des processus aléatoires non stationnaires. 

La grandeur 


{ t 
my {ST (4, w) SUD (4, w)}} — \ | Bin, te 90112) qui dt, 


peut être appelée puissance moyenne mutuelle des réalisations 20) et nQ(e) 


à la pulsation w sur l’intervalle (2 t). En introduisant Île spectre énergétique 


mutuel instantané de deux processus aléatoires non stationnaires 
: : 0 (h) (h) 
D:n (. &)= lim Drn(t, ©) —2 lim — m,{8% (4, w) ST (Lw)}, 
en ) TL en ( ) ae ET 1 TE ( ) Mn )} 


on obtient une relation qui est une généralisation de (4.92) 


Din (4, &w) — 2 | [Ben (4, { — tThe-iot + Bus (f, 1 — +) ciut |] dr. 
—% 
(4.108) 


Et, enfin, à partir de (4.108) on trouve la relation existant entre le spectre 
énergétique mutuel et les moyennes temporelles des fonctions de corrélation mutuelles 


T 


i 2 
Fin (w) == mr | Drin (4. w) dt — 
T 


li 
Too 


) 


= 2 | [BËn (r)e OT Big (t) "TJ dr. (4.109) 
Û 


Fou des processus stationnaires et stationnairement liés (4.109) et (4.92) coïn- 
cident. 
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4.2.10. Signal télégraphique. Æ titre d'exemple calculons mainte- 
nant la fonction de corrélation et le spectre énergétique du signal 
télégraphique dont la réalisation E (1) est une « onde rectangulaire » 
(fig. 4.8). La fonction aléatoire E ({) ne peut prendre que deux 
valeurs: +h et —h. les instants de changement de signe étant 
aléatoires *). 

Soit px (£i. t») la probabilité de À changements de signe sur 
l'intervalle (4,. {:). Supposons que cette probabilité ne dépende pas 
du nombre de changements de signe sur les autres intervalles de temps 


Ett) 


+h 


Fig. 4.8. Signal télégraphique 


(processus sans post-action). Supposons également que la probabilité 
de plus d'un changement de signe sur l'intervalle ({, £+ At) pour 
At — O décroiît plus vite que At (processus ordinaire). Introduisons 
également l'intensité des changements de signe, c'est-à-dire la gran- 
deur 


à (t)== lim | 


— Po (£, t—- At) 
At—0 At : 


On peut montrer (voir par exemple [16]) qu’en adoptant ces hypo- 
thèses le nombre aléatoire v (£:)—+ (f,;) de changements de signe du 
signal télégraphique sur l'intervalle (£,. £;:) est distribué suivant 
la loi de Poisson 


Pa(t:: te) = A HP este, (4.110) 
A0, 1:25: 
où 
2 
Al, 4) = | À (2) dt. (4.111) 
{1 


Comme À (£) > 0 on a A (£1. Lo) — 0, (£: > L2). 


*) Parfois au lieu du nombre de changements de signe on utilise le nombre 
de zéros, c'est-à-dire le nombre de fois que la fonction E (t) coupe l’axe des 
abscisses. Ces deux méthodes sont équivalentes. 
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Remarquons que le nombre de changements de signe du signal 
télégraphique. en tant que fonction aléatoire du temps, est pour les 
conditions imposées un exemple de processus à accroissements indé- 
pendants (voir $ 4.1.3) appelé souvent processus de Poisson. A t, donné 
les différences v (4) — v (4), ts >> t1 forment un processus de Markov. 

Pour calculer la fonction de corrélation du signal télégraphique 
il convient. en vertu de la définition (4.13), de trouver la moyenne 
sur l'ensemble des réalisations du produit E (4) & (£:). Ce produit 
est égal à h°. ou à —h* (voir fig. 4.8) suivant que l'on a Ë (4;) — 
— E(4,) ou E (ti) — —E (12). L'égalité E (4;) = E (t2) signifie que 
sur l'intervalle de #, à f{: a lieu un nombre pair de changements 
de signe. c’est-à-dire l’un des événements incompatibles : 4 — 0, 
ou À — 2, ou À — 4, ou .. 

Utilisant (4.110) on trouve en vertu de la règle d'addition 


P {E(t:) = E(t)} — > Pan (t1: Deer S dr En = e-Ach A, 


De même l'égalité & (4) — —EÆ (12) signifie que sur l'intervalle 
de ft, à {> le nombre de changements de signe est impair. ainsi 


P{()= —E(2)}= D pu (ts h)=e 4 D me Ash A. 


1)! 
h=—1 Rh=—1 


IL est facile de trouver maintenant la valeur moyenne du produit, 
c'est-à-dire la fonction de corrélation 


B (ti, t2) = ms {8 (4) E (42)} = 
= RP {6 (4) = 8 (2)} — RP {8 (4) = —E (4)} = 
— h%e-A (ch À — sh A) — h’e-tAlts 12) 


ou, en utilisant (4.111), 


{2 
B (ti, t+) = h%e-2AUite) — h2 exp {—2 ET dt}. (4.112) 


{1 


Comme le processus aléatoire considéré n'est pas stationnaire, 
la fonction de corrélation dépend de deux variables. En prenant 
la moyenne temporelle de la fonction de corrélation on a 


T 


- + 
1 
B*(t)=h® lim — — 2 À (zx) dr + dti. 
@= ie lim + | exp {— | (a) dr} du. 


es 
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Supposons que l'intensité des changements de signe soit une fonc- 
tion périodique du temps 


À (4) = Ào+ M COS wof, (4.113) 


avec de plus, À ({) > 0 on a À << À. 
Pour T=>0on a 


tit 
A(t,T)= (Lo À cos wof) di = 


= Àot + _ [sin of (cos ©o7t — 1) + cosoof Sin ©ot | = 
= hot + RE sin LE © cos [ (+7 21]: 
Comme À (t, t) est une fonction périodique de période T — A 


il suffit de prendre la moyenne de la fonction de corrélation sur le 
temps T': 


Be (r)= 6-01 exp {+ a sin “cos (@ot + DE )} dt 
0 
ou [voir (3.70)] 
B* (x) = h°e- ol €] ( M in nn), (4.114) 


où Z, (x) est la fonction de Bessel de l’ ne imaginaire d'ordre 
zéro. 


Pour trouver le spectre énergétique du signal télégraphique il 
est bon de développer préalablement la fonction de Bessel en série 


de Fourier sur l'intervalle (0, = Leu "] 


4x @opT 
Lo (+ L sin — =) = S creiñ@ot, 
k-=—00 


dont les coefficients sont 
dy \2n On)! 
nos > (1 Ho (al) (n—k)l(n +4)! ? 
L k>0. (4.115) 


En prenant la transformée de Fourier de (4.114) on peut trouver 
le spectre énergétique d’un signal télégraphique non stationnaire 
F(e)=2# D 0 | exp{—20]Tt| +i(ko—w)t} dr 

k= — 00 — © 


ou 


13-0624 
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F(w)= 2 Fr (0), 


Fr (@) = 


8\oh?cR 
A+ — Hu ? 


(CH. 4 


(4.116) 


(4.117) 


les coefficients c, étant déterminés conformément à (4.115). 
Introduisons maintenant la condition de stationnarité du signal 


télégraphique. 
B(T) 
hp? 


3 2 A1 0 1 2 3 jt 
Fig. 4.9. Fonction de corrélation d’un si- 
gnal télégraphique 


Flu) 
F(0) 


—J 2 —1 0 1 2 K] vw 
229 
Spectre énergétique d’un signal 
télégraphique 


Fig. 4.10. 


Wiener-Khintchine [formule (4.63)], 


En vertu de cette condition la probabilité de 4 


changements de signe dans 
l'intervalle (£, t+ +) dépend 
seulement de k et de tetne 
dépend pas de £. Dans cecas 
l'intensité des changements 
de signe est constante, on a 
donc 


t+t 
At, T)— | hdi = À, 
t 


T> 0. 
Et en vertu de (4.142) 
B (x) = h'e-2h ti, 
(4.118) 


L'expression (4.118) est 
un cas particulier de (4.114) 
pour À = (0. 

La fonction de corréla- 
tion d'un signal télégra- 
phique stationnaire est mon- 
trée sur la figure 4.9. En 
appliquant le théorème de 


il est facile maintenant de 


trouver le spectre énergétique d’un signal télégraphique stationnaire 


(fig. 4.10) 


où 


F (o) = Al | e-2koltlcos wt dt — 


0 


8k4° 


AL : (4.119) 


L'expression (4.119) pour À; = 0 est un cas particulier de (4.117), 


car dans ce cas co = 1, cz = 0, 


Comparant (4.117) et (G. 119), on voit que le spectre énergétique 


d'un signal non stationnaire représente, sur l'échelle des ordonnées 
modifiée, une composition des spectres d'un signal stationnaire 
(fig. 4.10) ayant les maxima aux pulsations wo. 
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4.3. AUTRES PROPRIÉTÉS DES PROCESSUS ALÉATOIRES 


&.3.1. Caractéristiques de la différence de deux valeurs d’un 
processus aléatoire. Considérons les caractéristiques les plus simples 
de la différence Er (4) = E (t+ T) — E (1) de deux valeurs du pro- 
cessus aléatoire E ({) pour des instants séparés par un intervalle de 
durée 7. Nous utiliserons ces caractéristiques dans les chapitres qui 
suivent lors de l'étude de la continuité et de la dérivabilité des pro- 
cessus. Cependant dans certains problèmes ces caractéristiques peu- 
vent être intéressantes par elles-mêmes (par exemple, dans les lignes 
à retard sans distorsion). 


Calculons avant tout la moyenne et le second moment de la 
différence E- (ft). On a 


mi {Er (t)} = ma (E (+ T)} — ma {6 (0)} = 
= a (+ T) — a (1), (4.120) 
m2 {87 ()} = mu {LE (+ T) — E (1°) — 
= By (+T; 14 T)+Bz(t, 1) — 2B;t, 14 T). (4.121) 
La fonction de corrélation de la différence E- (t) est 
Be, (ti, to) = ms {IE (+ T) — E (HI TE (2+T) — E (t2)]} = 
= Mi {E (+ T) E (24 T)} — mi {E (ts) E (124 T)} — 
. — M {E (ti + TE (b)} + mi {E (41) E (2)} 


Bz, (ts, do) = Bx (+ T, 124 T) — Bz (t4, 12H T) — 
ee B: (ts + ji Lo) + B: (é1, Lo). (4.122) 


Calculons également la fonction de corrélation mutuelle du pro- 
cessus E(f) et de la différence E;(t#). On a 


Bas. (lis Le) = ms {E (41) Er (te)} = ms {E (ts) LE (24 T) — E (42)]} = 
= ms {6 (4) É (24 T)} — ms {E (4) E (t2)} 


ou 
Bizz (ie te) = B3 (lis te+ T) — Ba (ln, te), 2 
Br,z (ss te) = Br (+ T, te) — B; (is. 12). (4.123) 


Si & (t) est un processus stationnaire (tout au moins au sens géné- 
ral), en vertu de (4.120) à (4.123) on a 


m1 {Er ()} = 0, (4.424) 
Me {Er (1)} = Mo: {Er (1)} = 21B% (0) — Bz (T)], (4.125) 
Big (rt) = 2Bz (tr) — By; (T+T) — B; (x —T), (4.126) 
Bas, (tr) = BE (T +7) — B; (1), (4.127) 


Bus (7) = Bet — T) — Bi (x), T = te — 4. (4.127) 
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Le spectre énergétique Fr, (wo) de la différence E- (f) est lié 


par une relation simple au spectre énergétique F, (1) du processus E (4), 
stationnaire au sens général. En portant (4.126) dans (4.63) on obtient 


Fr, (wo) = 2 | B3.. (r) eiot dt = 4 | B3 (tr) e-iotdr — 


— 2 (Br + T) etur dr — 2 | Be (x — T) e-iut dr = 


C0 
— 9 | B3 (x) [2e-i0T — e-tott-T) _ e-iutt+T)] gr = 


= 4 (4 — cos 67) | B4 (x) e-iur dr 


ou 
Fe, (0) = 4sint #7 Fe (). (4.128) 


Le spectre énergétique mutuel de Ë (f) et E- (f) en vertu de (4.92) 
et (4.127) est 


Fa, (o) = 2 | Bas, (0) eve dr — 


2 [ [By (T +7) — B3 (r)l e-iot dr — 


— oO 


Ï 


= 2 | B(t) e-iotr-7) dr — 2 | Bz (x) e-iot dt — 


= (eiuT — 1)-2 | Bs (x) e-ivrar 


ou : 
Fax, (@) = (eioT — 1) F, (w). (4.129) 


Les parties réelle et imaginaire de ce spectre sont respectivement 
égales à 


: T 
Uz;,. (w)= —2sin° 5 F: (@) (4.130) 
et 
Var. (wo) = sin OTF} (w). (4.130") 


4.3.2. Continuité. La notion de continuité d'un processus aléa- 
toire (de sa dérivée, de son intégrale, d’une série) est liée à des 
opérations limites probabilistes. Comme nous l'avons déjà mentionné 
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au $ 3.5, ces opérations n’ont pas de définition unique et dépendent 
toujours des critères de convergence. 
Un processus aléatoire est dit continu au point t en moyenne qua- 


dratique *) si 
lim ms {LE (HT) — 8 (9) F} = 0. (4.131) 


Un processus aléatoire continu pour toutes les valeurs de t£ sur 
un certain intervalle est dit continu sur cet intervalle. 

En vertu de (4.121) la condition nécessaire et suffisante de conti- 
nuité d'un processus aléatoire au point £ est que sa fonction de corré- 
lation pour tj —{2 —=t soit continue [ce qui signifie que 
Fous Bx (ts, te) = B (t, t) = ms {E? (t)} << oo. 

{ 

‘En vertu de (4.125) pour qu'un processus E (4), stationnaire au 
sens général, soit continu partout, c'est-à-dire quel que soit £, il 
faut et il suffit que sa fonction de corrélation soit continue au point 
t = 0. Autrement dit les processus de puissance moyenne finie sont 
continus. 

La fonction de corrélation B; (rt) d'un processus aléatoire continu, 
stationnaire au sens général, est une fonction continue. En effet 


By (T+T) — Be (rt) = ma IE (+ T+T) — E (t+7)] E (4)}, 


et comme la covariance des variables aléatoires & (1+ T+ T) — 
— E(t+7+) et E (f) est égale à leur coefficient de corrélation (dont 
le module est inférieur à l'unité), multiplié par la racine carrée 
du produit de leurs variances [voir (2.106)], on a **) 


[Bi (x + T) — Bi (D 1< 
< IMa {E (+ TT) — E (+7) Me {E (OM. 


Etant donné que la variance M, {& (t)} d'un processus aléatoire, 

stationnaire au sens général, continu en moyenne quadratique, est 

finie et que lim M2 {E (t+t+T) — E(t+7t)} — 0, la fonction 
T0 


de corrélation de ce precessus est 
|B: (T+T) — B: (7) 1—0 pour T —- 0. 


On a ainsi démontré que si un processus est continu, sa fonction de 
corrélation l’est également partout. Il s'ensuit également que pour 
que la fonction de corrélation d’un processus stationnaire soit conti- 


Li 
z 


*) La continuité en moyenne quadratique entraîne Ja continuité en pro- 
babilité (voir $ 3.5). En effet 


es {HEG+T)—É(HDI>e}=0 ex 0. 


**) 11 faut également tenir compte de (4.124). 
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nue pour tout t il suffit seulement qu'elle soit continue au point 
tT=0*). 

4.3.3. Dérivabilité. Un processus aléatoire est dérivable en 
moyenne quadratique **) au point £ s'il existe une variable aléatoire 
&' (£), appelée dérivée en moyenne quadratique du processus E (f) au 
point t, telle que 


lim ms Ÿ | EURO + (9 p}=0. (4.132) 


T0 


Les caractéristiques de probabilité de la dérivée £’ (?) peuvent 
être obtenues par un passage à la limite dans les caractéristiques 


de la différence 
Er (4) = E(t+T) — E (1). 
En utilisant (4.120) on obtient 


Ve FRS CN Er ()) _y; aœ(+T)—ag(t) _ » 
ag (6) = me (8 (0)} = im ms, À ROLE lim ECEOTEC = 0 (9, 
c'est-à-dire 


ag (t) = a4 (+). (4.133) 


Ainsi, la moyenne de la dérivée d'un processus aléatoire est égale 
à la dérivée de la moyenne du processus à un instant quelconque, 
lorsque cette moyenne est dérivable. En vertu de (4.133) la moyenne 
de la dérivée d'un processus aléatoire stationnaire (au moins au sens 
général) est toujours nulle. 

La fonction de corrélation de la dérivée d'un processus aléatoi- 
re est 


e. = t € Lo . { 
B4: (t1, t2) = lim m {re sr ee} = lim 7e Bi, (ti te). 


Pour calculer cette limite nous allons développer les trois premiers 
termes du second membre de (4.122) en série de Taylor: 


0B,  ôBy 
Br(ti+T,t2+T)= Bi(t, te) +T (+5) + 


T2 0°B; 0?B; ms) é 
2 ( ETF 2 t BTE + 0 (7), 


*) Si la fonction de corrélation B (t,, t:) d’un processus non stationnaire 
est continue pour ft; = t:= t, elle est continue pour chacun des arguments 
ti et f2. 

**) La dérivabilité en moyenne quadratique entraîne la dérivabilité en 
probabilité (voir $ 3.5), car 


T0 T 


zw@|>e} =0 


pour tout e >> O. 
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, 0B T2 9°B 
Ba (lu te T)= Be (trs 2) + T + + OUT), 


2 “ot 


0B T2 9°B 
B(ti+T, t) = Bi (ti, 2) +T + = + O(TS). 
i î 


En vertu de (4.122) on obtient alors 


: 0°B; (ét Le) 
By (ti, te) = . + O(T)} 


c'est-à-dire 


92B4 (t4, t2) 
Be (ti, t:) — TE (4.134) 


Pour que la fonction de corrélation d’un processus aléatoire soit 
dérivable il faut et il suffit que sa dérivée seconde mixte existe et 
soit continue pour é = {2 = t. 

Si un processus aléatoire est stationnaire (du moins au sens géne- 
ral), en développant le second membre de (4.126) en série de Taylor 


on obtient l'expression suivante pour la fonction de corrélation 
Bz: (t) de la dérivée E” (1): 


Br (x) = lim + Bg.(t) = lim {— Bi (rt) + O(T)} 
T—0 T0 
ou 
By (t) = — B (x). (4.135) 


Ainsi la fonction de corrélation de la dérivée E” (4) est égale à la 
dérivée seconde de la fonction de corrélation & ({) prise avec le signe 
contraire. 

Par un passage à la limite dans (4.128) on trouve également le 
spectre énergétique F: (w) de la dérivée 


a & . T o : 
Fe (o)= lim + sin <- Fe (0) = wtFy(u). (4.136) 


La formule (4.136) peut également être obtenue à partir de 
(4.135), en dérivant deux fois l'intégrale (4.64) par rapport au para- 
mètre tT. 


La variance (puissance moyenne) de la dérivée est égale à 
: if 
B;:(0)= — B5(0) = | w?F; (w) do. (4.137) 
0 


Comme pour t = 0 la fonction de corrélation B 


T) est toujours 
maximale, on a B£ (0) < 0. 8 (T) ] 
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Le rapport des puissances moyennes de la dérivée E”(t) et du pro- 
cessus E (£) est égal à 


Qu?r. (w) do 
B... (0) : ÿ , 
OÙ = gp — — RE (0) = —. (4.137°) 
- Î F: (0) du 
U 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus aléatoire 
stationnaire soit dérivable en moyenne quadratique est que la puis- 
sance moyenne B+- (0) de sa dérivée soit finie *). En vertu de (4.137) 


cette condition signifie également que l'intégrale | OF; (o) do 
0 

est finie, c’est-à-dire que l’intensité du spectre énergétique aux fré- 

quences élevées décroît plus rapidement que w. 

Nous allons maintenant trouver la fonction de corrélation mutuel- 
le du processus aléatoire E ({) dérivable en moyenne quadratique 
et de sa dérivée E’(t). En développant le second membre de (4.123) 
en série de Taylor suivant la variable # on obtient 


ÔB: (ti, t2) : 
Br, (ist) =T + 0 (TS), 


d'où 


B (fist)  9B:(t4, 
B:z (és, Lo) = lim mm: {EG = lim èr : =  ( 1 2) 
T0 EE 


T—+0 O2 ’ 


donc 


0B: (ti to 
Bzz (é1, L2) = + — . (4.138) 


Pour un processus aléatoire stationnaire (du moins au sens 
général), en vertu de (4.127) et (4.127') on a 


T = Bi(r)= —B;3(r), 


B:}z (t) = ]im 


T0 
donc 
Bag (7) = — Bi (7) = Be (1). (4.139) 


*) Cette condition ne se trouve pas remplie pour un signal télégraphique 
stationnaire [voir (4.118) et (4.119)] non dérivable en moyenne quadratique. 
Cependant le signal télégraphique est continu en moyenne quadratique, car sa 
fonction de corrélation (4.118) est habituellement continue pour + = 0. Remar- 
quons que chaque réalisation d’un signal télégraphique possède une infinité 
de points de discontinuité, ce qui cependant n'est pas en contradiction avec 
sa continuité en moyenne. 
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Par un passage à la limite dans‘(4.129) on peut également trouver 
le spectre énergétique mutuel du processus et de sa dérivée 


Frs (@) eiuT _ 4 
Fig (o) = lim—— = #; (0) lim — ivF; (0), 
T—0 T0 
donc 
Fig (w) == OF; (w). (4.140} 


Ce résultat découle également de (4.64). En dérivant l’intégrale 
par rapport au paramètre t on obtient 


By: (t) = BE (rt) = + | OF; (w) sin ot do. (4.140") 
0 


Ainsi (4.140) entraîne (4.95). 

Remarquons que le spectre énergétique mutuel du processus et 
de sa dérivée est une grandeur purement imaginaire. Par suite leur 
fonction de corrélation mutuelle est impaire 


B;x° (t) = — Bx: (—T). 
Pour t = 0 on a en vertu de (4.140') 
Bzyze (0) = B+£ (0) = 0. (4.141) 


Ainsi la fonction de corrélation mutuelle d’un processus aléatoire 
stationnaire et de sa dérivée aux mêmes instants est toujours nulle. 
ce qui veut dire qu'une fonction aléatoire et sa dérivée aux mêmes 
instants ne sont pas cohérentes. 

Remarquons également que la dérivée £’ (4) d’un processus aléa- 
toire stationnaire est stationnaire et stationnairement liée à E (4). 

Cherchons maintenant l'expression générale pour la distribution 
conjointe du processus aléatoire Ë (£) et de sa dérivée E’ (4) aux 
mêmes instants. Soit wW: (x. TZ, ti, {) la densité de probabilité 


bidimensionnelle du processus Ë (4). Posant 1: — t — LÉ Lt. — 


=t+ Z on voit que pour 7 — 0 les variables aléatoires ane 


et 550) convergent vers E (f) et E” (t) respectivement. Il s’en- 


suit que la densité de probabilité du couple E (4), Ë” (£) est égale à 
W,(z, y, t)=limTw, (2——y, x + 7 t) 4 (4.142) 
T0 


En vertu de (4.142) et vu la symétrie de la densité de proba- 
bilité à deux dimensions d’un processus aléatoire [voir (4.7)]. la 
distribution conjointe d’un processus aléatoire et de sa dérivée 
aux mêmes instants est une fonction paire de l'argument y correspon- 
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dant à la valeur de la dérivée. On a donc 
W: (x y, D = Wiz, —y, à. (4.142) 


Si le processus aléatoire E’(f) est dérivable en moyenne quadra- 
tique, la grandeur E”(i) est appelée dérivée seconde en moyenne 
quadratique du processus & (f) au point t{. D'une manière analogue 
on peut définir les dérivées d'ordre plus élevé. 

Pour que la dérivée n-ième E‘"” (f) existe il faut et il suffit qu'exis- 
te la dérivée mixte d'ordre 2n de la fonction de corrélation du proces- 
sus Ë (6) in 
g°n e (é1 112) 

TRE (4.143) 


La fonction de corrélation de la dérivée 7-ième d’un processus 
stationnaire au sens général est égale à 


BE” (ts, t2) = 


BE” (x) = (—1)"BP" (x), (4.143") 
et son spectre énergétique à 
FE” (o) = w°"F4 (o). (4.144) 


La dérivée r7-ième du processus existe dans ce cas, si la dérivée 
d'ordre 2r de sa fonction de corrélation est continue pour t = 0 
ou, ce qui est équivalent, le spectre énergétique aux fréquences éle- 
vées décroît plus rapidement que w—(2r+1), 

Il est facile de voir que dans le cas général la fonction de corre- 
lation mutuelle des dérivées k-ième et /-ième du processus est égale à 


OR+LBz (14, ta) 


BEL Cu = — nr» (4.145) 
et pour les processus stationnaires au sens général elle est égale à 
BIO (x) = (—1) BE (x). (4.146) 


4.3.4. Intégrabilité. On peut également calculer l'intégrale en moyenne 
quadratique du processus aléatoire E (£): 


b 
t (9 = | h (4, v) E (0) dv, (4.147) 


où À (t, v) est une fonction donnée, a et b étant des constantes arbitraires. 

Cette intégrale est une fonction aléatoire vers laquelle tend en moyenne 
quadratique, pour max Az —+ 0, la suite des fonctions aléatoires ©, ({) qui 
sont elles-mêmes des sommes intégrales 


ñn 


En ()= À h (4, va) E (0x) (vx —vR-). (4.147) 
k=1 


La valeur moyenne de l'intégrale est égale à 


ap(t)—m1 (( h (t, v) E (v) do } = ( h (t, v) ms {6 (v) } du 
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ou , 
b 
ag (t) = | h (t, v) az (v) dv. (4.148) 
a 
Si le processus Ë (t) est stationnaire (du moins au sens général), on a 
b 
ag (t) = ag | h (t, v) dv. (4.149) 
a 


Calculons la fonction de corrélation de cette intégrale. On a 
Bx (ti, t2) = ms {Q (t1) C (t2)} — 
b b 


= m { | ( h ts, v1) À (t2, ve) E (vs) E (v2) du, due} = 
a «a b 


b b 
By (ti, t2) = | | h(t5, vs) h (te, ve) Be (vs, ve) dus du. (4.150) 
a « 


h (ti, 3) À (ta, ve) Bx (vs, ve) du, due 


D —) ©: 


Pour que l'intégrale (4.147) existe en moyenne quadratique, il faut et il 
suffit que l'intégrale (4.150) soit convergente au sens habituel. 

Calculons de plus la fonction de corrélation mutuelle du processus E (1) 
et de l'intégrale & (1): 


bd 
Btx (ts, t2) = ms (8 (to (t2)} = mu À | h (t2, v) & (t1) 8 (v) du} = 
" b 
= Î k (t2, v) ms (E (t:1) & (v)} do 


a 
ou 


b 
Br (ti, te) = Î h (42, v) Be (ts, v) du. (4.151) 


Parfois dans les applications on a besoin d'étudier les caractéristiques sta- 
tistiques de l'intégrale indéfinie d'un processus aléatoire & (t), stationnaire 
tout au moins au sens général, soit 

t 


mO=|Ewa, 1>-7. (4.152) 
_—T 


Il est tout à fait évident que le processus nr (t) n'est pas stationnaire. Ses 
caractéristiques numériques élémentaires RUE moyenne et moment du second 
ordre) sont des fonctions du temps. En eftet 


ms (nr O)= | ms (B (0) dt = (+ Dog (4.153) 


—T 
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De plus 
m2 {nr ()} = m fn (} = 
t t t 
= À Êms 48 (u) 8 (0)} du do = RÉTECLT 
TT TT 


En remplaçant les variables d'intégration u, v par u, T = u — v, on obtient 
DT 
my {n5 ()} =2 | (4 T—+) B (x) dr. (4.154) 
0 


Utilisons les résultats du $ 4.2.9 pour trouver le spectre énergétique de 
l'intégrale indéfinie d'un processus aléatoire stationnaire. Commençons par 
définir le spectre courant du processus n-(1). En vertu de (4.98) on a 


{ { 11 
5 (,0)= [ nfPune-tetian= À [au (u)e-tet qu au, 
-T -T-T 


En changeant l’ordre d'intégration et en intégrant sur #, on a 


À À 
(R) — _?_ 1e) _ nt) —iot 
Sr (t, ©) — re [Sr”(t, w)—n7 (the }, (4.155) 


t 
SE (4, w) = \ EC) (e) eo t qu. 
—T 


En vertu de (4.155) on obtient 
1 : : 
IS, w)P=r {ST (4, &) F+InT WP— 
—1n@ (15% (4, w)et LE SO (e, —w)e- iv]; (4.156) 
Calculons la moyenne sur l’ensemble de la grandeur | 4 (4, ©) |. La 
moyenne du premier terme de (4.156) est égale à 
1 
Se mu | ST (4, &) [?} 
(supposant que w -Æ 0), la moyenne des autres termes est 
{ À - 
— ms {09 (D —nP (SP (4, w) PH SO (4, —w) ee]; = 
t ©! 
+ ( | By(u—v)[(1—e7 ie (0-0 i(0—1)] qu du = 
TT 


__sin W(L+LT—T) +sinw(t+—T)—sin “ | ne 
a ———_—_ | 


Le 
——— | B: tire 
| + T 
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Le spectre énergétique instantané de l'intégrale d'un processus aléatoire 
stationnaire est, en vertu de (4.101), égal à 


9 À () 21 — 
Da (Er 0)= 2 Drm {1 SU) (6, co) f?} = 


t+T 
= + or (e, &)+ À { By (t)[1—cosw(t+T)—coswo(t+T—t)]dt, (4.157) 
0 


* 


ou 
( 
Or (£, ©)=2-- ms {| s® (t, &) [2}. 


Pour calculer le spectre énergétique de l'intégrale indéfinie 


{ 
10= (ES 


il faut prendre la moyenne temporelle de ®n,. (£, &) et passer à la limite pour 


T —+ oo. Désignant les spectres énergétiques des processus aléatoires E (4) et 
n (t) par F£ (w) et Fn (&), on obtient 


T T 
Fal)= lin 7 { Dar (£, ©) at= + Fz (w) +lin { Pr ({, w) dt, 
=T —T 
où 
IT 
Pr (t, o)= + B; (rt) [1 — cos w (4 + T) — cos w (+ T —+)] dr. 


Pour que la grandeur | Fx (@) soit finie pour © — 0, il faut que Fe (0) — 


= 0, cequiéquivaut à | By (x) dt = 0 [voir (4.67)]. Mais alors dans la dernière 
Ù 


égalité, à la limite, le second terme s'annule et finalement *) 


Fa (6) + Fe (w). (4.158) 


4.4. PROCESSUS ALÉATOIRES NORMAUX 


4.4.1. Fonctions de répartition. Nous avons donné ci-dessus cer- 
taines caractéristiques probabilistes des processus aléatoires ainsi 
que leurs propriétés. Dans les applications on rencontre très souvent 
des processus aléatoires dits normaux (de Laplace-Gauss). 


*) La formule (4.158) est vraie pour des spectres cheenques Fy (©) quel- 
conques à bandes. Pour des spectres à basses fréquences pour des «© petites on 
doit avoir la condition F: (w) — o (w°). 


206 PROCESSUS ALÉATOIRES (CH. 4 


Un processus aléatoire E (?) est dit normal (ou gaussien) si les 
densités de probabilité d'ordre quelconque pour l’ensemble des varia- 
bles aléatoires Ex, = E (1), À — 1, 2, ..., n, sont normales, c'est-à- 
dire données par les formules suivantes [voir (2.55)] 


Da Tisesss ln las 525 Un) = 


i=ik— 
où 
a = m{E (4:)}; (4.160) 
où mi {[E (tx) — a:,F}; (4.161) 
Riyy Ryw... Rin 
D=|An Ra... Ra. (4.162) 


La grandeur D;, est le déterminant obtenu en barrant dans le 
déterminant D la ligne et la colonne correspondant à l'élément 
R;, qui est le coefficient de corrélation des variables aléatoires E (t;) 


et E (4). On a 
RS ge age rh): (4.163) 


Il est évident qu’un processus aléatoire normal peut être obtenu 
à partir de la fonction caractéristique à r dimensions [comparer 


avec (3.123)] 


Oh (Us, CPE Un; Li, TA 


— exp {: à Qui — + S S c0x Rav } ; (4.164) 


ii k=1 


qui est la transformée . Fourier d’ordre r de (4.159). 
Sous la forme la plus générale on peut définir un processus aléa- 
toire normal à l’aide d’une fonction caractéristique de la forme [cf. (4.9)] 


0 [v(t)] = exp É | a (t) v (£) dt — 


—7 | B(ht)v(t)u(t) did]. (4.165) 


4.4.2. Processus aléatoire normal stationnaire. Soit un processus 
aléatoire stationnaire au sens général. Toutes les moyennes a, et 
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les variances of sont alors constantes (c'est-à-dire qu'elles ne dépen- 
dent pas de l'indice k): 


x = 4, OC = 0°, 


et la fonction de corrélation B (4;, t,) dépend non pas des deux varia- 
bles £, et t, mais seulement de leur différence t#; — !,. La densité 
de probabilité (4.159) ne change pas alors lors du déplacement du 
groupe de points f1, ..., {, le long de l’axe du temps d’une grandeur 
constante. Autrement dit, si les conditions mentionnées sont remplies, 
le processus aléatoire normal est stationnaire en toute rigueur. Ainsi, 
si un processus aléatoire normal est stationnaire au sens général 
il l’est également en toute rigueur. 

La densité de probabilité d'ordre 7 d’un processus aléatoire 
stationnaire normal ne dépendra donc que de #7 — 1 paramètres 
Tu = tp — y, k = 2, ..., n (l'une quelconque des grandeurs 
lt — ta | = |T4 — 7x | peut s'exprimer en fonction de +;) et s’écrira 
comme suit : 


Un (x, ..., CAE Ti ee Ep 


. ; T0 {— _— s s Din (x: — a) Gx—e)}, (4.166) 
ii ki 

où a et o sont des nombres constants, et D et D,, des fonctions numé- 

riques des paramètres T1, . . ., Tn-1 déterminés par les valeurs du 


coefficient de corrélation À (rt) — SAC (WA) 


données de +. 

Dans le déterminant (4.162) R,;, — R (0) = 1 et Ris = Ryi — 
—= R (tr — Ti), c'est-à-dire que les éléments de la matrice de corré- 
lation, symétriques par rapport à leur diagonale principale, sont 
égaux entre eux. 

La fonction de corrélation multidimensionnelle d’un processus 
aléatoire stationnaire est [cf. (4.164)] 


pour 7 — À valeurs 


n 
6, (C1, ..., Un: Tiso..s Tn-1) = EXP {ia 5 +. S Riva À . 


R=1 i=1{ k=1 
(4.166) 


Les processus aléatoires normaux peuvent différer par la forme 
de la fonction de corrélation ou du spectre énergétique, qui sont 
donnés dans chaque cas particulier à partir de conditions supplémen- 
taires. Si deux processus aléatoires normaux ne sont pas cohérents, 
c'est-à-dire si leur fonction de corrélation mutuelle est nulle, ils 
sont indépendants (ce qui comme nous l'avons déjà remarqué n l'est 
pas vrai dans le cas général). 
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Les deux premières densités de probabilité d'un processus aléatoire 
normal stationnaire sont : 


(x—a)® 


Le 2, (4.467) 


o V/2x 


wi (x) = 
2n0? V1— RD 20% [1 —R2(x)) 
x Lai—a)®— 22 (r) (m0) (2—0)+(æ—0)]} . (4.168) 


Si deux valeurs quelconques d’un processus aléatoire normal 
à des instants différents ne sont pas corrélées, on a R;, = Ru = 0 
(k = i) et (4.162) donne 


Lo (Ti, Las T) = 


1, i=k, 
0, ik. 


La densité de probabilité d'ordre 7 est, en vertu de (4.166), 
égale à 


D=1, Du = | (4.169) 


Deus pr 1  -T 
{Ze À GR eo 2 
Un (Zi; FC ii Il 6 V2x 
(4.170) 


c'est-à-dire qu'elle est égale au produit de x densités de probabilité 
normales unidimensionnelles, par conséquent les valeurs instantanées 
du processus à deux instants quelconques sont indépendantes. 
Pour qu'un processus aléatoire normal stationnaire soit ergodique 
(donc pour que la condition de transitivité métrique se trouve égale- 
ment remplie), il suffit *) que son spectre énergétique soit continu, 
œ 


c'est-à-dire que l'intégrale | | B (x) | dt soit convergente [voir 


(4.65)]. 

Souvent on a à étudier des processus représentant une somme d’un 
processus aléatoire normal stationnaire E ({) et d’un processus déter- 
ministe S (f). Compte tenu de (4.19”) on trouve que les densités 
de probabilités de la somme E (4) + S (t) ont également une distri- 
bution normale et peuvent être obtenues à partir de la distribution 
(4.166) d’un processus stationnaire normal, si dans l’'exposant 
de l'exponentielle on remplace chacun des binômes x, — a par 
z, — a — S ({,). C'est pourquoi la somme considérée est un proces- 
sus aléatoire normal qui cependant n'est pas stationnaire. 

Les processus aléatoires normaux stationnaires à spectre uni- 
forme correspondent à de nombreux effets observés dans les systèmes 


*) Pour plus de détail voir (6, $ 5.10]. 
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radiotechniques. On peut montrer (voir par exemple [12, chap. 11]) 
que les bruits propres (de fluctuation) dus à l'effet de grenaille et 
au mouvement thermique des électrons sont distribués suivant la 
loi normale, ce qui se trouve confirmé par l'expérience. D'après 
certaines données le spectre de ces bruits est uniforme jusqu'à des 
fréquences de l’ordre de 10 Hz, ce qui est bien au-delà de la gamme 
des fréquences utilisées en radiotechnique. 

I1 faut noter que les bruits propres ne sont pas toujours nor- 
malement distribués. C’est par exemple le cas du bruit de contact 
apparaissant entre deux conducteurs, ou des bruits de certains 
appareils à semi-conducteurs. 

4.4.3. Transformations linéaires des processus aléatoires normaux. 
Comme nous l’avons montré au $ 3.3.5, une somme de variables 
aléatoires normales (pas obligatoirement indépendantes) est égale- 
ment normalement distribuée. Par conséquent une combinaison 
linéaire de processus aléatoires normaux E; ({) 


n@= À Loi (E O4: 


(où c; (?), S; (t) sont des fonctions connues) est également un pro- 
cessus aléatoire normal. Connaissant les valeurs moyennes, les va- 
riances, les fonctions de corrélation et d’autocorrélation des pro- 
cessus normaux E; ({), on peut facilement trouver la densité de pro- 
babilité d'ordre quelconque du processus n (4). 

Soit, par exemple, la somme de deux processus aléatoires nor- 
maux n(t) = E1 (4) + E2 (9) et soient ax, (4), az, (4), of, (t), oë, (4), 
B:, (ti, to), Be (ts, to), Bite (tie to), Bros, (ti, 2) leurs moyennes, 
variances, fonctions de corrélation et d’autocorrélation respective- 
ment. Utilisant la représentation matricielle de la fonction carac- 
téristique [voir (3.124)] on peut écrire la densité de probabilité à 
2n dimensions des processus E, (£) et &: (t) sous une forme compacte, 
soit 


| 
82, (v D =e (4.171) 


OÙ V = (Di, 0. Uns Uys + «  Un)s t = (4, - .., 4); a étant le 
vecteur colonne des valeurs moyennes [a:, (4), . .., az, (4,)]; 
M (t;, tj) la covariance matricielle des variables aléatoires E; (4), 
2 (4j) avec 

M, (ti, tj) M sig (é, tj) 


M (ti, t;) — | Mas (it) Ma (ti, t;) 


et M, 27) = |] Ba Gi, 1), Mug = |] Bus (tr 15) [, etc. 
insi la fonction caractéristique à z dimensions de la somme 


n = 1 + E2 est 


| (4.174) 


. v— è v'M._v 


? 


14—0624 
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(v: = U, cs Un = Un), t = (£:, sn): 
a; + at, 


M, = Ma, + Mis + Mau + Ma. 


Considérons maintenant les opérations linéaires limites, c'est-à 
dire la dérivation et l'intégration d'un processus aléatoire normal. 
Les raisonnements précédents permettent de conclure que si la 
dérivée et l'intégrale (en moyenne quadratique) d’un processus 
aléatoire normal existent, ce sont également des processus aléatoires 
normaux. 

Comme la densité de probabilité unidimensionnelle d’un proces- 
sus aléatoire normal est déterminée par deux fonctions du temps, 
à savoir par la moyenne et la variance, la densité de probabilité 
unidimensionnelle de la dérivée d’un processus aléatoire normal est 
égale à 


S 
Il 1 


et 


[as (y—a;.)° 
Ujg° GDS 7x =|- 207 5 |; 
où en vertu de (4.133) et (4.134) 
ax (9 = af (#, 


: 0°B: (t11 t) nn 
PO lon 1 ON 


Pour un processus aléatoire normal (4.172) se simplifie, car dans 
ce cas at — 0 et of. — —B: (0). Si de plus & — 0 (B: (0) = 
— 6), ona 


(4.172) 


1 : 
Wiz’ (y) = vu Go, Var exp| — Tor | : (4.1 13) 
où [voir (4.137)] : 
: \ W°F: (w&) du 
B: (0 

D RO (4.174) 

ë [ Fe (&) du 

U 


D'une manière analogue, en utilisant (4.133) et (4. 134), il est 
facile d'écrire la densité de probabilité bidimensionnelle d’un pro- 
cessus aléatoire normal. Ainsi pour la dérivée d’un processus normal 
stationnaire (pour a — 0)ona 

4 e 1 —2Rge (T) Yiu2 + VE 
Waz (Yi Yes T) = 7 2notui VIRE XP = REG): 
(4.175) 


où R: (t) to — 
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D'une manière analogue la formule (4.134) permet de trouver 
la matrice de corrélation pour les valeurs de la dérivée à n instants, 
et par conséquent, d'obtenir l'expression de sa densité de proba- 
bilité à r dimensions. 

La densité de probabilité unidimensionnelle de l'intégrale 


G (D = [RE 0) E (0) do 


d'un processus aléatoire normal E (4) est 
W, (2) = —2= ex __) (4.176 
SES SE EL Éd 
où, en vertu de (4.148) et (4.150), on a 

b 


ag (t) = | k (t, v) a (v) dv, 


b b 
Of (£) = ] J h (£, Li) D (£, Vo) B: (u1, Us) du, du» — a£ (£). 


Les densités de probabilité multidimensionnelles de l'intégrale 
d'un processus aléatoire normal correspondent à la distribution con- 
jointe d'un ensemble de variables aléatoires normales &,; — & (4;), 
i = 1, ..., n, dont la matrice de corrélation est donnée par (4.150). 

4.4.4. Distribution conjointe d’un processus et de sa dérivée. Non 
seulement la distribution conjointe de plusieurs processus aléatoires 
normaux est normale, mais la distribution conjointe de processus 
aléatoires normaux et de leurs transformations linéaires est égale- 
ment normale *). En particulier, la distribution conjointe d’un pro- 
cessus aléatoire normal et de sa dérivée est normale. 

Soit un processus aléatoire normal stationnaire. Puisqu'’aux 
mêmes instants les valeurs d'un processus aléatoire stationnaire et 
de sa dérivée ne sont pas cohérentes [voir (4.141)], pour un proces- 
sus normal elles deviennent des variables aléatoires indépendantes. 
Ainsi en utilisant (4.173) on trouve la densité de probabilité con- 
jointe d'un processus aléatoire normal stationnaire (pour a; = 0) 
et de sa dérivée aux mêmes ne soit : 


1 1 = 
Wo(x, y) = ET r EXP {- A (#+4)} : (4.177) 
La distribution conjointe d'un processus normal stationnaire et 


de sa dérivée à différents instants est une distribution normale 
bidimensionnelle des variables aléatoires normales E (£) et E” (4 + +). 


*) Voir par exemple [9]. 
149 
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Dans ce cas la matrice de corrélation normée est 


ml. 7 0 
R° (rt) © 
Compte tenu de (4.139), on trouve 
1 


Le Gr UE SE Vo GE 
2r2—2R' 2 
X exp { - “tt om . (4.178) 
Pour t — 0, R'(0) — O0 la formule (4.178) devient (4.177). 

La distribution conjointe d'un processus aléatoire normal sta- 
tionnaire et de sa dérivée aux instants £ et { + + est une distribu- 
tion quadridimensionnelle normale des quatre variables aléatoires 
normales E(t), E(t+ +), E’ (6), E(t + +). La matrice corréla- 
tionnelle normée est dans ce cas [voir (4.171’)]: 


M: M: 
M = & vs 
M: MTS. 
où 
=] 1  R(r)| M. =|_} R" (x) 
SRG) 1 7 |—RE@ oo | 
— R' (x) — R"(r) 
M = AT: — 
LE Le 0 |" * Lu v? 
Ainsi 
1 R(x) 0 R"(x) 
R (t) 1 — R'(t) 0 
M = : 
0 —R'(Tt)  o! — R"(r) #9) 
R'(t)  O  —R'() «! 


” déterminant de cette matrice est *) 
=: (of — R°*) (1 — R°) + R'°(R"° — 2RR" — 26°) (4.180) 


et les cofacteurs des éléments de la matrice D 
D3 = Dos = ©f (w° — R'°) — R"*, 
D,2 — Da = RR"® — R'TR"® — Ro!, 
D33 = Dis = © (1 — R°) — R*, 


D ;; — D 3; — —D;, —= —D , 42 —= —R' (R” + Ru’), 
Die = Du = Des = Das = —R'(RR° — R° + 'w:), 
Da = Dis = R” AR) + RRE. 


(4.181) 


+) Lee les SL dE (4.180), (4.181) on a omis les arguments des fonctions 
R (1), R°(r), R° (D 
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Compte tenu de (4.166) on peut facilement trouver la distribu- 
tion quadridimensionnelle cherchée 


Dati, Lo 9, Tl=———_—_—_—— 
a( ds Los Yis Yo, ) 4204 VD 


1 a  . 
X exp En [Dis (xf + 25) + 2Dyotite + 2Dsaÿiÿe + Dss (Yi -+ Y2) + 


+ 2Dis (riY1 — Toys) + 2Dia (ziÿ2 + Toÿ1)] } , (4.182) 


où les grandeurs D et D;, (i, k — 1, 2, 3, 4) sont données par les 
formules (4.180), (4.181). 


4.5. PROCESSUS DE MARKOV 


4.5.1. Equation de Markov généralisée. Comme nous l’avons dejà 
mentionné au début de ce chapitre, en plus des processus repré- 
sentés par des fonctions aléatoires où le temps varie d'une manière 
coutinue, on rencontre dans les applications des modèles de pro- 
cessus dont le cours peut être représenté par une suite de pas succes- 
sifs *). Les processus de Markov, qui sont les processus aléatoires sans 
post-action, formeut l’une des classes les plus importantes de pro- 
cessus aléatoires à temps discret. La fonction de répartition condi- 
tionnelle F: (y, t | Zo, to) Ca“actérise complètement un processus 
de Markov; cette fonction donne la probabilité d'avoir E (4) < y 
si l’on sait que pour {5 << { on avait E (fo) = xzo. Si la dérivée 


0 
we (y; | Zo; L)= F2(y, {| Zo: Lo) 


existe et si l’on connaît de plus la densité de probabilité unidimen- 
sionnelle w, (x, £), la formule (4.21) permet de calculer la densité 
de probabilité d'ordre quelconque 


Un (Ti: y Ln) l, ares t:) = 


= W (x, {1) Il Wo (ri, tilti-1, dis). (4.183) 


Ainsi, la densité unidimensionnelle et la densité de probabilité 
de transition d’un pas déterminent entièrement (au sens probabiliste) 
le développement du processus de Markov. 

Si la densité de probabilité de transition dépend seulement de 
la différence {; — t;_,, le processus de Markov est dit sfationnaire 


+) En fait. lorsque l'on se donne un processus aléatoire au moyen des den- 
sités de probabilité multidimensionnelles, ceci équivaut à identifier le processus 
à un ensemble fini de processus aléatoires donnant les valeurs de la fonction 
aléatoire à des instants fixes (voir $ 4.1.2). 
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(uniforme). Dans ce cas l'expression (4.183) s’écrira 
Un (z1, ss ns lie ses ln) = 


= 4 (x) [] Wa (x: L; — lis | Li-1). (4.183") 


Les densités de probabilité de transition pour les processus de 
Markov ne sont pas des densités de probabilités conditionnelles 
arbitraires, satisfaisant seulement aux conditions habituelles (d’être 
non négatives et normées), c'est-à-dire à 

W2 (y; l | To Lo) > 0, 
60 
Jury, #1 zo to) dy = 1. 
I] se trouve que la densité de probabilité de transition doit égale- 
ment satisfaire à une certaine équation intégrale. En effet, en vertu 
de (4.183) pour r = 3ona 


3 (xs, T2, La, Li L2 3) — 
= Wy (Zi, É) We (Los 2 | Zis É1) We (Ts, ts | Ze, 2). 


En intégrant les deux membres de cette égalité par rapport à z 
on obtient 


W2 (z:, Z3;, li ls) DE 


= un (xs, ti) | Wa (To, Lo | Tue 1) Wa (xs, ta | Tes te) dre, 
et comme : 
Uo (z1, Ts, L1, ts)1 
anti 0 Te Creer 
on a 


Wo (Z3, {3 | Ti, É1) = 


— | Wa (Ts, fs | Te, 2) We (te, f2 | Zu, di) dx. (4.184) 


L'équation obtenue est analogue à la formule (1.51) reliant les 
probabilités de transition des chaînes de Markov. C'est l'équation 
généralisée de Markov *). 

Pour un processus de Markov stationnaire, l'équation (4.184) 
peut s’écrire 


Wo (Ts, {3 — LU | ri) = 
= | Wz (Ts: {3 — 2 | Ze) Wo (Ze, te — ti | T1) de. (4.184) 


*) Souvent (4.184) est pes équation de Smoloukhovski (et sous une 
forme plus générale, équation de Kolmogorov-Chapman). 
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Un processus de Markov est dit continu si pour des intervalles 
de temps petits des déplacements importants sont peu probables. 
Généralement la continuité d’un processus de Markov est comprise 
dans un sens plus fort, à savoir : quel que soit le nombre positif 6, 
on doit avoir 

lim | wo(z, tlx, t— At) dz -0. (4.185) 


At 
At—0 12-Xx 150 


4.5.2. Equations de Kolmogorov. Nous allons montrer maintenant 
que si certaines conditions supplémentaires sont imposées à la den- 
sité de probabilité de transition, celle-ci est donnée par une équation 
différentielle. En changeant les désignations des variables et 
posant é = { — At, t: — 1, t: — T, l'équation généralisée de 
Markov (4.184) devient : 
my, Tlz, t— At) — | wa (y, T|z, Duw(z tx, t — At) d. 

-œ 
De plus, il est évident que 


Wo (y, T |z,t) = | Wo (y, T | x, t)uwe(z,t] x, t— At) dz. 


Les deux dernières ‘équations donnent 
W2 (y, T | T, t — At) — w; (y, T | x, t) — 


— | Le (y, TIz D—w(y, T|z, bd] x 


X u2 (2, cz, t — At) dz. (4.186) 


Supposons que l'on puisse développer en série de Taylor la den- 
sité de probabilité de transition. On a alors 


— \R 
wi (y, T|z, t)—w(y, T|z, D= DE 2 nes, (4.186") 


En portant (4.186') dans (2480), puis divisant les deux membres 
par At et passant à la limite pour Af —+ 0, on obtient 


_ due Te, 9 S Au( Du TI 0 (487 
k1 ° 


ET k 
k=1 Fe 


où l’on a introduit la notation 
An (a; )= lim Ai (2— 2)" w2(z, t]x, t—At)dz. (4.188) 


Supposons que À; A t) et A2 (x, t) soient finies et différentes 
de zéro et que À, (x, t) = 0 pour k > 3. Dans ces conditions, en 
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vertu de (4.187), la densité de probabilité de transition d’un pro- 
cessus de Markov continu satisfait à l'équation différentielle sui- 
vante: 


Ous(y. T\r.t) Ou2(y, T|zr.t) 
PIED + 4, (7, TE 0 4 


duws(y, T|zxz,t) 
Or? 


+4 4,(2,0 —0, (4.189) 
appelée première équation de Kolmogorov. 

On peut démontrer d’une manière analogue que la densité de 
probabilité de transition satisfait également à la seconde équation 
de Kolmogorov 


Ows(y, T|r,t (J 
22: LE 9 — 37 (41, is (y, T|z, t]+ 


Le 5 _ 7 14, (y, T) Us (y; T'|z, t)], (4.190) 
où en vertu de (4.188) 


_ 1 f | 
A; (y, om | (2—y)uz(s, T|y, T — At) dz, (4.190) 


A (y, T)= lin + | (2—y}uwe(z, Tly, T—At)dz. (4.190) 


Parfois la première et la seconde équations de Kolmogorov sont 
respectivement appelées équation inverse (« orientée vers le passé ») 
et équation directe (« orientée vers l’avenir »). La seconde équation 
de Kolmogorov est également connue sous le nom d'équation de 
Fokker-Planck. Les deux équations (4.189) et (4.190) appartiennent 
à la classe des équations différentielles paraboliques aux dérivées 
partielles. Dans l'équation (4.189) les variables sont x et 1 T, 
les variables y et 7 entrant seulement par la condition aux limites 
Wo (y, T |x, T) = Ô (y — x). Les variables de l'équation (4.190) 
sont yet T >t, x et t entrant seulement par la condition initiale 
Wo (y, t|zx, t) = Ô (y — zx). 

Ecrivons la seconde équation de Kolmogorov pour un processus. 
de Markov stationnaire. Dans ce cas les fonctions À; et 4: ne dé- 
pendent pas du temps, et la densité de probabilité de transition 
dépend seulement de la différence t = 7 — t. On a alors en vertu 
de (4.190) 


Oba (y, T S 0 
GO LA (ja (usa) + 


+5 A @ur(y, tx) (4191 


avec la condition initiale wo (y, O | x) = ô (y — x). La formule 


4.5] PROCESSUS DE MARKOV 217 


(4.188) s’écrira alors comme suit :” 


A (= lin 7 r{ (2— x), (2, At] x) dz. (4.192) 
L'intégrale dans le second eines correspond au moment d'ordre # 
de la variation de l’état pour un petit intervalle de temps At. Par 
hypothèse, pour À > 3 ces moments sont des infiniment petits 
d'ordre o [(At)°]. 

Si pour tT—> oo la densité de probabilité de transition a une 
limite ne dépendant pas de l’état initial. cette densité est appelée 
densité de probabilité limite 

w(y)=limw, (y, t|x). (4.193) 
T2 


Our» (y. T | x) 
OT 


En vertu de (4.193) on a également — 0 pour T — co. 


C'est pourquoi on peut trouver la densité de probabilité limite à 
partir de l'équation différentielle ordinaire du premier ordre 


2 [A2 QU) w (1 = 241 (y) (y) + Ca, (4.194) 
dont la solution est 
& (u)= — em [c+c | e-{u) dy |, (4.195) 
avec 
(= 2 ( SD dy: (4.195') 
les constantes C, et C: sont données par la condition de normalisa- 


CO 


tion | w (y) dy = 1 et une quelconque des conditions aux limites 


pour w(y), par exemple, w (oo) — uw (—oo) = (. 

4.5.3. Processus de Markov multidimensionnel. Deux processus 
aléatoires de Markov E, (6) et E: ({) donnent un processus de Markov 
bidimensionnel, s'ils sont complètement caractérisés par la fonc- 
tion de répartition conditionnelle F4 (xs, Zo, € | Zio» Z20, fo) don- 
nant la probabilité d'avoir E, (4) x, Eo (t) ro sachant que 
pour {o<<t on avait les égalités E, (to) — Zi0> Ë2 (fo) = Zoo. La 
densité de probabilité de non (si elle existe) 


L'4 (ri, Lo, ARTE Top: Lo) = = F, (x. Lo, L| T0: Lo: Lo) 


ÜT 4 Oo 
doit satisfaire à l'équation de Markov généralisée suivante: 
Wy (Tiss Tes, É3 | Tiss Toi, 4) = 
© © 
— \ ... | Wy (Lis Los: la | Tios Too, de) X 
-œo — oO 


X Way (Zi, Toos lo | Tiss Toss d1) dtio dose. (4.196) 
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Chacun des processus aléatoires E, (£) et E2 ({) est une compo- 
sante d’un processus de Markov bidimensionnel. La composante 
d’un processus de Markov bidimensionnel n’est pas obligatoirement 
un processus de Markov unidimensionnel, car en général, si l’équa- 
tion (4.196) est vérifiée, ceci n'entraîne pas obligatoirement que 
les densités de probabilité de transition wo (xs, t | Zio, to) et 
Wo (Z2, € | Tao, lo) satisfont à l'équation (4.184). 

D'une manière analogue, on peut introduire un processus de 
Markov multidimensionnel donné par les composantes Ei (t), 
Es (t), . .., En (0 avec des densités de probabilité de transition 
multidimensionnelles satisfaisant à l'équation 


Won (Zis Togs - - +.) T3 3 | Tiss Toys + + er Tnis Li) — 
OO [so] 


== | CPE | Won (13, Log: ee.) Ln3 l3 | Ti2, To2s - 


© — 00 
ss Bnos Lo) IDon (Miss Ton. 6 Dos, la [Ti Loc +2 


_.) Lnto li) dti, dX22, e . .)3 dx. (4.197) 


On peut également trouver les équations de Kolmogorov pour 
un processus de Markov multidimensionnel. Ecrivons la seconde 
équation de Kolmogorov pour un processus de Markov continu 
stationnaire multidimensionnel, soit: 


' LA Zno) = 
5x Van (x, es Ln: Ti0r eee) Tno) — 


(a) 
3 Ai (m1 ..., Zn) Won (Ti; y Zn) T|Zio; VERS Tno)] + 


I 
MA 


k=1 
{ n n 92 
TS 2 ÔTk ER [An (Zi: .…..) Tn) Won (Zi, °c.) Ln: T|Zi0: .. Zno)}; 
k=1 1=1 


(4.198) 


O0 O0 
CT 
Ah (Zi0: ..., Tno) —= lim + | .… | (Zi — To) x 
T— 


X Won (Ts, ss Ln; T|Zi0: .., Tno) dt: << dr ; (4.199) 


ct 
An (io ++, Zno) = lim — | .…. | (Tr — Zno) (Zi — Zi) X 
7-0 — 00 — © 


X Won (Lis +525 ns T] Tips -- +2 Tao) dX1 +: AT, 
k, 1—1,...n, (4.199) 
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les conditions initiales pouvant S’écrire comme suit 
ñn 
Won (x: ss Tn 0 | Tips - Tno) = Î] Ô (Zn — Tno). (4.200) 


4.5.4. Processus de Markov normal. Soit un processus aléatoire 
normal stationnaire de moyenne nulle, de variance 0* et de coeffi- 
cient de corrélation À (tx). En utilisant (2.76) écrivons la densité 
de probabilité conditionnelle de ce processus aléatoire normal (voir 
également fig. 2.14) 


1 LT (Rz-uyÿ | 
o V2r({—R?) sn * el za Jr (4201) 


Wa(y,0|r)=8(y— x). 


Wo(y, TIx)— 


Calculons les fonctions À, (y) déterminées à partir de (4.192) 
pour la densité de probabilité en question 


NO EE ES 
AW= im ae exp | — Zi ] = 


F 


04 T 


— = lim — £S (—voV 1—R?+Ry—y)e ? du= 


= lim À—ly=yR'(0,), (4.202) 
T—0+ 
DR NU CS 
4G)= lim + Je ya exp | (= 15] = 
; + 
= — li — — — 2 2 — 
TE lim = i (—voV T—R5+ Ry—y)e 7 dv 


= lim Lot (1— R°)+ y (1— R)]= — 202 R°(0;), (4.202) 


A, =0, n>3, (4.202) 


où R’(0:) est la valeur de la dérivée lorsque l’on s'approche de 
zéro à gauche. Si R’(t) est continue à l’origine, on a R’(0) = 0. 
Supposons que ÆR'(t) ait une coupure pour t = 0. On a alors 


A1 (y) Æ 0, 42 (y) Æ 0. 
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Calculons les 7 partielles 
= = R À (T) = La R R'(T)=— 
— R"(t)w:(y, uen nu u (4.203) 
POLAR) E 
_ LR’ O)+ TE | wa(y, T|z),  (4.203°}) 
5 _ [42 (y) w2 (y, T|z)] = 
= __[(Rz—y)* R’(0,) _ ss eo Fo) nel) (4.203) 


O® (1— 2)* 


En portant (4.203) à (4.203”) dans 490) on obtient 


R° (1) R(T)z—y}{z—R (x) y] 

Re (AU) | re . 
__ R(Tx) R’(0;) LR (x) z—y][z—R (x) y] 
rares {no G2[1—R2 (T)] : 


et comme les expressions se trouvant dans les accolades sont diffé- 
rentes de zéro, la fonction (4.204) satisfait à l'équation de Kolmo- 
gorov si 


R' (x) = R (x) R’ (04). (4.204) 

L'unique solution de l'équation (4.204) satisfaisant à la con- 
dition À (0) = 1 est 

R (t) =eclti, (4.205) 


où a — —R" (0). 

Ainsi, un processus aléatoire normal ayant pour fonction de corré- 
lation l'exponentielle (4.205) (ou dont le spectre énergétique est 
ao 
œ*-:-(0° 
Un processus aléatoire normal, ayant une fonction de corrélation 
(ou le spectre énergétique) d'une forme différente, ne peut être un 
processus de Markov. Evidemment. en vertu de (4.205), un processus 
normal de Markov n’est pas dérivable en moyenne quadratique. 

La densité de probabilité limite d'un processus de Markov normal 
est égale à 


de la forme F (w) = | est un processus de Markov continu. 


; 1 
w(y)=limw, (y, t|zx) — — € : 
LR COR D Et 
ce qui est en accord avec (4.195). 
Mentionnons enfin que, bien qu'un processus aléatoire normal 
ne puisse être markovien que si (et seulement si) son spectre éner- 
gétique est semblable au spectre d’un signal aléatoire télégraphique 
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{voir (4.119)], dans certains cas on peut considérer ce processus, 
dont le spectre énergétique est une fraction rationnelle. 
comme la composante d'un processus de Markov multidimensionnel 
formé d’un processus normal stationnaire et de ses dérivées. 


4.5.5. Processus de Wiener. Soit un processus aléatoire & (4) à 
accroissements indépendants (voir $ 4.1.3) pour lequel la diffé- 
rence E (£ + t) — & (i) suit une distribution normale de paramètres 


m, {E (+ t) — E (1)} = 0. 
m {EG +T)—E(F} = ol. (4.206) 


Si {> to et si avec une probabilité unité on a E (fo) — Eo, pour 
un {, donné la différence & (£) — £ (£) forme un processus de Wiener 
(ce processus est en même temps markovien). La densité de pro- 
babilité multidimensionnelle d'un processus de Wiener est 
Un (Ti, ...s Tn: Li. ss tn) = 

n i CRT 
= 1, 19) 4.207 
= ——— ?Û% j 4.207 
a OV2r(R— 1h 1) ) 


L'>tisss>t > ts —=0, Lo — 


On peut montrer que la fonction de corrélation de la dérivée 
d’un processus de Wiener est une fonction delta. Par conséquent la 
dérivée d'un processus de Wiener est un bruit blanc normal. 

Le processus de Wiener décrit le mouvement brownien d’une 
particule effectuant des déplacements désordonnés dus aux chocs 
des molécules d'un liquide. La constante 0° dépend alors de la 
masse de la particule et de la viscosité du liquide. 


Problèmes 
4.1. Démontrer que le processus quasi déterministe 
& (1) = a cos (nt + q) (1) 


est rigoureusement stationnaire, si les variables aléatoires a, n et g sont mutuel- 
lement indépendantes, q étant distribuée uniformément dans l'intervalle 
(0, 2x). Vérifier les relations 


1 
mi{5(0)}=0, mi {8 ()}=- m1 {at}, (2) 
(STE On (— 
By = DE EEE 0 (3) 


où Gin (tr) est la fonction caractéristique de la variable aléatoire n. 
Démontrer que si a — Ao et n — &, sont constantes, le processus E (t) 
est ergodique avec 
LE A 
mi {2 (t)}}=—, B;(t) = cos wo, (4) 
et le temps relatif où la réalisation de ce processus se trouve au-dessous du 
niveau y est donné par la fonction de répartition (3.15). 


te 
Ÿ 
Ÿ 
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4.2. Démontrer que la moyenne temporelle sur l'intervalle fini 27 de la 
réalisation d’un processus aléatoire E ({) stationnaire au sens général, c'est-àa 
T 
À : 
dire 77 | &(t) dt converge en moyenne quadratique pour 7 —+ œ vers la 
=T 
moyenne du processus Ë ({), si sa moyenne et sa variance sont limitées et si 


| | B, (t) — m3.[ dt < 00. 
0 
Vérifier également l'inégalité 
T 
M {sr [iwa}) <22., 
=T 
où to est le temps de corrélation {voir (4.52)]. 


T 
: 1 
Démontrer que pour que la grandeur 5% | E (4) 8 (t — Tt) dt converge en 
2T 
moyenne quadratique vers la fonction de corrélation B: (t) d’un processus 
aléatoire stationnaire & (t) il suffit que 


| {[B: (rt) — LLTS + [BE (T + To) — mi_ÎBE (T — To) — miz]} dt 
0 


soit ccnvergente pour toutes les valeurs de +. 

4.3. Montrer que la fonction caractéristique unidimensionnelle d’un pro- 
cessus stationnaire quasi déterministe E ({) = a cos (@ot + q), où &, est une 
constante, œ est distribuée uniformément dans l'intervalle (0, 21), et la densité 
de probabilité de a est W; (r), a pour expression 


O8 Ge) = À Jo (ro) WA ( àr, 
où Jo est une fonction de Bessel d'ordre zéro. 
Conseil: écrire la densité de probabilité unidimensionnelle de E (t) sous 
la forme [voir (2.39)] 


œo 


Wig (z)= | Ws (r) we (e |r) dr 6) 


et utiliser le résultat du problème 3.14. 


Montrer à partir de (5) que pour : & 1 la distribution normale de l’ampli- 


tude de moyenne a et de variance 0° peut s'exprimer sous la forme approchée 


suivante : 
o2p? 


221 7 
Bux (o) & Jo (au) Jo ( } (6} 


4.4. Notant que pour les conditions du problème 4.3 la distribution uni- 
dimensionnelle w4e(r) est toujours symétrique (car 61: (v) est une fonction 
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réelle et paire), montrer que les moments pairs du processus & (t) et de l’ampli- 
tude a sont liés par la relation suivante: 


22n (n 1)? 


Mon {a} = —Qn "an {&}. (7) 
n + 
Montrer que si w,, (x) — —e 26° ,ona 
L oV/2n 
Mon {a} = 2nnlo?n (8) 


[voir (3.114)]. 
4.5. Démontrer les relations suivantes pour un processus aléatoire normal: 


ms (6 (ts) 5 (2) 8 (ts) E (t)} = 
= Bt (ts, to) Be (ts, to) + Bts, 13) Bts, t:) + 
+ By (ls, ti) By (te, ts) — 2ag (11) ag (t2) ag (ts) az (ts). (9) 
Généraliser la formule (9) au cas d'un processus aléatoire normal de moyen- 


pe nulle 
en+1 


m4 | Il E (t}—=0, 


2n 
m4 (II ë (&:)} = 2 [[ Be is, #,), (9) 


où la somme est prise de toutes les manières possibles permettant de former n 
couples à partir de 2n instants. 

4.6. Montrer que la fonction de corrélation d’un processus markovien 
normal stationnaire satisfait à l'équation fonctionnelle suivante: 


R (ts — t:) = R (£e =. t:) R (ts _— L2). (10) 

4.7. Montrer que les trois processus déterministes impulsionnels suivants: 

Si(t)= eat, | <1, (11) 
SU), _41<1<0 

S2=4 se (41°) 
et(t—1), 0<1<1, 

8a [a zu . tt xt : 

(Sa (t) = eat [+ (Æ cos NS +) cos |, HESr (11°) 


ont même fonction de corrélation temporelle, soit 
(Sa (€) Sa (Et + T)) = (S2 (f) S2 (t + T)) = 
= (3 (0 836 + D)= Dellshe(2— rh (12) 


Pour a —+ 0 la formule (12) devient celle de la fonction de corrélation tem- 
porelle d’une impulsion rectangulaire 


SDS E+m=1—ÈT, jri<2. 43) 


4.8. Soit E (t) un processus aléatoire stationnaire au sens général et sup-- 
posons que 


= £ EU 120, 


0, t< 0. (4). 
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Montrer que le spectre énergétique instantané du processus aléatoire non station- 
naire &, (t) est égal à 
t 
D, (t, &) = 4\ Bz (t)cos wtdt, t1>0, (15) 
Û 


où B; (t) est la fonction de corrélation du press E (t). 

1.9. Démontrer me la densité de probabilité bidimensionnelle et la fonc- 
tion caractéristique bidimensionnelle d’une oscillation harmonique d’ampli- 
tude 4, constante et de pulsation ©, dont la phase est uniformément distribuée, 
sont égales à 

ave VI à 
Lo (y, Tes T) = Ô| z:— A9 cos {opt arc cos SL) | 
2 (is Zoe, T) on VA 2— 40 ot + À JF 


+6 [ x— 40 008 (wor—arc cos) |} (16) 


Ào 
O2 (vi, V2, T) — D (— 1) en lm (Aov1) Tm (Aov2) cos mwoT, (17) 
m=0 


Eo = À, En = 2, m >. 


Chapitre: 5 


TRANSFORMATIONS DES PROCESSUS ALÉATOIRES 
DANS LES SYSTÈMES LINÉAIRES INERTIELS 


5.1. LOIS DE TRANSFORMATIONS 


5.1.1. Classification des éléments des systèmes radiotechniques. 
De nombreux problèmes de radiotechnique se réduisent à l'étude des 
transformations que subissent certains processus à la traversée des 
dispositifs plus ou moins compliqués. Laissant de côté les propriétés 
physiques et techniques tant des processus agissants que des systè- 
mes radiotechniques, nous allons nous arrêter sur les principales 
définitions, la terminologie adoptée et la classification, ceci dans 
la mesure où nous en aurons besoin pour l'exposé ultérieur. 

Les processus se déroulant dans les systèmes radiotechniques 
sont des combinaisons différentes de signaux utiles et de bruits 
déformant ces signaux. Chacune des composantes d'un processus 
peut être soit une fonction déterminée, soit une fonction aléatoire 
du temps. 

Les éléments des systèmes radiotechniques se divisent générale- 
ment en deux groupes: les éléments non linéaires non inertiels et Les 
éléments linéaires inertiels (ou dynamiques) *). En principe, tout 
élément radiotechnique est non linéaire et inertiel. Cependant, sous 
ces hypothèses générales la résolution des problèmes en question 
se heurte à des difficultés mathématiques. A l'heure actuelle il 
n'y a pas de méthode générale permettant d'analyser les systèmes 
non linéaires inertiels, même dans le cas où ceux-ci sont attaqués 
par des processus déterministes. C'est pourquoi il semble raisonnable 
de diviser les systèmes en systèmes linéaires et systèmes non linéai- 
res (non inertiels). On peut alors dans chaque cas calculer l'erreur 
commise. 

Ainsi, par exemple, si la charge anodique d'un tube électronique 
est essentiellement ohmique, on peut négliger l'inertie de sa caracté- 
ristique. On peut dans une certaine approximation considérer un 
détecteur à charge sélective comme un système non linéaire et non 
inertiel (redresseur) et un système linéaire inertiel (charge) mis 
en série. L'effet total dû à l’action d'un système non linéaire est le 
résultat de deux transformations dont l'une est non linéaire et non 
inertielle et l’autre linéaire et inertielle. Notons cependant que 


*) Les éléments inertiels sont parfois appelés systèmes à mémoire finie 
ou infinie.et leséléments noninertiels, systèmes à mémoire nulle ou sans mémoire. 
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dans certains cas une telle idéalisation, même en première approxi- 
mation, conduit non seulement à des erreurs importantes, mais donne 
une représentation qualitativement fausse des processus étudiés. 

La caractéristique d’un élément non linéaire non inertiel peut 
s’écrire sousla forme d'une transformation univoque non linéaire *): 


y () = f [x (}, (0.1) 


où zx correspond à l'entrée, et y à la sortie, la valeur de y (£) à un 
instant £ est donnée par la valeur de zx ({) à ce même instant t. 

Les caractéristiques de la forme (5.1) décrivent, souvent avec 
une précision suffisante, un grand nombre d’éléments radiotech- 
niques: limiteurs, redresseurs, mélangeurs, convertisseurs de fré- 
quence, modulateurs, détecteurs. 

Dans les systèmes inertiels les valeurs de y (t) à la sortie dépen- 
dent non seulement des valeurs de z(£) à l'entrée à l'instant £, 
mais également des valeurs antérieures. Pour un système linéaire 
inertiel, la valeur de y (t) peut être obtenue par superposition (addi- 
tion) de toutes les valeurs de zx (f), chacune d'elles étant pondérée 
par un coefficient h (4, t), dépendant en général de l'instant 7, 
où le processus a été appliqué à l'entrée, et de l’instant £ où l’on 
observe le processus à la sortie du système. Aïnsi le processus y(t) 
à la sortie d'un système linéaire peut s'exprimer en fonction du 
processus à l'entrée x ({) à l’aide de l'intégrale **): 


y (1) = | ht, t)z (x) dr. (5.2) 


On appelle À ({, +) fonction de transition impulsionnelle ; cette fonc- 
tion caractérise complètement un système linéaire. 

Pour les systèmes linéaires physiquement réalisables on a h (t, t) = 
= 0 pour {t << + (la valeur de y (t) en un instant donné dépend seu- 
lement des valeurs de x (t) aux instants antérieurs à ft). Dans ce cas 
la limite supérieure de l'intégration dans (5.2) est égale à t: 


{ 


y (8) = | ht, t)zx(r) dr. (5.2) 


—œ 


*) Un cas particulier de la transformation (5.1) est la transformativn 
linéaire noninertielle y (4) = X (t) zx (t), où Æ (t) est une fonction donnée du 
temps (ou une constante comme dans le cas d’un amplificateur linéaire). 

**) Très souvent les systèmes linéaires sont décrits par des équations diffé- 
rentielles linéaires. Cette méthode est équivalente à celle qui a été exposée ci- 
dessus. La fonction de transition impulsionnelle k (t, +) est bien connue dans la 
théorie des équations différentielles sous le nom de fonction d'influence ou de 
fonction de Green, et la formule (5.2) représente la solution d'un certain pro- 
blème aux limites (voir, par exemple, R. Courant und D. Hilbert. Methoden der 
Mathematischen Physik. J. Springer Verlag, Berlin, 1931). 
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Si de plus zx (x) = 0 pour T<0Oona 


t 


y (t) = [ h (4, tx (x) dr. (5.2”) 


0 


Au lieu de la fonction de transition impulsionnelle pour carac- 
tériser les systèmes linéaires inertiels on peut également utiliser 
une fonction de transfert k (iw, t) représentant la transformée de 
Fourier de À (4, t): 


k (iw, à) = | h(t, t)e-iv U-® dx = | h(t, 1— the-iut dx, (5.3) 
1 (,,. | 
h (4 1—T)=— | k (io, 2) eiot do. (5.3) 


Les fonctions de transition impulsionnelles et les fonctions de 
transfert en tant que fonctions de deux variables caractérisent des 
systèmes linéaires dont les paramètres varient dans le temps. De 
tels systèmes et les phénomènes s’y déroulant sont parfois appeles 
paramétriques. Les systèmes paramétriques linéaires peuvent démo- 
duler, moduler et convertir *). 


5.1.2. Systèmes linéaires à paramètres constants. Les systèmes 
à paramètres invariables dans le temps forment une classe importante 
de systèmes linéaires, pouvant être divisée en systèmes linéaires 
à constantes localisées et en systèmes linéaires à constantes répar- 
ties **). On classe parmi les premiers les circuits isolés et couplés, les 
réseaux de filtres et les amplificateurs à plusieurs étages, les lignes 
à retard, les circuits dérivateurs et intégrateurs, etc. Parmi les 
systèmes linéaires à constantes réparties on peut citer des lignes et 
des guides d'ondes. 

Dans le cas des systèmes linéaires à paramètres constants la 
fonction de transition impulsionnelle ne dépend que de la différence 
{ — +, { étant l'instant où le signal est observé à la sortie et t celui 


*) Remarquons cependant, qu’on obtient généralement des systèmes para- 
métriques (linéaires) à partir de dispositifs travaillant en régime non linéaire. 
Pour l'étude de la modulation et de l’hétérodynage en tant que transformations 
non linéaires des signaux voir chapitre 12. 

**) Du point de vue mathématique ceci correspond à la classification 
des équations différentielles linéaires en équations a cocfficients variables 
(systèmes paramétriques), équations différentielles ordinaires à coefficients 
constants (constantes localisées) et équations différenticiles aux dérivées 
partielles à coefficients constants (constantes réparties). Souvent il est difficile 
d'écrire la fonction de transition impulsionnelle (la fonction de Green 
de l'équation différentielle correspondante) sous forme explicite. F 
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où il a été appliqué à l'entrée du système, c'est-à-dire À (£, t) — 
= h(t — +). Dans ce cas la formule (5.2) devient 


yO= fht—-mz(dd= |zr(t—Th(r dr. (5.4) 


Pour les systèmes physiquement réalisables on a 
y (t) = ( (£ — +) h (x) dr, (5.4°) 
Ô 
et dans le cas où z (t) = 0 pour t << 0 
y (t) = f x(t—7)h (x) dr. (5.47) 
ô 
La fonction de transfert et la fonction de transition impulsion- 


nelle d’un système linéaire à paramètres constants sont liées par 
des transformées de Fourier 


k (iw) = | h (u) e-ive du, (5.5) 
h (£) = _ { #(iw) e'o! do. (5.5) 


Le module et l'argument de la fonction de transfert k (iw) sont 
appelés respectivement caractéristique fréquentielle (ou réponse en 
fréquence) C (w) et caractéristique de phase @(w) d'un système 
linéaire 

k (io) = C (wo) ei? (Co), (5.6) 


Comme C (w) est une fonction paire, et @ (w) une fonction impaire, 
on peut facilement exprimer la fonction de transition impulsionnelle 
en fonction des caractéristiques fréquentielle et de phase, soit: 


h (1) = + À C (w) cos lot + y ()] de. (5.7) 


er 


On appelle largeur de la bande passante de la réponse en fréquence 
la largeur de la base du rectangle dont la hauteur est égale à l'ordon- 
née maximale C? (wb), et l'aire, à l'aire sous la courbe du carré de 
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la caractéristique fréquentielle *),;, c'est-à-dire 


C2 (w) du 
a 
A=— a) (5.8) 
Si la caractéristique fréquentielle d'un système linéaire a une 
résonance nette au voisinage de la pulsation &, et si © > A., ce 
système linéaire est dit à bande étroite. 
Si l’on prend ©’ — w — ©, pour variable d'intégration, la for- 
mule (5.7) devient 


h (t) = {= | C (© + @5) cos [w’t + p (0° + w0)] du' } COS Opl — 


= {+ | C (0° -+ ©) sin [@"{ + p (0 +ws)] du} sin Oo. 
Pour les systèmes à bande étroite les limites inférieures d’inté- 


gration dans les intégrales se trouvant entre les accolades peuvent 
sans grande erreur être étendues à —co. Introduisant les notations 


C'(@" + w&0) = Co (©), p (@° + wo) = po (®°) 


et 
he(o) = + | Co (6) cos [w'£-+- po (w’)] dw’, (5.9) 
he (9 = + | Co (©) sin [w’t + po (w')] de’, (5.9’) 


on obtient alors 


h (t) = h, (f) cos wo t — h, (t) sin wot — 
— ho (1) cos [wot + y (t)], (5.10) 


«+ 


où 
ho (9 = VE ( + (; (5.11) 
y () = arc tg a : : (5.11) 


Si la caractéristique fréquentielle est paire, et la caractéristique 
de phase impaire par rapport à la pulsation de résonance &,, en 


*) 11 est souvent commode de mesurer la largeur de bande d’un système 
linéaire entre les points où l’amplification en puissance est égale à la moitié 
de la valeur maximale ou bien l'’amplification en tension est 0,7 de la valeur 
maximale. Pour les études théoriques la définition (5.8) est plus commode. Cepen- 
dant les deux définitions conduisent à des résultats voisins. La largeur de bande 
définie conformément à (5.8) est parfois appelée largeur de bande effective. 
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vertu de (5.9) et (5.9) on a k, (4) = 0, y (t) = 0, la fonction de 
transition impulsionnelle d’un système linéaire à bande étroite 
peut alors s'écrire comme suit 


h (1) = h, (t) cos wot. (5.12) 


On voit que c'est une fonction k. (£) lentement variable dans le 
temps modulant une porteuse cosinusoïdale. 

Notons pour terminer, que pour les systèmes linéaires à cons- 
tantes localisées les fonctions de transfert sont des fonctions homo- 
graphiques de la variable iw, et les caractéristiques fréquentielles 
et de phase des fonctions homographiques de la fréquence. 


9.1.3. Deux types de problèmes dans la théorie des transformations 
des processus aléatoires. Le présent chapitre est consacré à l'étude 
des transformations que subissent les processus aléatoires à la tra- 
versée des systèmes linéaires, et le chapitre suivant traite des 
transformations non linéaires. Deux types de problèmes seront 
étudiés, à savoir: 

1. Le calcul de la fonction de corrélation et du spectre énergétique 
du processus à la sortie du système. 

2. Le calcul des densités de probabilité multidimensionnelles 
du processus à la sortie du système. 

Il est évident que la solution des problèmes du premier type 
peut s'obtenir à partir de la solution du second type. 

Les dispositifs radiotechniques réels comportent en général 
tant des éléments linéaires que non linéaires. C'est pourquoi pour 
obtenir la solution complète du problème il faut effectuer plusieurs 
transformations successives du processus aléatoire. 

Dans ce chapitre et dans le chapitre suivant on donne les méthodes 
de solution des problèmes mentionnés ci-dessus séparément pour les 
systèmes linéaires et les systèmes non linéaires. Dans les chapitres 
ultérieurs les méthodes générales sont illustrées par des exemples. 
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DANS LES SYSTÈMES À PARAMÊTRES FIXÉS 


9.2.1. Caractéristiques énergétiques. Un système linéaire à fonc- 
tion de transition impulsionnelle h (4, t) transforme conformément 
à (5.2) le processus aléatoire E (t), appliqué à son entrée, en un autre 
processus aléatoire & ({) qui est l'intégrale du premier: 


E (à) — | ht, t)E (x) dr. (5.13) 


Il s’agit ici d’une intégrale en moyenne quadratique, conformé- 
ment à la définition donnée dans le $ 4.3.4. 

La relation entre les fonctions de corrélation des processus à la 
sortie et à l'entrée d'un système linéaire est en vertu de (4.150) 
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donnée par 


B; (ti, to) — f Era vi) X 


DIT X k (2, Uo) BP; (u1, Va) dus due. (5.14) 


Pour le processus d'entrée stationnaire (au sens général), la 
formule (5.14) peut s’écrire sous la forme 


B; (ti, te) = [ [ h (ti, v1) X 


X k (Lo, Us) B: (Do — Us) dv; duo. (5.15) 
La formule (5.15) montre que le processus à la sortie d’un système 
linéaire à paramètres variables n'est pas stationnaire même si le 
processus appliqué à l’entrée est stationnaire. Le carré moyen du 
processus à la sortie du système est égal à 
ma (t) = B: (4, t) — 
C0 Le) 
— | | ht, v) he, ve) Be (va — vi) dus due. (5.16) 
En utilisant (4.151) on trouve la fonction de corrélation mutuelle 
des processus à l'entrée et à la sortie d'un système linéaire 


Ba (ti, te) = | h (te, v) Be (tx, v) dv. (5.17) 

Considérons maintenant des systèmes linéaires à paramètres 

constants. En effectuant dans (5.14) le changement de variables 
U — tj — VU, LV = lo — Vo, on trouve 

B: (ti, t2) = | | h (u) h(v) Bs (44 —u, ta — v) du dv. (5.18) 

Si le processus d'entrée d’un système linéaire est stationnaire (au 

moins au sens général), on a 
B; (x) = | | h(u)h(v) B;(u—v+T)dudr. (519) 
Le processus de sortie de ce système linéaire est également station- 


naire au sens général. 
La formule (5.19) peut s’écrire sous la forme 


B4 (x) = | br, (z) Bx (x — 2) dz, (5.19) 
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la fonction 


bn (z) = | h (u) k (u + z) du (5.19°) 

dépendant seulement des paramètres du système linéaire. 
Par transformation de Fourier, à partir de (5.19) on obtient 
l'expression du spectre énergétique d’un processus, stationnaire 
au sens général, à la sortie d'un système à paramètres constants 


Fe (6) = 2 Î & (x) e— ut dr — 


O0 


— 2 | Ÿ # 200 Ÿ Bu — 0 + 9 er ax du de 


En effectuant le “changement de variable z = t—v + u on peut, 
compte tenu de (5.5°). trouver la relation existant entre les spectres 
éncrgétiques à l’entrée et à la sortie d'un D linéaire, soit 
F: (6) = | h (u) eivu du {Ên Ge) ete de .2 E () x 

: x e-iss dz = k (iw) k (—iw) Fe (w), 
mais comme 

k (Go) k (—io) = | k (w) = C*(w), 

on à 


F. (w) = C? (w) F3 (6). (5.20) 


La formule (5.20) donne la loi de transformation du spectre 
énergétique d’un processus aléatoire stationnaire à la traverse 
d’un système linéaire dont la caractéristique fréquentielle est C (w). 
La caractéristique de phase d'un système linéaire, n’a, comme il 
fallait s’y attendre, aucune influence sur la loi de transformation 
du spectre énergétique du processus. 

En vertu de (5.20) la fonction de corrélation B; (x) d'un processus 
aléatoire à la sortie d’un système linéaire est 


B; (r) = | F3 (0) C* (©) cos ot do. (5.21) 


En vertu de (5.19) et (5.21) la puissance moyenne du processus 
à la sortie d’un système linéaire est égale à 


B,(0) = | F: (0) C? (6) do = | | B. (v—u) k (x) À (u) dv du. 
0 —00 — 


(5.22) 


5.2] SYSTÈMES À PARAMÊTRES FIXÉES 233 


Ainsi, les formules (5.19) à (5.21) donnent la transformation du 
spectre énergétique d’un processus aléatoire stationnaire et de sa 
fonction de corrélation à la traversée d’un système linéaire, à con- 
dition toutefois de connaître la caractéristique fréquentielle (ou 
la fonction de transition impulsionnelle) du système et le spectre 
énergétique ou la fonction de corrélation du processus d'entrée. 

La fonction de corrélation mutuelle des processus à l’entrée 
et à la sortie d’un système linéaire est en vertu de (5.17) égale à 


Bu (©) = | h (u) B; (x — u) du. (5.23) 


Pour un système linéaire physiquement réalisable l'intégration 
dans (5.19) et les intégrations suivantes sont étendues seulement 
aux valeurs positives des variables. 

Si l'on étudie les processus transitoires dans les systèmes linéai- 
res il faut tenir compte de l'instant de branchement, c'est-à-dire 
poser E (1) = 0 pour {<< 0. On a alors [comparer avec (5.4”)] 


b (x) = | E(£— +) h (x) dr. (5.24) 
Û 


Donc le processus transitoire de sortie & (t) dans les systèmes 
linéaires à paramètres constants n'est pas stationnaire même si le 
processus aléatoire d'entrée & (£) est stationnaire. La valeur moyenne 
du processus à la sortie d’un système linéaire est alors égale à 
[comparer avec (4.148)] 


t 
az () = | h (x) az (4 — +) dr, (5.25) 
U 
et si E (1) est stationnaire on a 


t 
ax (f) = a: | Rk (x) dt. (5.25°) 
Ô 


La fonction de corrélation du processus transitoire est 


{a lo 
B: (ti, t2) = | | Bi;(u—v+i>—t;)h(u)h(v) du dv. (5.26) 


0 0 


Le second moment du processus dépend du temps, il est égal à 


OS 
me {6 (0} = Bet, à) = | | B: (u — v) h (u) k (v) du dv. (5.26') 
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L'intégrale indéfinie du processus aléatoire E (f) est un cas par- 
ticulier de 6 (t) pour h(x) = 1 (voir $ 4.3.4). 

Remarquons qu'en utilisant les propriétés de filtrage des déri- 
vées des fonctions delta [voir annexe III, formule (9)] on peut con- 
sidérer la dérivation d’un processus aléatoire comme le résultat du 
passage de ce processus à travers un système linéaire à fonction de 
transition impulsionnelle égale à Ô’(4). En vertu de (5.5) pour un 
tel système linéaire k (iw) = —iw, le carré de la caractéristique 
fréquentielle est alors C* (©) = w*. En utilisant la formule (5.20) 
on peut trouver le spectre de la dérivée F:: (©) = w°F; (w) ce qui 
coïncide avec la formule (4.136) obtenue d'une manière différente. 

5.2.2. Bruit blanc à la tra versée d’un système linéaire. Considérons 
le cas fort important, où à l'entrée d'un système linéaire agit un 
bruit blanc, processus stationnaire au sens général, à spectre éner- 
gétique uniforme pour toutes les fréquences [voir (4.74)] 


F; (wo) — 2N3 = const, 
et dont la fonction de corrélation en vertu de (4.75) est 
B3 (rt) = Noô(t). 


Utilisant (5.15) et la propriété de filtrage de la fonction delta 
(voir annexe IT) il est alors facile de trouver l’expression de la fonc- 
tion de corrélation du processus à la sortie d'un système linéaire 


lorsqu'on applique un bruit blanc à son entrée 


O0 


B: (ti, t2) = No | h (ty, th (te, v) dv, (5.27) 


pour les systèmes physiques réels on a 


li 
Br (tt) = No | ht, v)hte v) dv, tot (5.27') 


La valeur moyenne du carré du processus de sortie est 
B:(t, D.=m{t(}=N | h® (L, v) dv. (5.28) 


En utilisant (5.17) ainsi que la propriété de filtrage de la fonc- 
tion delta il est facile de voir que pour B&(t,, v) = Nô (v —t;)ona 
Byx (ti, te) = Noh(t:, ti). 

On a ainsi une méthode corrélationnelle simple de calcul de la 
fonction de transition impulsionnelle h (£>, t;) d’un système lineai- 
re. Si on applique un bruit blanc à l'entrée du système, la fonction 
de corrélation mutuelle des processus d'entrée et de sortie coïncide 
exactement avec h (f», 1). 


Pour les systèmes linéaires à paramètres constants, en vertu de 
(5.27), on a: 
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B(9= No | h&)h + do = 70 | C?(&)coswtdow, (5.29) 
00 0 


avec 


B:(0)= No | h° (v) dv = C2 (w) do. (5.29) 
— 00 0 

Par conséquent, la fonction de corrélation du bruit blanc à la 
sortie d'un système linéaire à paramètres constants coïncide, à un fac- 
teur constant près, avec la convolution de la fonction de transition 
impulsionnelle du système [ou avec la fonction b, (rt), voir (5.191. 
Le spectre énergétique F: (w) d'un processus aléatoire à la sortie 

de ce système s'obtient à partir de (5.20): 


Fe (o) = 2N,C*(o), (5.30) 
ce qui est en accord avec (5.29). 

Ainsi, le spectre énergétique du bruit blanc à la sortie d'un 
système linéaire à paramètres constants a l’allure du carré de la 
caractéristique fréquentielle du système. 

Dans le cas d’un système linéaire à bande étroite, dont la carac- 
téristique fréquentielle est symétrique par rapport à la pulsation &,, 
la fonction de corrélation à la sortie, en vertu de (5.12), devient 


B: (x) = Lo. | he (v) Re (v + 7) [cos ot + cos (260 + o0t)] dv, 
mais comme la fonction À. (v) varie bien plus lentement que cos wot, 


on peut négliger l'intégrale | he (v) ke (v + T) cos (2wo0 + wot) dv, 
de sorte que . 
No C No 
Bx (t) = —- cos ot | hke(v) he (v+T) dv = —" bn, (t) cosoot. (5.31) 
Compte tenu de (5.9), on peut exprimer (5.31) en fonction de la 
caractéristique fréquentielle *), on a ainsi: 


O0 


B. (rt) = [ L | Cÿ (©) cos ot do | COS @oT, (5.32) 
0 


où 
Co (w) = C (wo + Oo). 


L'expression (5.32) montre que la fonction de corrélation d'un 
bruit blanc ayant traversé un système linéaire à bande étroite de 


*) Car la transformée de Fourier de C5 (w) est égale à la convolution des 
fonctions de transition impulsionnelles A, (v). 
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pulsation de résonance &, n'est, au facteur cos wot près, autre que 
la fonction de corrélation du bruit blanc ayant traversé un système 
de caractéristique fréquentielle Co, (w), obtenue par déplacement 
de w, vers les fréquences basses de la caractéristique C (w). Com- 
parant (5.32) et (4.73) on voit que le processus à la sortie d’un sys- 
tème linéaire à bande étroite est un processus aléatoire à bande 
étroite. 

Le quotient de la puissance moyenne de la dérivée du processus 
par la puissance moyenne du processus à la sortie d'un système 
linéaire dont l'entrée est attaquée par un bruit blanc, est égal à 
[voir (4.137')] 


f W2C? (w) do 
2e ————. (5.33) 
Î C? (uw) do 
0 


Pour un système à bande étroite de pulsation centrale &w, et de 
caractéristique fréquentielle symétrique par rapport à wo on a 


{ u° & (w) do 
: (5.34) 


@f = © + — 
À Cë (w) do 
0 


Pour que le processus à la sortie d'un système linéaire soit déri- 
vable il suffit que l'intégrale f wc? (wo) do ait une limite. 
0 


5.2.3. Systèmes linéaires à paramètres localisés. Nous allons main- 
tenant étudier ce que devient un bruit blanc à la traversée d'un 
système linéaire à paramètres localisés. Considérons quelques exem- 
ples. 

1. Circuits dérivateurs et intégrateurs 
(circuits CR et RC). La fonction de transfert d’un circuit dériva- 
teur *) est 
! ioRC 
k Go) = rc : 


d’où l'expression du carré de sa caractéristique fréquentielle 


EN + 


*) On conserve ici la terminologie habituelle (voir par ex. [9]); il n'y a 
évidemment pas de sens à parler de dérivation d'un bruit blanc. car pour que 
le circuit considéré puisse dériver un processus il faut que le temps de corré- 
lation du processus soit très supérieur à la constante de temps du circuit, c’est-à- 
dire il faut que l’on ait to > RC. 


C? (©) — 
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Le spectre énergétique et la fonction de corrélation d’un proces- 
sus à la sortie d’un circuit dérivateur recevant à l’entrée un bruit 
blanc sont en vertu de (5.29) et (5.30) 


—_—— , (5.35) 
1+ : 


cos &T do = NÙ (t) 7e | FE dr, 


mais 
cos az LES 
Tres one es 
0 
on a donc 
B.()=Noô(T)—-Te-airl. (5.36) 


Pour t = 0 la fonction de corrélation (5.36) n'est pas limitée, par 
conséquent le processus à la sortie du circuit n'est pas continu 
en moyenne quadratique (voir $ 4.3.2). 

Soit maintenant un circuit intégrateur dont la fonction de trans- 
fert est *) 

: 1 
ko) = rc 

et le carré de la caractéristique fréquentielle 


Co —. pure 


1+(—) LS 


La largeur de la bande passante est en vertu de (5.8) 


L dw ar, 
Âc Et 2 


Le spectre énergétique, la fonction de corrélation et le coeffi- 
cient de corrélation du processus à la sortie d’un circuit intégrateur 
attaqué par un bruit blanc, en vertu de (5.29) et (5.30), sont donnés 


*) Voir note à la page 236. Comme dans ce cas hk (u)—ae %, u > 0, pour 
que le processus puisse être intégré par le circuit en question, le temps de corré- 
lation Au processus doit être tres inférieur à la constante de temps du circuit, 
c'est-à-dire il faut qu'on ait to € RC. 
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par les expressions suivantes : 


F(@) = — 2 — si (5.37) 
ee) 
Nf N 
B(r) = | TS do = LE e-a1tl, (5.38) 
0 1+(2) 
R;(T)=e-citli, (5.38”) 


Le temps de corrélation du processus à la sortie d'un circuit 
intégrateur est 


La figure 5.1 donne le coefficient de corrélation et le spectre 
énergétique à la sortie d’un circuit intégrateur. La courbe du coeffi- 
cient de corrélation n’est construite que pour les valeurs positives 
de l’argument t; étant une fonction paire, elle est symétrique par 
rapport à l'axe des ordonnées. 


Fu) 
AIT) Fr0 
1 / 
035 
0 1 2 JS T “2.1 (4 / 2 u 
a) Ô) da 


Fig. 5.1. Coefficient de corrélation (a) et spectre éncrgétique (b) 
d’un bruit blanc à la sortic d'un circuit intégrateur 


Bien que le processus à la sortie du circuit soit. dans ce cas, 
continu en moyenne quadratique, il n'est pas dérivable (voir 
$ 4.3.3). En effet, la puissance moyenne du processus à la sortie 

Not 


B; (0) = 2 =2N)-—— 


est finie, et l'intégrale 


oO 
a 


= (@® 
| O°F- () do =2N, | DETTE 
0 0 1+ (=) 
est divergente (la dérivée de la fonction de corrélation est discon- 
tinue pour T = Ü). 

Remarquons que les courbes de la fonction de corrélation et du 
spectre énergétique d’un bruit blanc ayant traversé un circuit inté- 
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grateur ont le même aspect que les courbes correspondantes d’un 
signal télégraphique généralisé (voir fig. 4.9 et 4.10). Si le bruit 
blanc suit une distribution normale, le processus à la sortie du cir- 
cuit intégrateur est un processus markovien normal (voir $ 4.5.4). 

2. Circuit oscillant simple. La fonction de trans- 
fert d’un circuit oscillant simple, composé d'une inductance L, 
d'un condensateur C et d'une résistance À en série, est égale à 


où Wo— 1 est la fréquence de résonance et d = R V € l'amor- 
VLC L 


tissement qui est une grandeur inverse au facteur de surtension 
Q du circuit. 
Le carré de la caractéristique fréquentielle est 


À partir de (5.8) on trouve la largeur de la bande passante 


Ai __T Wo __ og 
De 0 Nb D. 21: 
Ac 


Si le facteur de surtension est élevé on a — 70 & 1, ce qui 
0 


veut dire que la caractéristique fréquentielle possède un domaine 
de résonance nettement exprimé au voisinage de w,. Le circuit est 
alors à bande étroite et l’on a 


Go 2 
: 1 (+) 
Gers 
() + 
Le spectre énergétique d’un bruit blanc à la sortie de ce circuit est 


No ___ 0% 
2  (w—wo)+$p? 


En vertu de (5.32) on a pour la fonction de corrélation 


F; (©) = (5.39) 


2Nn w° COS WT 
B; (t) = 0 2 | NES TE du) cos OT 


ou 


B- (rt) = 0 . e- BIT cos &,T (5.40) 
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et 
R; (rt) = e-BlTl cos wot. (5.40°) 
Sur la figure 5.2 on trouvera le coefficient de corrélation et le 


spectre énergétique du processus à la sortie d'un circuit oscillant 
simple lorsqu'un bruit blanc est appliqué à son entrée *). 


Fu) 
Fil) 
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a) 


Fig. 5.2. Coefficient de corrélation (a) et spectre énergétique 
(b) d'un bruit blanc à la sortie d’un circuit oscillant 


Le processus à la sortie d'un circuit oscillant à bande étroite est, 
lui aussi, à bande étroite, continu en moyenne quadratique, mais 
n'est pas dérivable car 

No 0ë 
B,(0) = 5 = NoQ'B, 
et l’intégrale | ŒLF do est divergente. Le temps de corrélation 
Ô 
du processus (voir (4.73)) est égal à © =+ = + : 
C 

3. Amplificateur à résonance à étages 

multiples. La forme de la caractéristique fréquentielle d'un 


amplificateur à étages multiples au fur et à mesure de l'augmentation 


du nombre des étages tend (sous certaines conditions) vers la courbe 
de Gauss 


__ (0-00)? 
C(o)=e *# 
le paramètre f étant lié à la largeur de bande par la relation A. — 
— fr. Cette caractéristique fréquentielle est une idéalisation, 
*) Les expressions du coefficient de corrélation pour une relation arbitraire 


entre &, et A. sont données dans le problème 5.1. Pour le cas des circuits couplés 
voir le problème 5.2. 
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car un système linéaire ayant une telle caractéristique est physique- 
ment irréalisable. 
Le spectre énergétique du bruit blanc à la sortie de ce système 
est également donné par une courbe de Gauss 
__(@-wo)* 
F,(o)=2Ne À . (5.41) 
Remarquons que le spectre énergétique (5.41) n'est pas, en toute 
rigueur, celui d’un processus aléatoire stationnaire, car F: (w) 
n'est pas une fonction paire par rapport à l'origine des coordonnées. 


Fu!) 
F ce 


Fig. 5.8. Coefficient de corrélation (a) et spectre énergétique (b) 
d'un bruit blanc à la sortie d’un amplificateur à étages 
multiples 


Pour que le spectre soit symétrique par rapport à la pulsation © = 0 
il faut que la caractéristique fréquentielle ait la forme de la somme 
ACEUDE ACAUDE 
C*(w) —e Bt Le B° 

Cependant pour w,5 È B, c'est-à-dire pour un amplificateur à bande 
étroite, l’influence du second terme est négligeable. 

La fonction de corrélation et le coefficient de corrélation du 
processus à la sortie d'un amplificateur à bande étroite sont en 
vertu de (5.32) donnés par les expressions 


_ w° B2T2 


AUE 0 COS OT | e_ Fcosot dou= MB e + cos OT, (5.42) 
va 
__ Bîrt , 
R;(T)=e ‘ cosu,rt. (5.42) 


La figure 5.3 montre la courbe du coefficient de corrélation et 
celle du spectre énergétique du bruit blanc à la traversée d'un ampli- 
ficateur à étages multiples. La courbe en pointillé de la figure 5.3, a 
correspond à wo = 0. 


16—-0624 
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J 


Si l’on applique un bruit blanc à l'entrée d'un amplificateur 
à bande étroite à étages multiples, à sa sortie on a un processus à 
bande étroite, qui est non seulement continu, mais également déri- 
vable en moyenne quadratique (autant de fois qu'on le désire), car 
tant les puissances moyennes que leurs dérivées sont continues. 

En vertu de (5.42) on a 


N Nodc 


et à partir de (5.34) on obtient 


œ 
\ we À do 
2 2 0 
oœ —=@, 4 en wo ? 
( e PB? do 
0 
c'est-à-dire 
2 ., À 
ot a+ D = oi +. (5.43) 


Le temps de corrélation du processus est égal à [voir (4.73)] 


n=[s nu &=+V += DE 


4 Filtre parfait. L'équation de la caractéristique fré- 
quentielle d’un filtre parfait est 


Ac 
1 [o—a|<—-, 
C(&)— A 
0, [o—w > 


Pour A. & ow, le filtre est un système linéaire à bande étroite. Une 
caractéristique fréquentielle rectangulaire, tout comme une carac- 
téristique gaussienne, est une idéalisation mathématique physi- 
quement irréalisable pour un système linéaire. Les filtres réels à 
paramètres localisés peuvent cependant avoir des caractéristiques 
fréquentielles assez voisines du rectangle. 

Le spectre énergétique, la fonction de corrélation et le coefficient 
de corrélation du bruit blanc, à la traversée d’un filtre parfait, sont 
(fig. 2.4) 


2N5, 10—0| < LE 
F: (©) = (5.44) 
0, [o—w|> 4e 
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&o + e 
B: = | 2N, cos ot do = _ sin Re COST, (5.45) 
Q0o— <= 
.. TAe 
Sin D) 
Rift) = — 5 — cos mor. (5.45°) 
2 


Remarquons que l'expression (5.45°) est de la même forme que 
(5.32); c'est le produit d'une fonction variant lentement dans le 


L C 
sin Es 


temps 


— par un terme haute fréquence cos wot, ceci étant 
tÂc 
79 


Fig. 5.4. Spectre énergétique (a) et coefficient de corrélation (b) 
d'un bruit blanc à la traversée d’un filtre parfait 


vrai non seulement pour des filtres à bande étroite mais quels que 
soient wo et Ac. Cependant seule la caractéristique fréquentielle 
rectangulaire est douée de cette particularité. 

La courbe en pointillé de la figure 5.4, b correspond à un filtre 
passe-bas (wo = 0). 

Le processus à la sortie d’un filtre parfait est dérivable en moyen- 
ne quadratique (un nombre arbitraire de fois). Les puissances moyen- 
nes du processus et de sa dérivée sont données par les formules 


Noûc 
I 


B; (0) — 


, B:(0) =u?B, (0), (5.46) 
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à 
6. ,, 4 ; 
oi =o+ | w° do = 06 + . (5.46") 
( 


Le temps de corrélation du processus est 


EE ET Le (5.46") 


5.2.4. Processus à bande étroite à la traversée d'un système à bande 
étroite. Soit un processus aléatoire dont le spectre énergétique 
se trouve concentré au voisinage de la pulsation Q,. traversant un 
système linéaire à bande étroite de pulsation de résonance w, et de 
caractéristique fréquentielle symétrique. En vertu de (5.12) et 
(4.71) on peut écrire comme suit la fonction de transition impulsion- 
nelle du système et la fonction de corrélation du processus d'entrée 

h (1) = À, (1) cos wot, 
Bx (t) = &, (tr) cos Got + ax (t) sin Qt. 

L'expression (5.19) permet alors de trouver l'expression de la 
fonction de corrélation du processus à la sortie du système [voir 


(5.31)] 


BL (r)= À bn (2) lac (x — 2) cos (wo + Aw) (r — 2) + 


| + as, (T — 2) Sin (oo + Aw) (t — z)] dz, (5.47) 


ou 
Aw — (OZ — Op: 


bn (2) == | he (u) Le (u + 3) cos ou cos &, (u + 2) du & 


1 C 
Æ = COS Woz | he (u) k.(u + z) du = Z- bn, (z) COS @os. (5.48) 


En portant (5.48) dans (5.47) et tenant compte de ce que b, (2), 
Ge (T), 43, (t) sont des fonctions variant bien plus lentement que 
cos w0t et sin w,t (ce qui permet de négliger les intégrales contenant 
des fonctions variant rapidement) on obtient 
n o0 
B;(r)= + | bi (a) {ac (r— 2) cos [uit + Aë(r—2)]+ 


+ a, (T— 5) sin [o,t + Ao (t— 2)]} dz. 


LL 
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[2 


Introduisant les notations 


Ace (= | bn, (2) L@e, (T— 2) cos Aw (t — 2) + 


+a,(T—z)sin Aw(t—:)]dz, (5.49) 


Asa (T) = _ | bn, (z)1@s, (T — 5) cos Aw (t — 2) — 


—a,.(tT—:)sinAw(t—:)]dz, (5.49) 
on peut écrire la fonction de corrélation sous la forme suivante 
B: (tr) — a, (Tt) cos wot + à, (T) sin wot, (5.90) 


ce qui montre que le processus à la sortie du système est dans ce 
cas à bande étroite. Remarquons que, mème lorsque le spectre du 
processus d'entrée est symétrique par rapport à Q,, donc si a, (t) = 
= 0, les deux termes de l'expression (5.50) sont différents de zéro 
car, vu le décalage Aw = 0, le spectre énergétique du processus de 
sortie n'est en général pas symétrique. 

A titre d'exemple considérons la formule (5.50) dans le cas où 
le système linéaire est un amplificateur à bande étroite, de pulsa- 
tion de résonance &, et de caractéristique fréquentielle gaussienne. 
et où le processus d'entrée est un bruit blanc ayant traversé un sys- 
tème à bande étroite de pulsation de résonance Q, et de caracté- 
ristique fréquentielle gaussienne, les bandes passantes des deux 
systèmes linéaires étant les mêmes. En vertu de (5.42) on trouve 


2T2 
de (r) = De 1, a,(rt)—0, 
bi, (2) = Be 1. 


Mi © ce ES 
de (t)= 5 e ‘e # cos Aw(t—z)dz- 
pr © p° 2 
NB - PA 
= e | fe mi ) cos Aou du — 
x 
— 0 
2+2 C0 o 
Nb + TR Aw AwT 
= e | e cos (-v-—) do = 
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LS RL 
— Nb, 8 cos AT e 2 co 
27 2 B 
Nob _ 2 (5 OT 
= ——<— € co 5.51 
Fe B°z° B? 
2 _ —— — (T- 
as (r) = — TP je 6e 4 (Y sin A (rt — 2) dz — 
_ Mb 677 Fe Tsin(—u+ Mt) = 
Ton | ; F 2 ) a 
pr oo D? 
NB, 5 in At TT e9e 2% = 
= 2x sin —— | e cos B v dv = 
B2r? Aw \? 
Lol 
he 75 0 D) sin . (5.52) 
27 


En portant (5.51) et (5.52) dans (5.50) on trouve la fonction de 
corrélation d’un processus aléatoire à bande étroite de spectre éner- 
gétique gaussien ayant traversé un système linéaire à bande étroite, 
de caractéristique fréquentielle gaussienne, désaccordé par rapport 
à la fréquence centrale : 


Br 2 
B, (t) = TE e. .. à 2 (55) cos (oo + +) +: (5.53) 


Le coefficient de corrélation correspondant est égal à 


Spee LAS 
Rjft)=e # cos (oo +) T=e B cos 200 +, (5.53') 


Ainsi l'enveloppe du coefficient de corrélation a la même forme que 
dans (5.42°) et la porteuse est égale à la demi-somme de la porteuse 
du processus et de la fréquence de résonance du système. Il est évi- 
dent qu'ici il est plus facile d'obtenir par transformation de 
Fourier la fonction de corrélation (5.53) à partir du spectre 
énergétique 


(@—-@o)= _ (@-Qo)? 


Fr(w)=2Ne BF e B —2N;e -& Ce 2 (Gr 
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5.2.5. Systèmes paramétriques. Considérons plusieurs exemples où un 
processus aléatoire stationnaire traverse des systèmes paramétriques, c'est-à- 
dire des systèmes linéaires dont les paramètres varient dans le temps suivant 
une loi donnée. 


1. Lignes à retard. L'effet d'une ligne à retard peut être décrit 
par la relation : 
GC) — 6e — 7+(t)], 


où t (t) est une fonction donnée du temps. Il s'ensuit que la fonction de transi- 
tion impulsionnelle d’une ligne à retard est de la forme {voir (5.13)] 


ht, t—u) = Ô[Tt(t) — ul. (5.54) 


En portant (5.54) dans (5.15) et en utilisant la propriété de filtrage de la 
fonction delta, on obtient l’expression de la fonction de corrélation du processus 
à la sortie d’une ligne à retar 


Bx (ti, te) = | | Ô[T (ts) — 23 + 1] Ô[T (t2) — t2 + ve] X 


X B} (ue — ti) du dus = Bt [T (41) — T (t2) + lo — ti]. (5.59) 


Si le retard + est constant (ne dépend pas du temps), on peut à partir de 
(5.55) trouver la fonction de corrélation B; (t: —t;) du processus d'entrée, 
dont les caractéristiques comme il se devait pour un processus stationnaire ne 
dépendent pas du déplacement constant dans le temps. Remarquons également 
que si le retard varie lentement *), c’est-à-dire si t (ft) — —kt, on a 


Bt (t2— 4) = Bel(1 + k) (te — 4)]. (5.56) 


Dans ce cas le processus à la sortie de la ligne à retard reste stationnaire (au 
sens général) et sa fonction de corrélation peut être obtenue à partir de la fonc- 
tion de corrélation du processus Ë (£) par changement d'échelle suivant l’axe 
du temps de (1 + k) fois. La forme du spectre énergétique se conserve égale- 


ment, mais l'échelle suivant l’axe des fréquences change de ÎTE fois **). 


2. Modulateur d'amplitude. Supposons que la fonction de 
transfert d'un système linéaire ne dépende pas de la fréquence 


k (io, t) = f (+). (5.57) 
En vertu de (5.3') la fonction de transition impulsionnelle de ce système est 
RE t—u)= 7 f (0) ( el®U Jo= f (1) à (u) (5.58) 

et : _ 
EU = | (60 —u)E (0 du = 1 (0 80, (5.59) 


*) C'est le cas, par exemple, des systèmes de télécommunication dont 
les points d'émission et de réception sont en mouvement les uns par rapport 
aux autres : dans ce cas k = v/vn, où v est la composante radiale de la vitesse, 
Um la vitesse de propagation du processus dans le milieu. 

*“*) Si k est petit et le spectre de & (t) est à bande étroite (au voisinage de la 
porteuse wo) le changement d'échelle mentionné est équivalent à un dépla- 
cement de —ku, de tout le spectre, ce qui correspond à l'effet Doppler. 


248 SYSTÈMES LINÉAIRES INERTIELS [CH. 5 


c'est-à-dire que lorsque le processus & (f) traverse ce système linéaire, ses valeurs 
instantanées se trouvent multipliées par f ({). 

Si à l'entrée du modulateur d'amplitude agit un processus aléatoire station- 
paire E ({), on aura en vertu de (5.14) pour la fonction de corrélation du processus 


de sortie 
oO © 


B% (tist2) = | \ (us) f (ue) 6 (4 — v3) Ô (t2 — v2) X 


X Be (2 — v1) dus due = f (ti) f (E2) Be (t2 — ts), (5.60) 


ce qui découle évidemment directement aussi bien de (5.59) que de la définition 
de la fonction de corrélation. 
3. Circuit RC intégrateur à paramètre variable. 


Considérons un circuit RC dont le paramètre « — HG Yarie dans le temps sui- 


vant la loi « — «& (t). La fonction de transition impulsionnelle de ce système 
linéaire est égale à 


t 
_ Ï a(x\dx 
k (1, uv) = œoe ?  1>v. (5.61) 

Lorsque &« — &o, (5.61) devient k (t, v) = e—ao(t—-v), la fonction de transfert 
correspondante étant k (iw) — (1 + iwæo) ! (voir $ 5.2.3). 

Compte tenu de (5.27) on peut calculer la fonction de corrélation du pro- 
cessus à la sortie du système paramétrique linéaire étudié si à l’entré on 
applique un bruit blanc: 

{ts to 
ls —[ acx)dx | atx)ux ] 
By (t, tr) =GËENo | e v v dv, 


— 0 


lo > ti. (5.62) 


Pour « CE zx>0eta(r) = 0, x < 0 on obtient à partir de (5.62) 


ts 
9 2N 2 
B: (tite) = a5iNo | —— du — < 2 cs D-A TE (5.63) 
0 


1l2 2° 


5.2.6. Fonction de corrélation mutuelle des processus à la sortie 
des systèmes linéaires. La solution de certains problèmes est liée 
à l'étude de la fonction de corrélation mutuelle des processus à la 
sortie de plusieurs systèmes linéaires dont les entrées sont attaquées 
toutes par le même processus aléatoire & (£). Considérons deux systè- 
mes linéaires de fonctions de transition impulsionnelles À, (4, t) 
et À, (t, t). Soient &, (t) et C2 (t) les processus à la sortie de ces 
systèmes lorsqu'on applique à leurs entrées le signal E (t). En vertu 
de (5.13) on a 


O0 


| hi (t, 7) E (x) dx, (5.64) 


La (4) = | ha (4, t) E (x) dr. (5.64') 


C1 (4) 
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La fonction de corrélation mutuelle de ces processus est 
Brstoltss te) — Mi {C1 (é1) Ce (t2)} = 


_ | hi (4, u)hatz, v) Be (u, v) du dv. (5.65) 

Dans le cas d’un processus d'entrée stationnaire au sens général 

pour les systèmes linéaires à paramètres constants la formule (5.69) 
devient 


Byaxe (T) — | | hi (u) he (v) Bz (u — v + +) du dv. (5.66) 


En utilisant (5.66) et (4.92) on peut calculer le spectre énergé- 
tique mutuel des processus considérés 


hits 


Fe. (w) = 2 | Br. (tr) e-ivt dr — 


— 2 Î | k, (u) h (0) | Be(u —v+ Te-iot dr du dv. 


En remplaçant + par t — u + v on peut séparer les variables d'inté- 
gration, ce qui donne 

Fri (o) = ki (Go) k2 (—io) F3 (wo), (5.67) 
où ki (iw), ke (iw) sont les fonctions de transfert des systèmes li- 
néaires. Si les systèmes sont identiques, c'est-à-dire si kX, (io) = 
= ko (iw) = k (iw), (5.67) devient (5.20), tout comme (5.66) devient. 
(5.19). Pour k, (iw) = 1 on a 

Fu (o) = k (io) F;(ow), | Fu (@) F = F3 (w) Fi (ou). 

A titre d'exemple on peut étudier la fonction de corrélation 
mutuelle d’un bruit blanc à la sortie de deux circuits intégrateurs. 
de constantes de temps RC; — Z et R:C: = Z respectivement. 
En utilisant l'expression de la fonction de transfert du circuit inté- 


grateur (voir $ 5.2.3) et la formule (5.67) on trouve le spectre éner- 
gétique mutuel cherché 


. 2Now%i%: 
Fais = Tuto) 558) 


La fonction de corrélation mutuelle est 
- iuT aN exit, T>0, . 
e"” "do { 0 (5.69) 


= 
Bite (r) 7 921 | aie, T< 0, 


(a) (Ge 
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1 étant la somme des constantes de temps RC; + R:C2. La figu- 


re 2.5 montre l'allure de la courbe (5.69) pour «œ; > @2. 
Soient nr systèmes linéaires. La 


Bas fonction de corrélation mutuelle et 
z1è le spectre énergétique aux sorties 
1 des systèmes i-ième et j-ième (i, j — 

— 1, 2,...,n) sont donnés par 


(5.66) et (5.67) en remplaçant sim- 

plement les indices 1 et 2 par i et j. 

Si l’on prend la somme des processus 

2 1 0 1 2 47 de sortie de tous les nr systèmes li- 

néaires, la fonction de corrélation 

Fig. 5.5. Fonction de corrélation et le spectre énergétique de cette 

mutuelle d'un bruit blanc à la  S0mme sont donnés par les formu- 
sortie de deux circuits intégrateurs les (4.56) et (4.97). 


5.3. DISTRIBUTION D'UN PROCESSUS APRÈS 
TRANSFORMATION LINÉAIRE 


5.3.1. Moments. Comme le montrent les résultats du $ 5.2.1 
l'étude de la transformation par un système linéaire de la fonction 
de corrélation d’un processus et de son spectre énergétique est assez 
simple, pour cela on n'a même pas besoin de connaître la densité 
de probabilité du processus d'entrée. Il est bien plus difficile de 
Calculer la densité de probabilité du processus & (£) à la sortie d'un 
système linéaire si le processus d'entrée E (£) n’est pas normal. 

Ce n’est que si le processus E (ft) à l'entrée d’un système linéaire 
suit une loi normale que le problème est facile à résoudre. Le pro- 
.cessus aléatoire Ë (£) à la sortie d’un système Hnéaire est la limite 


en moyenne quadratique de la somme intégrale D. ht, ty) X 


X E (Ta) (trs — Th), Th Ta << Th+s POUr | Tri — P) | — 0 [voir 
a 147°)]. Dans le cas qui nous intéresse les grandeurs E (t_,;), 
, & (To), , &(tx) sont liées par une distribution normale 

à (2N + 1) dimensions. Comme la somme de variables aléatoires 
louer distribuées (même dépendantes, voir $ 3.3.5) est 
normalement distribuée, la distribution de la somme en question 
‘est normale quel que soit . 

Ainsi, à la traversée d'un système linéaire un processus aléatoire 
normal reste normal. Seuls changent la fonction de corrélation et 
le spectre énergétique, conformément aux formules mentionnées 
Ci-dessus. 

Notons ici qu'on conclut de la normalité d’un bruit blanc si, 
appliqué à l’entrée d'un système linéaire, il est normalement dis- 
tribué à la sortie. 
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Nous avons déjà noté qu'en radiotechnique on a souvent affaire 
à l'analyse d'un système linéaire placé après un élément non 
linéaire. C'est pourquoi même si le processus aléatoire soumis à la 
transformation non linéaire est normal, il ne le sera plus à l’entrée 
du système linéaire suivant. 

Le problème de la transformation des densités de probabilité 
dans un système linéaire (inertiel), lorsqu'on applique à son entrée 
un processus non normal, est très difficile à résoudre. Il existe plu- 
sieurs méthodes approchées permettant de résoudre ce problème, 
basées toutes sur certaines hypothèses concernant les caractéristiques 
probabilistes du processus aléatoire d'entrée et les propriétés du 
système linéaire. Au chapitre 9 nous allons étudier ce problème en 
supposant que le processus à l’entrée du système linéaire est le carré 
d'un processus aléatoire normal. 

Nous allons étudier une méthode approchée basée sur le calcul 
des moments de la distribution du processus à la sortie d’un système 
linéaire. Pour simplifier l'exposé nous allons nous limiter au calcul 
de la densité de probabilité unidimensionnelle d'un processus station- 
naire à la sortie d'un système linéaire à paramètres constants. On 
peut sans aucune difficulté généraliser cette méthode au cas des 
fonctions multidimensionnelles et aux processus non stationnaires, 
bien que les difficultés de calcul puissent s'avérer être insurmon- 
tables. 

Si les moments m,. d'ordre quelconque du processus & (£) existent, 
la fonction caractéristique unidimensionnelle 6; (v) peut être 
représentée sous la forme d'une série [voir (3.111)] 


O0 


O;: (v) = Y magun 


k! 
k=—=0 


Ainsi, ayant un nombre suffisant de moments de la distribution, 
on peut, avec une certaine approximation, construire la courbe de 
la densité de probabilité ou tout au moins avoir une idée de son 
aspect (voir également $ 2.4.1). 

Désignons par Myg (T1, - - -, Ta) le moment mixte d'ordre k 
du processus aléatoire 6 (£) à la sortie d’un système linéaire. Par 
définition il s'exprime comme suit [voir (4.10)]: 


My (T4,  . Th 1) = M: {TC (£) C (ë + Ti) sn 6 (4 + Th_-1)} = 


Oo 
= | nr fa... cn (er sn DES Ci 0 TX 
00 


_ X dr... dz4. 


Le moment initial d'ordre k de la densité de probabilité unidi- 
mensionnelle de ce processus peut être défini au moyen de la relation 
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limite suivante: 
Mhz —= | rie (x) dz — 


— m{&"(t)} — in LT (Ti ..., Tu). (5.70) 


te ... Th-1” 


Il est facile de trouver la relation existant entre les moments 
mixtes des processus à la sortie et à l'entrée du système linéaire. 
En effet, compte tenu de (5.4) on a 


Mas (Ti, sé +9 Th) = M: él se à Ÿ # (un. 


...h(uz)Ë(— us) ...E(E + tri — ux) du... duz}. 


En changeant l’ordre d'intégration et en prenant la moyenne on 
obtient 


Mg (Ti +. Tai) = f... Û h Ga) … 


...h(uz) Ms (T + Ui — Us, . .., Tr=1 + Uy — Un) X 
X du, ...duy, (95.71) 
où mA est le moment mixte d'ordre k du processus à l’entrée du 
système linéaire. 
Si au lieu du moment mixte on introduit sa transformée de 
Fourier (spectre multidimensionnel) on peut éviter l'intégration 
multidimensionnelle exigée par la formule (5.71), on a 


co Le 


| 
me (Ti, -.., me | ie | Foi, ..., @n1) X 


—œo 


X ei(@iti+...+0p tp 4) du, ... dox_,, (5.72) 


F (w4, ans @ x -1) —= 2h=1 \ sante My (Ti, des T} _1) X 
Le = 
xerttarhe Fat gr dus (5.72!) 


La formule (5.72”) permet de trouver la relation existant entre 
les spectres multidimensionnels des processus à la sortie et à l’en- 
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trée des systèmes linéaires 


Fe (os... ©) = | ja (u,)...h(uy) X 


x 2h-1 ls Î mue (es + us — ue, cs Tru + 


L'une (nr FO AaTRe) qe... dry dus... dus. 
En remplaçant les variables +, par 2, — T, + u; — u,,, on obtient 
Fr (oi, ..., @ns) = Fi (©. .... @n-1) X 
( = iu; D Or 
... h(ux) e"ox-iUux du; ... dur 
ou en introduisant la fonction de transfert k (iw) d'un système 
linéaire 
k-1 k—1 
Fe (@1. ..., On) = Fi (Ou, ..., ©n) k(—i > o) [] k(ios). (5.73) 
r—= —= 


La formule (5.73) généralise (5.20) et coïncide avec cette dernière 
pour k = 2. 

En vertu de (5.70) et de (5.72) le moment d'ordre k# du processus 
à la sortie d'un système linéaire est égal à 


{ e C : 
MR Î . j RG ee Où) do... dwn. (5.74) 


Ainsi, en calculant à l’aide de (5.73) le spectre multidimension- 
nel du processus à la sortie d’un système linéaire. d’après le spectre 
multidimensionnel du processus d'entrée et de la fonction de trans- 
fert du système. on peut trouver les moments de la distribution uni- 
dimensionnelle cherchée du processus de sortie. 

Notons que lorsque la bande du spectre énergétique d’un pro- 
cessus à large bande appliqué à l'entrée d'un filtre passe-bas est de 
beaucoup supérieure à la bande passante de ce système linéaire. 
le processus de sortie tend toujours à être normal. c'est-à-dire que 
sa densité de probabilité est suffisamment voisine de la loi normale 
(voir $ 3.4). 

En effet. on peut approximativement écrire le processus à (1) 
à la sortie d'un filtre sous la forme d'une somme intégrale 


ü (1) = 2 hk (t, kArT) E (kAt) Ar, (5.75) 
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At étant bien inferieur à l'inverse de la bande passante du filtre 
1 

Si la largeur du spectre énergétique du processus aléatoire initial 
E (4) est telle que le temps de corrélation +, de ce processus est bien 
inférieur à At, les deux variables aléatoires quelconques E (At) 
et E (rAt), kr, seront pratiquement indépendantes. L'expression 
(5.75) montre que le processus à la sortie du filtre est la somme d’un 
grand nombre de variables aléatoires indépendantes, laquelle en 
vertu du théorème de Liapounov doit avoir une distribution voisine 
de la loi normale. 

Comme le produit de la largeur effective A: du spectre d'un 
processus aléatoire par le temps de corrélation t, est de l’ordre de 
l'unité, en vertu des conditions de normalisation du processus à la 
sortie du filtre 


To € AT € 


on à 


c'est-à-dire pour que le processus soit normal il suffit que la bande 
passante du filtre passe-bas soit de beaucoup inférieure à la largeur 
effective du spectre énergétique du processus aléatoire agissant à son 
entrée. [1 est évident que les arguments avancés ne sont pas une 
démonstration rigoureuse du théorème de la normalisation des 


processus pour ï & 1. Pour le démontrer il aurait fallu tenir compte 


des corrélations existant entre les termes de la somme (5.75) et 
étendre le théorème central limite à une somme de variables aléatoi- 
‘res liées (voir [13]). 

9.3.2. Intégration du signal télégraphique. Nous allons maintenant 
appliquer les méthodes exposées dans le paragraphe précédent au 
signal télégraphique (voir $ 4.2.10) formé par une suite de signaux 
(dits éléments) rectangulaires, de durée aléatoire, pouvant prendre 
les valeurs +h et —h (nous supposerons ensuite que = 1 ce qui 
a peu d'importance). Supposons que le processus soit stationnaire, 
ordinaire et sans post-action *). Supposons de plus que le signal 
télégraphique en question E& (4) soit appliqué à l’entrée d’un circuit 
intégrateur ÀC (voir $ 5.2.3). Nous allons calculer les moments de la 
distribution unidimensionnelle à la sortie de l'intégrateur. On calcule 
tout d'abord, d'après (5.70) et (5.71), le moment m, {£ ({ — u;)... 


*) Remarquons que dans] ces conditions le signal télégraphique est un 
processus markovien homogène à à deux états dont les probabilités de transition 
sont pys (T) = pa2 (T) = eMch At, pis (t) = pas (x) = e7ÀT sh At, t = 
— {s — t, > 0 (voir également page 191). 
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... E(t — uy)}. En utilisant les résultats du $ 4.2.10, on obtient 
en appliquant la méthode de récurrence (voir également le pro- 
blème 4.6) 


ms {E(t—u) ... E(t—ux)} = 


R 
_ ee | —2à > (—1)' | Us — U; |} , pair, (5.76) 


0, k impair, 
Ou pour U >uU2 >... >ur >0 


mi {E(t—u;) ... E(t—ux)}== 


kR 

nt Ait y. i 

” 4 2h 2, ( 4jitiu;}, k pair, (5.77) 
0, k impair, 

où À est le nombre moyen de changements de signe du signal télé- 

graphique par unité de temps. 

En vertu de (5.71) et (5.77) la distribution du processus à la 
sortie de tout système linéaire attaqué par un signal télégraphique 
est toujours symétrique, car tous les moments impairs de cette dis- 
tribution s’annulent. 

Pour les circuits intégrateurs la fonction de transition impulsion- 


nelle est égale à 
1 


h (u) = qe U > 0, Œ— RC ; (9.78) 
En portant (5.77) et (5.78) dans (5.71) on obtient pour Tt;, — 
= To =... = T1 = 0 et un kX pair 


. COR TT Up _1 f k 
=<«a"k |! .. _—  — 
MR = exp | a Du; 


j=1 


k 
—2 5 (—1) Hu } dur dus ... dus. (5.79) 
i=1 
On peut facilement calculer la variance à la sortie du circuit 
intégrateur 


2a° 1 
Mme Eos 


ee. (5.80) 
14 


Pour calculer l'intégrale (5.79) pour un k arbitraire fini on peut 
de nouveau utiliser la méthode de récurrence. On a alors 
T 
(2r)! 1 
Mar = mr = 5 [| ——— (5.81) 
1 2—i+— 
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En utilisant la relation fonctionnelle élémentaire des fonctions 
gamma F (x + 1) = xl (x) et la définition de la fonction bêta 
[voir (1.22”)] on peut écrire comme suit la formule (5.81): 

{ 
B (r+—., +) 


ES SR ARE 
1 À 
8(s. —) 
Comparant (5.82) avec (4’) du problème 2.2 on voit que les moments 
d'ordre 2r du processus étudié coïncident avec les moments d'ordre 
r de la variable aléatoire n distribuée suivant la loi bêta. Ainsi 
les moments du processus à la sortie de l’intégrateur sont égaux aux 


moments de la variable aléatoire E — + V1 dont la loi de distribu- 
tion peut être obtenue à partir de la formule (4) du problème 2.2. 


Mo — (5.82) 


Comme a — _ b — _ . on obtient en utilisant les règles de calcul 


des densités de probabilité lors des transformations fonctionnelles 
(voir $ 3.1.2) 
à 
1 
ue 


| = 
wi; (y) = - y|<1. (5.83) 


1 À \° 
8(+. +) 
Cette expression n'est autre que la distribution unidimensionnelle 


du processus à la sortie d’un circuit intégrateur attaqué par un signal 
télégraphique. Cette distribution ne dépend que du seul paramètre 


= qui est le rapport de la largeur du spectre énergétique du signal 
télégraphique à la bande passante du circuit intégrateur. La distri- 


bution du processus normé (rapporté a la moyenne quadratique 


) 
TÆ £ =) 
œ 


s'écrit 


2} 
eau. (5.84) 


Dans le cas d’un circuit intégrateur à bande étroite pour _. — 00 
on obtient à partir de la formule de Stirling (1.23) la loi normale. 
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Il est facile de trouver le coefficient d’aplatissement de cette dis- 
tribution 


6 
2x 
3+— 


V — 


et d'écrire les deux premiers termes de la série de Gram-Charlier 
[voir (2.127)] 


22 
1 + 3— 622 + 54 
ox (= 0 Te | (5.85) 


Pour un circuit intégrateur à large bande on a 
À 1 À (72 
at Be) 
et en vertu de (5.83) 
À 
À el 2 
wire (—y)s  , Iy|<1. (5.56) 


Pour L- 0 cette distribution tend vers la distribution chercheée 
du signal télégraphique 


wa (y) = + 16 (y —1)+ 8 (y + 1)1. (5.87) 


Remarquons que pour À = & les amplitudes du signal à la sortie 
de l’intégrateur ont la distribution normale, pour À — 2x la dis- 


tribution parabolique, et pour À — = la distribution elliptique. 


5.3.3. Méthode des équations différentielles. Les méthodes exposées 
ci-dessus d'analyse des caractéristiques probabilistes d’un processus 
aléatoire à la sortie d’un système linéaire sont basées sur le fait 
qu’un système linéaire peut être caractérisé par sa fonction de transi- 
tion impulsionnelle (ou sa fonction de transfert). Comme nous l'avons 
déjà mentionné la fonction de transition impulsionnelle d’un système 
linéaire ne s'exprime pas toujours de façon explicite. L'intégrale 
(5.13) donnant la relation entre le processus d'entrée et celui de 
sortie d’un système linéaire doit alors être remplacée par une équa- 
tion différentielle linéaire stochastique (ordinaire ou aux dérivées 
partielles) avec les conditions initiales et aux limites requises. 

Pour simplifier l'écriture on introduit les notations suivantes 
pour les opérateurs différentiels linéaires : 

ñn 


dh L dh 
A= Ÿ an(s Bi= > bn()—, mn. (5.88) 
RkR=0 


—— 
— 


17-0624 
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Ainsi la relation mentionnée entre les processus aléatoires d'entrée 
E (4) et de sortie &Ë (t) d'un système linéaire peut s’écrire sous la 
forme de l'équation stochastique suivante: 


Aib(:) = BIE(t), (5.89) 


où les dérivées de & (1) et de Ë (t) sont définies en moyenne quadra- 
tique (voir $ 4.3.3). Les coefficients az (4) (k — 1. ..., n) et 
bj(t) (j = 1, ..., m) sont des fonctions données du temps (peut- 
être des constantes) caractérisant le système linéaire. 

A l'aide de (5.89) il est facile d'écrire l’expression donnant la 
relation entre le moment mixte d'ordre quelconque du processus 
de sortie et le moment du même ordre du processus d'entrée. Comme 


k h 
[IT 4t)= [T B:E(«), 
i—=1 J7—=1 J 
en prenant la moyenne des deux membres et changeant l'ordre de 
dérivation et de centrage, on trouve 
AA te Se À, Mhz (£, sien, ty) — 
= ByBis -. Bims (fs ta... ti). (5.90) 


R 


On calcule 4; et B,; à partir de (5.88) en no les dérivées 
k 

totales TE To DT . L'équation (5.90) 

équivaut à la formule (5.71), mais ere ces deux rela- 

tions sont difficiles à utiliser pour le calcul des moments mixtes 

d’ordre élevé. 

À titre d'exemple nous allons étudier le cas simple du passage 
d’un signal télégraphique à travers un circuit intégrateur ARC. 
Limitons-nous au calcul de la fonction de corrélation à la sortie du 
circuit intégrateur si à l'instant { — O on applique à son entrée un 
signal télégraphique stationnaire aléatoire dont la fonction de 
corrélation est donnée par (4.118). 

L'équation différentielle stochastique d'un intégrateur RC est 


LEO Free, a, (5.91) 


par les dérivées partielles 


par conséquent l'équation aux dérivées partielles correspondante, 
reliant les fonctions de corrélation des processus à la sortie et à 
l'entrée du circuit est 


0 
ETS ETA —— B- AU b)+a—— ôt; B: (ti, b)+ a © Bi (4, L>) —< 


+ a Bi (ti, le) = Bi (11, L) = ah 2rolte-nl (5.92) 
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La solution de cette équation différentielle pour des conditions 
initiales nulles est donc 


B: (t1, LB) = Te [æœe-"Aoltz-hil 2% e-alt-thl L 
+ (@ + 2h) e-a(tit+f2) _ qe-(2hoti+ats) — ae” (ati+220f2)] è (5.93) 


La fonction de corrélation (5.93) correspond à un processus aléatoire 
non stationnaire (transitoire) à la sortie d'un intégrateur RC à 
l'entrée duquel à l'instant : — 0 on applique un signal télégraphique. 
Pour {4, ts + oo et des valeurs finies de T = {> — t, en vertu de 
(5.93) on obtient (voir problème 5.6) 


ah® 9 , 
B- (T= (ae—2Anltl— 2A,e-aiTl). (5.93") 
Remarquons qu'un signal télégraphique « aplani » & (t) est dérivable 
en moyenne quadratique. car en vertu de (5.93”) on a 


, ” 2a°À à 
Bt (O0) = 0, B; (0) — — Sas he. 
Il est évident que dans ce cas il n’était pas indispensable d'uti- 
liser une équation stochastique, car tant la fonction de transition 
impulsionnelle que la fonction de transfert d'un intégrateur RC 
sont données par des expressions simples (voir $ 5.2.3) et les résul- 
tats ci-dessus auraient pu être obtenus à partir des formules du 
$ 5.2.1. Ce problème n'est d’ailleurs intéressant qu'à titre d'exemple. 
5.3.4. Processus markoviens dans les systèmes linéaires. Lorsqu'un 
bruit blanc à distribution normale (de moyenne nulle et d'intensité 
N, par unité de bande) agit à l’entrée d’un système linéaire à para- 
mètres localisés, le processus de sortie et ses dérivées sont des pro- 
cessus markoviens multidimensionnels (voir $ 4.5.3) et l’équation 
différentielle stochastique peut se ramener à l'équation de Kolmo- 
gorov pour les densités de probabilité conditionnelles. 
Nous allons commencer par un circuit intégrateur RC qui est 
un système linéaire simple, auquel correspond une équation diffe- 
rentielle du premier ordre [voir (5.91)] de la forme 


SL = — ab (4) + a (9) (5.94) 


(nous supposons que le processus & (f) à la sortie du circuit est déri- 
vable en moyenne quadratique). Le processus Ë (1) est ici un bruit 
blanc à distribution normale. En vertu de (5.94) on trouve que 
l'accroissement du processus AË (1) = E(t + At) — C(t) durant 
un laps de temps At court est égal à 


t+aAt 
AG (9) = —at (t) A + & \ E (6) dt. (5.95) 
1 


17* 
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Supposons que l’on sache a priori qu’à l'instant fon a & (ft) — x. 
En vertu de (5.95) l’accroissement de cette fonction AË est (à une 
constante près) l'intégrale du bruit blanc, c’est-à-dire un processus 
de Wiener qui est en même temps un processus markovien station- 
naire continu (voir $ 4.5.5). La densité de probabilité de transition 
de ce processus de l'état x à l'instant £ à l’état y à l'instant £ + At 
satisfait à la seconde équation de Kolmogorov [voir (4.190)] avec la 
condition initiale wo (y, t | x, t) — Ô (y — zx). Il est alors facile 
de trouver les coefficients de l'équation de Kolmogorov, qui sont 
les moments de variation de l'état durant un laps de temps court 
At. En vertu de (5.95) on a 


. fa\ 
AQ= lim PEL = ay, (5.96) 
{AH À : 
AD = lin SE © Din ge (e%*(A0)— 


t+at t+At t+at 


— Day | ma {E (£)} dt + a? | | ma {E (u) E(v)} du do}, 
{ { 


t 


et la fonction de corrélation du bruit blanc étant une fonction 
delta ms {E (u) E (v)} = N6ô (u — v), on a 


A: (y) = Noa. (5.97) 


Etant donné que ‘les moments mixtes impairs des processus 
aléatoires normaux de moyenne nulle sont nuls et les moments pairs 
égaux à la somme des produits des fonctions de corrélation pour tous 
les couples de valeurs du paramètre temporel (voir problème 4.5), 
on obtient pour le cas qui nous intéresse 


{+ at t+At 


mif Î ... À EG)... E(un)du ... dun } = 


{ { 
2 [] Ô(ui,— ui), n pair, 


0, n impair. 


Par conséquent 
im m CN = 0 


Aa @) n ni 


, n>3. (5.98) 


En comparant (5.96)-(5.98) et (4.202)-(4.202”) on voit qu'un 
processus markovien continu obtenu à partir d’un bruit blanc à la 
sortie d’un circuit intégrateur est normal, sa densité de probabilité 
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de transition étant donnée par (4.201) avec 


Noa 
R(t)=e-all, o=——. 


Sur la figure 5.6 on peut voir comment varie la densité de proba- 
bilité de transition à partir de l'instant d'application du processus 
jusqu’à celui où le processus à la sortie de l’intégrateur s'établit et 
la densité de probabilité atteint sa valeur limite. 

Nous allons maintenant étudiér la transformation que subit un 
bruit blanc à la traversée d'un circuit oscillant formé par une induc- 
tance L, une capacité C et une résistance À montées en série. Au 


Lÿ,0l0) DAUR 1) u14, (70) W2(4,(5| 0) 


0: 0 0 0 y 
Fig. 5.6. Densités de probabilité de transition 


contraire du cas précédent, ici le processus à la sortie du circuit 
n'est pas markovien, cependant ce processus et sa dérivée forment 
ensemble un processus markovien continu bidimensionnel. L'équation 
différentielle stochastique du second ordre reliant les processus 
d'entrée et de sortie de ce circuit oscillant est 


49 4 un 
FE: | À (5.99) 
B — ZT D, — LC 


On peut écrire l'équation (5.99) sous la forme d’un système de 
deux équations dù premier ordre, soit 


0 — Bi (1)— of (8) HE (4). 
(5.100) 


_ À partir de (5.100) on peut facilement trouver les coefficients de 
l'équation de Kolmogorov pour les densités de probabilité de transi- 
tion d'un processus markovien bidimensionnel [voir (4.198) à 


(4.200)]. On a: 


Ai (21 73) = lim PURE 2 
| ° At—+0 
A (x, x = Jim Ab D pr or, 
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A1 (ti, 22) = lim CE 0, 
At—+0 | 
A2 (z:, T2) = — Jim ms PEAU == O0, 
At—0 
A» (ts, Lo) =: lim ms {AE —= No. 
Bt—+0 At 

En portant dans (4.198) les expressions obtenues on trouve l’équa- 
tion de Kolmogorov pour la densité de probabilité de transition 


quadridimensionnelle du ce 6 (1) et de sa dérivée &, (1), soit 


0 (4) No % 
= — re + — —— [(Bz2+ és) we] + 2 ES , (5.101) 
où 
Wy — Wy (Ti, To, T | Zio, Lo) (5.101”) 


et la condition initiale s'écrit 
Wy (Zi, Ze, O | Zio, Leo) — Ô (xs — Lio) Ô (ze — Lo). 


On peut montrer que la densité de probabilité normale conditionnelle 
des quatre variables x4, Zo. Zio, Z2o Satisfait à l'équation (5.101). 

D'une manière analogue on aurait pu étudier le passage d’un 
bruit blanc normal par un système linéaire arbitraire à constantes 
localisées sachant que les processus d'entrée et de sortie de ce système 
sont reliés par une équation différentielle stochastique d'ordre n 
ou par le système équivalent de nr équations différentielles li- 
néaires. 


5.4. TRANSFORMATIONS DES PROCESSUS ALÉATOIRES 
DANS LES SYSTÈMES LINÉAIRES À PARAMÊTRES ALÉATOIRES 


5.4.1. Caractéristiques énergétiques. Dans le chapitre précédent 
nous avons étudié des processus aléatoires à la traversée des systèmes 
linéaires dont les caractéristiques sont des fonctions données (déter- 
ministes) du temps. L'étude des caractéristiques des processus à la 
sortie des systèmes linéaires (inertiels) à paramètres aléatoires est 
également très intéressante. A titre d'exemple de ce type de systèmes 
on peut citer la majorité des canaux de transmission des signaux 
radio-électriques de l'émetteur au récepteur. 

Nous allons caractériser le système linéaire par la fonction de 
transfert X (iw, £) [voir (5.3)], cependant à la différence du cas précé- 
dent cette fonction pour chaque pulsation w (en tant que para- 
mètre réel) est un processus aléatoire. Calculons la fonction de corré- 
lation d'un système linéaire à paramètres aléatoires à partir de la 
relation 


Be ti, to, ©1, @2) = ms {k (io, t1) k (io, t2)}. (5.102) 
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Pour les. systèmes linéaires stationnaires (au sens général) on a 


B.(t, ©) = m {k (io, 1) k (—iow, t +rt)} = B.(Tt, —o). 
(5.103) 


Dans ce cas on peut également caractériser un système linéaire 
par la transformation de Fourier de B,(t, w') e‘”T par rapport 
à Tt, en introduisant la fonction fréquentielle de deux variables 


T (o, w') — | B. (x, w') eivte-iutar. (5.104) 


Remarquons que pour un système linéaire à paramètres constants 
on à k(iw, 1) = k (iw), par conséquent 


Be (x, w) = k (iw) & (—iw) — C° (w), (5.105) 


c'est-à-dire que B. ne dépend pas de + et coïncide avec le carré de 
la caractéristique fréquentielle du système. La fonction L (w, w‘) 
devient alors 


l'(w, w’) = C?(w) | eitw'-u)t gr — 2nC° (w) à (w' — w). 


(5.106) 


Nous allons maintenant utiliser les caractéristiques probabilistes 
d’un système linéaire à paramètres aléatoires pour le calcul de la 
fonction de corrélation du processus à la sortie du système recevant 
à l'entrée un processus aléatoire E ({) ayant la fonction de corré- 
lation B; (1, {2). On peut écrire la relation générale reliant le pro- 
cessus à la sortie d’un système linéaire au processus à son entrée 
et à la fonction de transition impulsionnelle du système, on a 


t (0) — fre r) E (x) dr. (5.107) 


Tout comme dans (5.13) il s'agit ici d'une intégrale en moyenne 
quadratique, avec cette seule différence qu'ici la fonction de transi- 
tion impulsionnelle k ({, t) est aléatoire (par rapport à f) et reliée 
à la fonction de transfert par la transformation intégrale (en moyenne 
quadratique) suivante 


h(, tu) = z | EG t)eiuv do. (5.108) 


264 SYSTÈMES LINÉAIRES INERTIELS [CH. 3 


La fonction de corrélation du processus & (4) peut alors s'écrire 
sous la forme 


Be (ts, te) = ma {6 (t) G (t2)} = 


TA { | | hk (£s, u) h (2, U) Ë (u) ë (v) du dv}. (5.109) 


—o —œ0 


Dans la suite nous supposerons que le processus aléatoire Ë (4) et 
la fonction de transition impulsionnelle aléatoire d’un système 
linéaire sont statistiquement indépendants. En vertu de (5.109), en 
changeant l’ordre d'intégration et en prenant la moyenne autrement, 
en remplaçant de plus w et v respectivement par { — u et t9 — v 
on a 


œ  ©œo 


B: (li, te) — | | mi {he (ly, ty —u) h (te, 12 — v)} X 


X By (4 — u, 12 — v) du du. (5.110) 


Exprimons la covariance m3 {h (44, t — u) h (t», t2 — v)} des 
fonctions de transition impulsionnelles du système à l’aide de la 
fonction de corrélation du système. Compte tenu de (5.102) et (5.108) 
on trouve 
ms {A (li, la —u) h(l2, tb —v)}— 


= M, {ar Ï | k (ios, 4) k (@2, 12) Corte) do, dus} — 


00 — 0 


n oo © ‘ : 
7 4m | j Be (ti, L2, ©, ©) e(oru-tes) do, do, (5.111) 


et en portant (5.111) dans (5.110) on obtient 


But) = | [ J [Bet te 01 &) x 


X Be (ti —u, lt, — v) efC@rt+o) do, do, du dv. (5.112) 
Si le processus d’entrée est stationnaire (au sens général) on a 
Br; (ti —u, ts —v) = B;(tT+u—v), T=ts—t, 


et, en changeant l'ordre d'intégration, on trouve à partir de (5.112) 
que l'intégrale interne par rapport à w et v peut s'exprimer comme 
suit en fonction du spectre énergétique F: (w) du processus d'entrée 
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[voir également (7) de l'annexe IH]: 


2 | | B4 (x+ u— v) eiteiuturs) Qu du = 


= [À Betr+2) eturroieturtes dc dy = 
00 —0 
1 


©œ 
Fe(o) ete D [ efurtus) du = 


= F;(u)e-ivré (0; +). (5.113) 


7 a 


En portant (5.113) dans (5.112) et en utilisant la propriété de fil- 
trage de la fonction delta, on trouve finalement 


B. (t1, 12) = | Be (ti, te, ©, — ©) F; (w) e-'0G2-h1) do. (9.114) 


Pour les systèmes stationnaires (au sens général) on a en vertu 
de (5.103) 


B()=— Î Betr, u) Fs (0) iv du. (5.115) 


+ 


Le spectre énergétique du processus à la sortie d'un système 
linéaire a dans ce cas pour expression 


F- (w) = 2 | B: (t) e—iot dt — 


fre À 
_ | | B, (rt, w') F: (w”) e'®"Te-tet gr do”. 
En utilisant (5.104) on obtient 
1 ;  . 
F,(6)=-- | (©, w’) F3 (w') du’. (5.116) 


Remarquons que la formule (5.20) peut être obtenue à partir 
de (5.116) comme un cas particulier pour un système linéaire à 
paramètres constants. En effet, en portant (5.106) dans (5.116) 
: en utilisant la propriété de filtrage de la fonction delta on trouve 
(5.20). 
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La fonction de corrélation du processus à la sortie d'un système 
linéaire peut s'exprimer à l'aide des fonctions de corrélation 
du système et du processus à la sortie. En exprimant dans (5.115) 


le spectre énergétique F; (w) d'après (4.63), on obtient 


B: (= | Î B. (r, w) B, (u) efvte-iou du do — 
2 | BLu) Fe(u,t)du, (5.117) 
où n 


Fe(ru)= À 1B (x, w) eïetr-1 du. (5.117) 


Les formules (5.115) et (5.116) donnent la fonction de corréla- 
tion et le spectre énergétique du processus ayant traversé un système 
linéaire stationnaire à paramètres aléatoires, lorsque le processus 
d entrée est aléatoire stationnaire. Ces formules montrent que pour 
résoudre ce problème il suffit de connaître le spectre énergétique 
du processus d'entrée et la fonction de corrélation du système. 

Considérons deux cas particuliers de la formule (5.115). Si à 
l'entrée d'un système à paramètres aléatoires agit un bruit blanc 
on a en vertu de (4.74) 


B, (1-5 | B..(r, w) eivr da. (5.118) 


Si le processus d'entrée est une oscillation harmonique d'ampli- 
tude constante À,, de pulsation w, et de phase aléatoire, unifor- 
mément distribuée sur l'intervalle (—x, x), on a en vertu de (4.79) 


B: (t) — # Be (T, &o) cos wot. (5.118”) 


5.4.2. Retard aléatoire. Supposons que la fonction de transfert 
d'un système linéaire à paramètres aléatoires ait la forme 


k (io, t) = eivnt, (5.119) 


où n ({) est un processus aléatoire stationnaire. En vertu de (5.108) 
on a alors 


h(t—u)= 5 | e-imtb-ul du = 8 [n ()—u], 


-œ@ 


C(t) = Elt—n (01. (5.119°) 


et en vertu de (5.107) 
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Ainsi un système linéaire dont la caractéristique est donnée par 
(5.119) produit à tout instant £ un retard aléatoire n ({) du processus 
aléatoire E (f). 

Calculons l'expression de la fonction de corrélation du système 
linéaire étudié. En vertu de (5.103) on a 


B.(T, ©) = m, {e-iontheïon (HT} = m, {feñot-n@intrt]} 
ou 
B, (xt, ©) = 8: (—o, w, T), (5.120) 


OÙ Oon (11, Le, t) est la fonction caractéristique bidimensionnelle 
du processus aléatoire stationnaire n ({). 

Supposons maintenant que le processus n ({) soit normal. En 
vertu de (4.166”) on a 


Be (x, ©) = e-"10t-Antrle? (5.121) 


où À (t) et of sont respectivement le coefficient de corrélation et 
la variance du processus aléatoire stationnaire n ({). 
Remarquons que pour toute valeur w donnée, la fonction 
B, (xt, ©) varie de l'unité pour + = 0 à e77n% 1 pour T —+ oo. 
Conformément à (5.115), la fonction de corrélation du processus 
& (t) est égale à 


B,()=— | ent An (w) eiot do. (5.122) 
En vertu de (5.122) la puissance moyenne B:- (0) du processus € (1) 


est égale à la puissance moyenne du processus initial E (f). 
D'autre part, la formule (5.117°) donne 


F(r—u)= 2 | "URI io(r-u) do — 


_ | exp { — (u—7T})° 
On Värli—Aa(t)] 407 [1—Rn (t)] 
En portant cette expression dans (5.117) on obtient 


| Î B.(u) x 


B = —_—_————— 
c (7) on Vérli— Ra) 


(u—T)° ’ 
X exp er ENT — HG) } du. (5.122) 

Considérons maintenant quelques exemples de processus aléa- 
toires stationnaires à la traversée d’un système linéaire introduisant 
un retard aléatoire n (4). 
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14. Bruit blanc. Dans ce cas F; (©) = 2N, = const, 
et la formule (5.122) donne 


oO 
ELITE 2 . 
B: = | en R(9IS eiur do = 
— 00 
à L4 


_ No | 40 (1-R,) 
VA UR Va e 1”. (5.123) 


La relation (5.123) montre que B: (0) est illimitée, c'est-à-dire 
que la puissance moyenne du proces- 
sus est infinie, tout comme pour le 
processus d'entrée (bruit blanc). Ce- 
pendant à la différence du processus 
d'entrée (qui est delta correlé) les 
valeurs du processus de sortie pour 
t>>0 sont corrélées. La figure 5.7 
représente la fonction de corrélation 
B. (rt), construite en supposant que 
le spectre énergétique du processus 
n (2) est uniforme dans l'intervalle 
0 1 2 3 zAa (—A,A)avec CnAÀ Er D 


Fig. 5.7. Fonction de corréla- 2. Bruit blanc en 4 val 
tion d’un processus après un d'un filtre passe-bas à ca- 
retard aléatoire: ractéristique fréquen- 


1— bruit blanc; 2 —bruit blanc filtré ticlle gauss ienne Dans ce 


[A 4 
cas on a F; (©) = 2Noe F* et à partir de (5.122) on trouve 


œo 1 x 
N e — [—=+02(1-R 2. 
B; (1) = | en Am Givr g — 

4 


EE 
V4 [5r+ (1—Rn) | 


La figure 5.7 donne également la courbe de B; (t) pour le cas 
où le spectre énergétique du processus n ({) est uniforme dans l’in- 


tervalle (—A, A) avec onA = À À — 1. 


83. Oscillation sinusoïdale d'amplitude 
constante A;,de pulsation ws,,de phase aléa- 
toire,;,uniformement distribuée sur l’inter- 
valle (—:x, x). Dans ce cas [voir (4.79)] on a F;(ow) = 
= xAÀ° [6 (© — wo) + Ô (© + wo)]l et en vertu de (5.122) on trouve 


— _— 
e [rt RD] (5.424) 
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que 
> ra 2 
B, (*) = en cos wo. (5.125) 


Etudions le spectre énergétique du processus & ({) en utilisant 
le théorème de Wiener-Khintchine. En effet on a 


F, (wo) = 4 | & (t) cos wTt dr — 


co 
è 
— 24; | er AR OIE cos ©oT cos wT dt = 
0 
es nan 
— A° | en R O1 cos (o — wo) T dr + 
0 


Le.) 2 . 

+ 4° | en RO cos (© + wo) t dt. 
0 

Si les variations de R,(xt) sont lentes par rapport à celles de 
cos w0t, C'est-à-dire si la plus élevée des valeurs de la fréquence 
dans le spectre énergétique du retard n (£) est bien plus petite que 
w,. on peut négliger la seconde intégrale devant la première et 

obtenir ainsi l'expression approchée suivante : 
F; (v) = 4? en cos (w — wo) Tdt. (5.126) 

Ô 
L'intégrale dans le second membre de (5.126) est convergente pour 
© = &o et illimitée pour © — w, ce qui correspond à la présence 
d'une fonction delta (raie discrète) dans le spectre du processus 
& (t) pour © — wo. En écrivant (5.126) sous la forme 


F:(w) = 4; ( env cos (© — &@0) T dt + 
0 


+ A? | per (1 _£e—-/n%] cos (© — wo) T dt, 
0 


on obtient le spectre énergétique sous la forme d'une somme de 
deux termes, l’un étant discret et l’autre continu 


Fe (o) = a 43e" "1% 6 (w — w)+ 430714 | (eneRNT 4) x 
0 


X cos (© — wo) T dr. (5.127) 
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Pour 07 > À ; l'intensité de la composante discrète du spectre 


est négligeable, a pour la partie continue on peut obtenir une appro- 
ximation simple. En développant en série de Taylor l'expression 
de R,(T) dans l'exposant de l’exponentielle sous l'intégrale, et en 
ne conservant que les deux premiers termes, le processus n (f) étant 
supposé dérivable en moyenne quadratique, on obtient pour 


OnOo > 4 


O0 
À OUR N(0)T* 
Fe: (@)cont Æ A5 [ e# n°0 cos (65 — &9) T dt — 
Û 


__(@- wo)" 


Ave “on, WE — R (0). (5.128) 
Onwou V 2 

Ainsi le spectre énergétique d'un processus obtenu à la suite 
d’un retard aléatoire normalement distribué d'une oscillation har- 
monique dont la fréquence est bien supérieure à l'inverse de la 
moyenne quadratique du retard, est continu et de forme gaussienne 
avec un maximum pour &@ — wo. La largeur de bande de ce spectre 
est égale à onw0&1 V 27. Notons que la forme gaussienne du spectre 
du processus & ({) apparaît dans le cas considéré quel que soit le 
spectre du processus n (t) et que F:(w) ne dépend des caractéristi- 
ques énergétiques du processus n ({) que par l'intermédiaire de ls 

grandeur wi. 


Si 0n & _ , en développant l'exposant de l’exponentielle de 


l'expression sous l'intégrale de (5.127) en série suivant les puissances 
de Rhet en ne gardant que le terme linéaire on trouve 
F- (w) = xAie —0n0%6 6 (© — wo) + 
+ 4fw50f | Rh (T) cos (© — wo) T dt. 
û 
En introduisant le spectre énergétique du processus de retard 


Fn (©) = 40; [ RA (rt) cos wt dt, 
0 
on obtient 
F. (©) = n 4e" n% 6 (0 — w) +5 EFy (w—w). (5.129) 


Ainsi, en première approximation pour Onwo 1, le spectre 
énergétique obtenu à la suite d'un retard aléatoire à distribution 
normale d'une oscillation harmonique est la superposition de la 
raie discrète de l’oscillation harmonique de départ et du spectre 
énergétique du processus de retard, déplacé de w, suivant l'axe 
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des fréquences et multiplié par le facteur d'échelle constant 
(40%0)° 


2 

5.4.3. Multiplicateur. Supposons que la fonction de transfert 
d'un système linéaire à paramètres aléatoires ne dépende pas de la 
fréquence, c’est-à-dire posons 


k (iw, t) = n (1). (5.130) 
En vertu de (5.108) on a 


ht t—u)= 2 | ns eivr do = n(9 6 (u), 


et en vertu de (5.107) 
LE = [n@ô6G—-DE(Mdr=-nWEG. (5131) 


Par conséquent, un système linéaire dont la caractéristique est 
donnée par (5.130) est un multiplicateur de deux processus aléatoires. 
De tels dispositifs sont utilisés pour la modulation d'amplitude 
et le changement de fréquence (hétérodynage). La fonction de trans- 
fert d'un canal soumis à l’action d'un kruit multiplicateur est de la 
forme (5.130). 

La fonction de corrélation du système linéaire considéré coïncide 
simplement avec la fonction de corrélation du processus n ({) comme 
il est facile de s’en rendre compte en portant (5.130) dans (5.103). 
Si le processus d'entrée d’un système linéaire est stationnaire (au 
sens général), il vient de (5.114) 


B: (ti, te) = B3 (ta — ti) Ban (t, to). (5.132) 


Ainsi la fonction de corrélation du processus de sortie d'un système 
linéaire à paramètres aléatoires du type multiplicateur est égale 
au produit des fonctions de corrélation du système et du processus 
d'entrée *) (à condition toutefois que celui-ci soit stationnaire au 
sens général). 

Il est facile de voir que si le système est stationnaire au sens 
général on a 


B; (x) = Bz (x) Ba (1). (5.133) 


Soit & (t) un bruit blanc d'intensité spectrale égale à 2N,. En 
vertu de (5.107) & (1) est également un bruit blanc d'intensité spec- 
trale 2W,B; (0). 


*) Rappelons que dans ce chapitre on suppose que le processus d'entrée 
d'un système linéaire et la fonction de transfert du système sont statistique- 
ment indépendants. 
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Lorsque le processus E& (£) est à bande étroite, la fonction de cor- 
rélation du processus 6 (t) peut s’écrire sous la forme [voir (4.71)] 


Bg (tr) = ao (t) Ba (t) cos [wot — pu (rt). (5.134) 


Si B, (t) est une fonction variant lentement dans le temps par rap- 
port à cos wot, en vertu de (5.134) le processus à la sortie du multi- 
plicateur est également un processus aléatoire à bande étroite. 
Enfin, lorsque le processus d'entrée est une oscillation harmoni- 
que d'amplitude À, et de pulsation w, constantes, la phase étant 
aléatoire et uniformément distribuée sur l'intervalle (—:x, x), la 
fonction de corrélation à la sortie du multiplicateur est égale à 


B, (t) = Ba (r) cos or, (5.135) 


par conséquent lorsque 3, (x) varie lentement par rapport à cos wot, 
le spectre énergétique de & (4) est de la forme 


F,(o)= À Fa (0 — x). (5.136) 


2 
On remarque qu'il coïncide au facteur constant (2) près avec le 


spectre du processus n ({) déplacé de w, suivant l’axe des fréquences. 


Problèmes 


5.1. Montrer que pour une valeur arbitraire du coefficient de surtension Q, 
l'expression du coefficient de corrélation du processus à la sortie d’un circuit 
isolé série lorsqu'on applique un bruit blanc à son entrée est 


pour Q > - (circuit oscillant) 
R(x)=e"BlTi (cos ont+Ë sin w ||) , (1) 
OÙ — —fp>0; 
(cas limite d’un circuit oscillant ct d'un circuit apériodique) 


R (Tr) = e"Bitl (+ BITI); (2) 
pour @ ee (circuit apériodique) 


pour Q — 


to» 


R(m=e"BITl (chonr+ Æ shon rl), (3) 


QD, = B° — wÿ > 0, 
k R @p 
où P=:7 _ De] 
Vérifier que les formules (1) à (3) conservent leur forme dans le cas d’un 
circuit formé par un condensateur, une inductance et une résistance en parallèle. 
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5.2. En utilisant l'expression du càrré de la caractéristique fréquentielle 
de deux circuits identiques à bande étroite couplés 


c? 
PS RS Pme 
C?(w)= (x°— 2—1)2+ 47° , (4) 
où 
w 3 "A : 2 
= (1-5), =: = TA (5) 


À étant le rapport du coefficient de couplage des circuits à l’affaiblissement, 
trouver le coefficient de corrélation du processus à la sortie des circuits couplés, 
à l'entrée desquels on applique un bruit blanc: 


R(t)=se”flTl (cos Bat++ sin BA | 1) COS WT. (6) 


5.3. Montrer que le coefficient de corrélation d'un bruit blanc à la traversée 
d'un système linéaire à paramètres localisés, dont la fonction de transfert est 
une fonction polynomiale de la forme 

G (io) 


où G (p)et V (p) sont des polynômes de puissance m et n respectivement (m << n), 
peut s'écrire sous la forme 


k (iw) = 


n 
R (t)= Se MT (4ycoswyr+ 4,;sinw;|t|) (8) 
j=1 
si toutes les racines du polynôme V (p) sont simples et sous la forme 
Rk Ÿr 
R (x) = y D eBrITI(4,;cos0,T7+ 4,,5;sin w,|T1)|T{""-7 (9) 


r= 1 )—1 


si le polynôme V (p) a k racines différentes, la multiplicité de la racine ©. étant v.. 

5.4. A l'entrée d'un système linéaire de caractéristique fréquentielle 
C (wo) agit un pe aléatoire stationnaire au sens général à spectre discret 
de la forme (4.80) . Montrer que la fonction de corrélation et le spectre énergé- 
tique du processus à la sortie du système sont 


Lys 
B(x)= Y À C? (OR) COS OZT, (10) 
k=1 
F(w)= Ÿ, ro? C2? (ox) [6 (0 +04) + 6 (0 —wx)]. (11) 
R=1 


5.5. Montrer que la moyenne et la variance de la composante continue 
T/2 


Nr =+ | & () dt d'un processus aléatoire stationnaire & (t), la moyenne étant 


—T/2 
prise sur un intervalle de temps fini 7, sont 
T 
2 
mi {nr} = mi {6(#)}; M2 nr}=75 | (T—u) By(u)du—mit{t(s)}, (12) 


18-0624 
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où B£ (t) est la fonction de corrélation de E (t). 
5.6. Supposons qu’à l'entrée d’un circuit RC soit appliqué un processus 


aléatoire stationnaire dont la fonction de corrélation est Bg (x) — C£e-Pltl, 
B > 0. Montrer que le coefficient de corrélation du processus & ({) à la sortie 
d’un circuit intégrateur a pour expression 


1 


u =BITI_po-ith 1 
Montrer que la variance du processus à la sortie est égale à 
a 
0? a+ (1 (14) 


5.7. En utilisant l'expression de la fonction caractéristique quadridi- 
mensionnelle d’un processus aléatoire stationnaire normal de moyenne nulle, 
montrer que le moment mixte d'ordre 4 de ce processus est égal à (voir problè- 


me 4.5) 
ma (ti, Te, T3) = mu (EE (0) 8 (+ 1) 8 (t + 7%) E (+ v3)} = 

= B (x) Bite — ts) + B (te) B (ts — %) + B (ts) B (T2 — TG), (15) 
où B (x) est la fonction de corrélation du processus. 

Montrer que le spectre tridimensionnel est égal à 
F(@, 2, ©) = F (oi) F (@2) 6 (@2 + ©) + F (@2) F (os) 6 (os + où) + 
+ F(@s) F (@ù) 8 (os + @2:). (16) 

Vérifier qu'à partir de (15) et (16) on peut obtenir la formule évidente suivante 


qui donne le moment d'ordre 4 du processus normal à la sortie d'un système 
linéaire de caractéristique fréquentielle C (w) : 


ma=3 ee ÉCLOES (17) 


5.8. Soit {®, (u)} un ensemble des polynômes orthogonaux de fonction 
de pondération f (u). Supposons qu'on dispose d'un jeu de filtres linéaires de 
fonctions de transition impulsionnelles égales à 


hn (u) = f!TY (u) ®, (u). (18) 


Montrer que la fonction de corrélation d’un processus aléatoire stationnaire 
E (1) peut s'écrire comme suit: 


B;(T)=f (rt) À a5O (r), (19) 
j=0 
où | 
aj = Bet; (0) (20) 


et Bzt; (x) est la’fonction”de corrélation mutuelle du processus £ (:) et du pro- 
cessus {;(f) obtenu à la” sortie d'un filtre de caractéristique k; (u) lorsque le 


processus E (£) agitlà son entrée. | | 
5.9. Le processus aléatoire stationnaire E ({) est décalé en retard de T et 


s'ajoute au processus initial. Montrer que la fonction de corrélation et le spectre 
énergétique de la somme E (t) + E (t — T) sont respectivement 


Be (1) = 28; (D + BG —TD + B(T+T), (21) 
Fy(w)=4F; (&) cos* _ : (22) 


Chapitre G 


TRANSFORMATIONS DES PROCESSUS ALÉATOIRES 
DANS LES CIRCUITS NON LINÉAIRES ET NON INERTIELS 


6.1. CARACTÉRISTIQUES PROBABILISTES D'UN PROCESSUS 
À LA SORTIE D'UN CIRCUIT NON LINÉAIRE 


6.1.1. Caractéristiques énergétiques. Dans le cas des systèmes 
linéaires la fonction de corrélation et le spectre énergétique du pro- 
cessus de sortie sont déterminés d'une manière univoque par la 
caractéristique fréquentielle du système et la fonction de corré- 
lation (ou le spectre) du processus d'entrée (voir $ 5.2.1). Pour 
calculer le spectre énergétique d'un processus aléatoire et sa fonc- 
tion de corrélation à la sortie d’un circuit non linéaire il ne suffit 
pas de connaître le spectre (ou la fonction de corrélation) du processus 
d’entrée, mais il faut également avoir l'expression de la densité de 
probabilité bidimensionnelle du processus aléatoire d'entrée. 

Supposons que l’on connaisse la caractéristique d’un circuit non 
linéaire non inertiel 

y = f(x) (6.1) 
et la densité de probabilité bidimensionnelle w: (x1, ze, t4, t) 
du processus aléatoire E (t) à l'entrée du circuit non linéaire. En 
utilisant les règles exposées au chapitre 3 de calcul des valeurs 
moyennes des fonctions de variables aléatoires, on trouve pour la 
fonction de corrélation du processus aléatoire & (t) à la sortie d’un 
circuit non linéaire l'expression suivante: 


Byts, t2) = ms {FLE (2)] SE (4)1} = 


© © 
= À [ff weeu re 4) dus des (6.2) 
Si E(f) est un processus aléatoire stationnaire, le processus 
& (t) = IE (t)] à la sortie d'un circuit non linéaire et non inertiel 
est également stationnaire, et sa fonction de corrélation est égale à 


Bi (x) = ms {LE (OI fIE (+ )l} = 
= À [refus 2 D duidee (6.3) 


À partir de (6.3), compte tenu de (4.45) et (4.45’), après une 
transformation non linéaire *) on trouve l'expression suivante pour 


*) On peut obtenir (6.4) et (6.5) à partir de (6.3) par les substitutions sui- 
vantes: 2 (zs, Z2, T) = Wi (rs) Ws (x2) POUr Too et w2 (z;, 22, T) — 
= VW, (z:) ) (z: — T2) pour T — 0. 


18° 
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la moyenne et le moment 2 du processus Ë (t) 


a =mUYlEUl)= [fou@a, (64 


me {lE(N)= [F@um@ dr (6.5) 


D'une manière analogue pour le moment d’ordre # du processus 
6 (4), si toutefois celui-ci existe, on obtient: 


© 


ma {FLE (01) = | fe) un (2) de. (6.5) 


A l'aide du théorème de Wiener-Khintchine, c'est-à-dire par 
transformation de Fourier, on peut, à partir de la fonction de corré- 
lation d’un processus aléatoire à la sortie d’un circuit non linéaire, 
calculer le spectre énergétique de ce processus. Cependant le calcul 
des intégrales (6.2) ou (6.3) est en général compliqué. C'est pourquoi 
il est bon de transformer préalablement l'expression de la fonction 
de corrélation de telle sorte que les variables se séparent. Ci-dessous 
nous allons étudier certaines méthodes générales de calcul des inté- 
grales du type (6.2). 

Notons que, bien que l'exposé soit limité aux fonctions de corré- 
lation du processus à la sortie d’un circuit non linéaire, ces métho- 
des sont également utilisables pour le calcul de la fonction de corré- 
lation mutuelle du processus à la sortie de deux circuits non li- 
néaires, connaissant la densité de probabilité bidimensionnelle à 
l'entrée de ces circuits et leurs caractéristiques. L'expression de la 
fonction de corrélation mutuelle est 


Briteléss to) = mi {fi LE (41 fo LE (82)1} = 


= [ [ fa (xs) fa (to) Wogsie (Tir Los ty, to) di dx. (6.6) 


La formule (6.2) est un cas particulier de (6.6) pour f, = f2. 
Si f2 (x2) = 22, la formule (6.6) donne l'expression de la fonction 
de corrélation mutuelle des processus à la sortie et à l'entrée du 
circuit non linéaire en question. 

6.1.2. Méthode directe de calcul de la fonction de corrélation. 
Cette méthode est basée sur le développement en série de la densité 
de probabilité bidimensionnelle du processus à l'entrée d'un circuit 
non linéaire, c'est-à-dire sur l’utilisation des résultats du $ 2.4.4. Soit 
w, (x, t) la densité de probabilité unidimensionnelle correspondant 
à la densité de probabilité bidimensionnelle w: (x, Z2, f1, 12) 
du processus à l’entrée d’un circuit non linéaire. Adoptons w, (x, t) 
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en qualité de fonction de pondération et calculons l'ensemble des 
polynômes orthogonaux normés Q, (x, t) satisfaisant à la condition 
d’orthogonalité 


co 1, — 
| 7,7 (x, t) Qn (x, t) Qm (x, t) dz= | 0 si 


On peut développer la densité de probabilité bidimensionnelle 
Wo (Zi, To, l1, 2) en série double suivant ces polynômes orthogonaux 
[voir (2.139)] 


W (Ts, Lo, Las do) = Wa (Zu, Li) Wa (T2, de) X 
x 2 à mn (£1, t2) Qm (X1s t1) Qn (tx &). (6.7) 


Pour trouver les coefficients a, il suffit de multiplier les deux 
membres de (6.7) par Q, (x, #1) Qi(xe, t2) et d'intégrer en utili- 
sant la condition d'orthogonalité. On a alors 


Ann (4, 12) 7 | | Ws (Zi Lo: li, Lo) X 


a X Qm (ris #1) Qn (ts, t:) drs dre. (6.8) 
Souvent pourm=Ænmona 
Amn = 0. (6.8’) 


Pour ce type de densités de probabilité les formules (6.7) et (6.8) 
se simplifient [cf. (2.141) et (2.142)]: 


Wz (Tis Las Las de) = Wa (1, 1) Wi (Ta, le) X 


X 2 An (1, {2) Qn (T1, 1) Qn (T2, t2), (6.9) 


dn (é, L2) — | | Wo (xs, Los li Lo) X 


. X Qn (tis 4) Qn (&»s t:) dr des. (6.10) 


En portant (6.9) dans (6.2) et en séparant les variables d'intégrati on 
on obtient 


B£ (&, L2) 2 Cn (1) Cn (&) n (&, L), (6.11) 
où 
En (9 = À f(x) Qn (x, 9 un (x, 9 de. (6.12) 


La formule (6.12) donne l'expression de la fonction de corréla- 
tion d’un processus aléatoire à la sortie d'un circuit non linéaire 
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sous la forme d'une série de fonctions a, (f;, t>) déterminées uni- 
quement par les caractéristiques corrélationnelles du processus 
d'entrée et ne dépendant pas du type de non-linéarité. Cette méthode 
de calcul de la fonction de corrélation à la sortie d’un système non 
linéaire peut être appelée méthode directe (ou méthode corrélation- 
nelle). 

Si le processus aléatoire à l'entrée d'un circuit non linéaire est 
stationnaire, la fonction w, (x, ft) est indépendante du temps t et 
Wo (Ti, T2, 1, 12) ne dépend que de tT =; —1,, on peut alors 
écrire (6.11) sous la forme 


B, (x) 2 Chan (T), (6.13) 


an (x) ss | | Po (zs, T2 T) Qn (xi) Qn (22) dr; dLo, (6.14) 


En = | f (2) On (x) a (x) de. (6.15) 


6.1.3. Méthode des intégrales curvilignes. La seconde méthode 
est basée sur le fait que certains circuits non linéaires peuvent 
être décrits par une intégrale curviligne de la forme 


= | eu) eau, (6.16) 


g (iu) = | f (x) ei" dr. (6.17) 


En portant (6.16) dans (6.2) et en changeant l’ordre d'intégra- 
tion, on obtient 


B4 (ti, L)= | | g (us) g (iu2) X 


C1 C2 
œoO © 
x | | we (ti, Te fu L) etre) dr de, dus du. 
—00 — 00 


L'intégrale interne sur z, et x, représente la caractéristique bidi- 
mensionnelle de la fonction 6; (u4, u», li, t.) du processus à l'entrée 
d'un circuit non linéaire. On a alors 


B; (ti, t2) = | | g (its) g (ue) O2 (us, u2, ti, &) du, dus. (6.18) 


C1 C9 
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D'une manière analogue à (6.9) on peut développer @2 (u,, u, 
ti, l) en série 


G(lis Us tir te) = Où (us, ts) Os (u2, te) X 
X D) On (ts te) Mn (ur, t3) Mn (un, tx), (6.19) 
n=0 


où M, (u, t) est un polynôme de degré n. 

Les formules (6.18) et (6.19) permettent d'exprimer la fonction 
de corrélation du processus à la sortie d’un circuit non linéaire sous 
la forme d'une série 


Be (Er, t2)= 25 dn (61) dn (2) bn (Er, #2), (6.20) 
où 
dn (= | g (iu) MA (u, t)@ (u, t) dt. (6.21) 


La formule (6.20) donne l'expression de la fonction de corrélation 
d'un processus aléatoire à la sortie d’un circuit non linéaire sous la 
forme d’une série suivant les fonctions b, (t,, >) qui, tout comme 
les fonctions a, (ft, {), ne dépendent que des caractéristiques corré- 
lationnelles du processus d'entrée et ne dépendent pas du type de 
la non-linéarité. 

Si le processus aléatoire d'entrée est stationnaire, la fonction 
6, (z. t) est indépendante du temps t et 9: (u,, us, t1, t2) ne dé- 
pend que de T = f: — t,, l'expression (6.20) peut alors s'écrire 


B, (x) = > dEbn (v), (6.22) 

où Si 
ba (tr) = | fe. (us ue, ©) Ma (us) Ma (ue) du du>; (6.23) 
dl = + | g (iu) Mh (u) @, (u) du. (6.24) 


Remarquons qu'il est impossible de dire quand il vaut mieux 
utiliser la méthode directe de calcul des fonctions de corrélation 
et quand la méthode des intégrales curvilignes est préférable. Sui- 
vant les propriétés probabilistes du processus à l'entrée du circuit 
non linéaire ou le type de la non-linéarité, l’une ou l'autre des 
méthodes exposées peut s'avérer plus simple pour le calcul des coef- 
ficients du développement en série. Dans le cas des processus non 
stationnaires, lorsqu'on a à prendre la moyenne temporelle de la 
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fonction de corrélation du processus de sortie, il est parfois préfé- 
rable d'utiliser la méthode des intégrales curvilignes. 

6.1.4. Spectre énergétique d’un processus à bande étroite après 
transformation non linéaire. Dans le cas général les fonctions a, (t) 
et b, (rt) dans les formules (6.13) et (6.22) peuvent être représentées 
par des fonctions non linéaires du coefficient de corrélation RAR: (t) 
du processus à l’entrée d’un système non linéaire. En vertu de ces 
formules un processus aléatoire stationnaire à large bande après 
transformation non linéaire non inertielle reste stationnaire et à 
large bande. 

Considérons maintenant une transformation non linéaire non 
inertielle d’un processus aléatoire à bande étroite. Dans ce cas, 
en vertu de (4.71), le coefficient de corrélation du processus à l’en- 
trée d’un circuit non linéaire peut s’écrire comme suit: 


Re (Tr) = R, (r) cos w0t + À, (rt) sin w0Tt = 

= Ro (rt) cos [woost — pu (t)], (6.25) 
où Ro (t) et u (t) sont des fonctions variant lentement par rapport 
à COS @ot. 

Supposons que pour le calcul de la fonction de corrélation du 
processus à la sortie d’un circuit non linéaire on utilise la méthode 
directe, et que les fonctions a, (rt) de (6.13) puissent s’écrire de la 
manière suivante : 


an (t) = D, [Ra (t)] = ©, {Ro (tr) cos [wot — u (t)l}. (6.26) 
En développant (6.26) suivant les cosinus des arcs multiples 
on obtient 
an (T) = Ao(t)+ D 4, (x) cos {root — pu, (t)]. (6.27) 
T=1 


En portant (6.27) dans (6.13) et en groupant les termes corres- 
pondant aux mêmes harmoniques de la pulsation &;, on peut écrire 
comme suit la fonction de corrélation d’un processus à bande étroite 
après une transformation non linéaire 


B, (= Bot) + D Be(H) costrat—pr (nl, (6.29) 

le spectre énergétique correspondant sera 
Fe (0)= Fou) + Fi (0)+ À F (0). (6.29) 
Dans l'expression (6.28) les fonctions B, (t) et B, (t) sont des 
fonctions variant lentement par rapport à cos r w9t. Ceci signifie 


que le spectre énergétique d’un processus aléatoire stationnaire à 
bande étroite après transformation non linéaire et non inertielle 
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est une suite de raies spectrales (fig. 6.1) dans le domaine des vidéo- 
fréquences *) [spectre Fo (w)], au voisinage de la porteuse [F, (w)], 
où se trouve également concentré le spectre du processus d'entrée, 
et dans le domaine des hautes fréquences au voisinage des harmoni- 
ques de la porteuse (spectres F, (w) pour r > 2). Ces fréquences 
peuvent être séparées au moyen de filtres passe-bande de bande pas- 
sante suffisamment large pour englober la raie en question, mais en 


F(w) Spectre du : 
" processus d'entree 
11 


Fig. 6.1. Spectre énergétique d’un processus aléatoire 
à bande étroite après une transformation non linéaire 


même temps assez étroite pour ne pas laisser passer les raies voisines. 
Le spectre des vidéofréquences présente un intérêt particulier pour 
la démodulation, alors que la bande spectrale de part et d'autre de 
la porteuse joue un rôle important dans les systèmes de modu- 
lation d’hétérodynage. 

6.1.5. Densité de probabilité d’un processus après transformation 
non linéaire. Comme nous l'avons déjà noté, la caractéristique 
f (x) d’un circuit non linéaire non inertiel est une fonction univoque, 
autrement dit la valeur du processus Ë (ft) à la sortie d’un élément 
non linéaire est à tout instant déterminée par la valeur du processus 
d'entrée E ({) à ce même instant: 6 (4) = f [E (t)]. Ainsi, pour cal- 
culer la densité de probabilité W, (ys, .- . «, Yns dis + - ., th) d'un 
processus aléatoire à la sortie d’un élément non linéaire, il suffit de 
connaître la densité de probabilité correspondante w, (x, ... 
….. Tns Li» + + + fn) AU processus d’entrée et d'utiliser les formu- 
les générales données au chapitre 3 de changement de variables 
dans les densités de probabilité pour une transformation de la forme 


Ch = f (Ex) (6.30} 


Eh == E (tx); En aus C (£x); k — 1, 2, o . …) Île 
Dans certains cas ces calculs peuvent se simplifier, si l’on com- 
mence le calcul non pas par les densités de probabilité mais par 
leurs fonctions caractéristiques. 


«= 


ou 


*) Ce domaine contient également la raie discrète (fonction delta) pour 
— 0, correspondant à la composante continue. 
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En vertu de (3.116) la fonction caractéristique à r dimensions du 
processus à la sortie d’un système non linéaire est 


O, mis sas Dis lis sen D) = mi Leila Bt He fn)l) 
ou 


6, (04, . . Un) li. ._. tn) — 


a | Î AUUCTSLA CNE 


—œ —œo 


X Un (x;, _. . Ln) Li, . 4 ln) dx; .… dtn. (6.31) 


Par transformation de Fourier inverse de 6, on trouve la densité 
de probabilité wy (yi, . . ., Yn. ti, - . ., {n) à n dimensions du 
processus à la sortie d’un système non linéaire. 

Notons que pour calculer la fonction de corrélation et le spectre 
énergétique d'un processus à la sortie d’un circuit non linéaire il 
faut d’abord au moins trouver la densité de probabilité bidimen- 
sionnelle de ce processus. Cependant si seules les caractéristiques 
energétiques suffisent, il est souvent plus simple d'utiliser les résul- 
tats des $$ 6.1.2 ou 6.1.3, sans calcul préalable de la densité de 
probabilité bidimensionnelle. 

Notons en conclusion qu’une transformation linéaire non iner- 
tielle d’un processus aléatoire n'introduit pas de liaisons probabilis- 
tes (temporelles) supplémentaires. Plus exactement, si avant sa trans- 
formation non inertielle un processus est entièrement caractérisé 
par sa densité de probabilité à r dimensions, après transformation 
ce processus sera également entièrement caractérisé par la densité 
de probabilité à 7 dimensions. Par exemple, un processus markovien 
après transformation non linéaire non inertielle monotone reste 
markovien. Par contre, les systèmes inertiels introduisent des liaisons 
probabilistes supplémentaires. Ainsi, un bruit blanc après filtrage 
devient corrélé, et un processus markovien appliqué à l'entrée d’un 
système linéaire cesse d’être markovien à la sortie. 
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6.2.1. Définition à l’aide du processus conjugué. Sous des hypo- 
thèses assez générales *) on peut pour un processus aléatoire station- 
naire donné E (£) former par transformation de Hilbert un autre 


*) Pour que le processus conjugué de Ë (t) existe il suffit que la composante 
TT vs & () soit nulle. Pour les processus ergodiques il suffit de poser 
mn: (£ — V. 
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processus aléatoire stationnaire n (é) conjugué de E ({) (voir annexe 
VI) 


T 
4 ’ > 
n() = lim | IQ dr. (6.32) 
-T 


L'intégrale (6.32) est considérée convergente en moyenne quadra- 
tique. Le processus aléatoire E (£) et le processus conjugué peuvent 
alors s'écrire sous la forme suivante [voir (5) et (6) de l'annexe VI]: 


E (4) = E (6) cos ® (1), (6.33) 
n (t) = E (6) sin © (5), (6.34) 


les processus aléatoires E (t) et ® (t) s'exprimeront comme suit en 
fonction de E (f) et du processus conjugué n ({) : 


E (0) = VE (+1 6, (6.35) 


= n () 
O (t)=arctg EU" (6.36) 
Les processus aléatoires Æ (t) et O (ft) ainsi définis sont appelés 
respectivement enveloppe et phase du processus aléatoire E (4) *). 
Notons qu'en vertu de (6.35) on a E (t) > | E (t) |, c'est-à-dire 
que la fonction aléatoire E (f) ne coupe nulle part la fonction aléa- 
toire E (t). De plus 
EE" = EE" + nn’, 


donc aux points où E(t) = E (t) (n (4) = 0) on a l'égalité E” — 
— ?’. Ainsi la fonction aléatoire E (f) ne coupe pas E (t) et aux 
points de contact elles ont une même tangente. Ces propriétés expli- 
quent pourquoi la fonction aléatoire Æ (t) est appelée enveloppe 
de E£ (t). 

Représenté sous la forme (6.33) le processus aléatoire & (4) peut 
être considéré comme une oscillation harmonique modulée en ampli- 
tude et en phase par les fonctions aléatoires Æ (t) et ® (6). 

En utilisant la propriété de la transformation de Hilbert, expri- 
mée par la formule (3) de l'annexe VI, on voit que le spectre éner- 
gétique (donc également la fonction de corrélation) du processus 
aléatoire n ({) conjugué de E (t) coïncide avec le spectre énergétique 
F: (w) [fonction de corrélation B; (r)] du processus aléatoire E (4). 
La fonction de corrélation mutuelle de deux processus conjugués 
est égale à 


Bin (rt) = mn + T)}= ma: {+ | ED du} : 


t—T—u 


*) Si la moyenne n'est pas nulle, les notions d’enveloppe et de phase se 
rapportent à l'écart de £ (t) de sa moyenne. 
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En supposant que l’on puisse changer l’ordre d'intégration et de 
prise de la moyenne, on obtient 


Bin (t) = 


co B- 00 B: 
ER CC CT 


pe paru T 


Ainsi la fonction de corrélation nuitieile. Be. et la fonction de 
corrélation B; sont deux transformées de Hilbert conjuguées. 
Utilisant de nouveau (3) de l’annexe VI on peut trouver le spectre 
énergétique mutuel de deux processus conjugués 


F — iFs (o), O0, 
in (0) = iF; (w), © < 0. 
En vertu de (6.37) et de (4.95) on peut alors trouver l'expression 


de la fonction de corrélation mutuelle en fonction du spectre éner- 
gétique du processus E (t) 


(6.38) 


Byn (rt) = — By (T) = _ | F3 (o) sin ot do. (6.39) 
U 


La relation (6.39) montre que la fonction de corrélation mutuelle 
des processus aléatoires conjugués est impaire et pour t = 0, c'est-à- 
dire en des instants simultanés, ces processus sont incohérents. 
Si Ë(t) est un processus aléatoire normal stationnaire, n (f) est 
également un processus aléatoire normal stationnaire et la distri- 
bution conjointe de E ({) et de n(f) est également normale (voir 
$ 4.4.3), aux mêmes instants ces processus étant indépendants. 

6.2.2. Représentation d’un processus à bande étroite. Le fait de 
pouvoir représenter un processus aléatoire sous la forme (6.33) ne 
limite en aucune sorte le spectre énergétique du processus. Cepen- 
dant le cas des processus à bande étroite présente un intérêt parti- 
culier. 

Soit w, une certaine pulsation à l'intérieur de la bande dans 
laquelle se trouve concentré le spectre énergétique du processus 
aléatoire E (1). Si Ë (1) est un processus aléatoire stationnaire à la 
sortie d'un système linéaire à bande étroite, la pulsation wo, est 
prise égale à celle de résonance du système. 


Posons 
D (t) = œot — (+). (6.40) 
Portant (6.40) dans (6.33) on obtient pour un processus aléatoire 
à bande étroite la représentation suivante: 
E (9) = E (+) cos Lost —  (t)] — 
— E (t) cos @ (t) cos wot + E (t) sin œ (t) sin oo. (6.41) 
En introduisant les notations 
A(t =E(t)cosp(t), C(t =E (t) sin e (6), (6.41°) 


6.2] ENVELOPPE ET PHASE D'UN PROCESSUS ALÉATOIRE 285 


on trouve g 
E (4) = À (t) cos ww +C (t) sin wot. (6.42) 


D'une manière analogue pour le processus conjugué on obtient 
à partir de (6.34) 


n () = À (+) sin wot — C (t) cos wot (6.43) 
et à partir de (6.41) 


E (1) = Y A*()+C* (0, (6.44) 
p(t)= arc tee - (6.44°) 


Parfois il se trouve être commode d'écrire l’expression (6.41) comme 
la partie réelle d'une certaine grandeur complexe 

E (9) = ReZ (+) eve, (6.45) 

Z (ti) = E (t) e-iv (6.45) 


est l'enveloppe complexe du processus aléatoire à bande étroite E (#). 
A partir de (6.42) et (6.43) on obtient 


A (t) = E (t) cos wot + n (t) sin wof, (6.46) 
C (t) = E (t) sin @of — n (1) cos wot. (6.46') 


où 


Soient B1 (rt), Bc (t), Bac (t), Bca (t) les fonctions de corré- 
lation et de corrélation mutuelle des processus aléatoires À (+) 
et C(t). L'expression (6.46) donne alors 


Bar) = Bot) — ms {6 (1) E (£ + t)} cos wot + 
+ ms {E (6) n @ + T)} sin wot — 
= B; (x) cos wot + Ben (T) Sin ot, (6.47) 
Bac (t) = —Bca (rt) = mi {E (6) E (£ + T)} sin w07t — 
— mi {E (6) n ( + T)} cos wot — 


= B; (t) sin @ot — Bzn (T) cos wo. (6.48) 
En vertu de (6.47) et (6.48) on a 
B3 (tr) = BA (T) cos wot + Bac (t) sin wo. (6.49) 


Exprimant les fonctions de corrélation et de corrélation mutuelle 
Bt) et B;nt) à l'aide du spectre énergétique F:; (©) du 
processus E ({) on obtient à partir de (6.47) 


B, (x) = Bc(t) = _ { F3 (©) cos (© — &o) t do. (6.50) 
Û 
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Si le processus E (i) est à bande étroite, on tire de (6.50), avec 
une erreur insignifiante, l'égalité suivante (voir $ 4.2.4): 


BA (t)= Bec (= 2 | FE (w) cos ot dv, (6.51) 


où F? (w) est le spectre énergétique du processus £ (4) déplacé dans 
le domaine des fréquences basses [voir (4.69)]. 

En vertu de (6.50) les variances *) des processus À (4) et C (t} 
sont égales entre elles et égales à la variance de E (t): 


Ba (0) = Be (0) = B3 (0), (6.52) 
ce qui entraîne également [voir (6.44)] 
ms {E® (t)} = 2B3 (0). (6.52") 


Il est facile de voir à partir de (6.51) que si le processus E (4) 
est à bande étroite, les fonctions de corrélation des processus aléa- 
toires À (t) et C (t) sont des fonctions variant lentement par rapport 
à cos opt. Etant donnée la relation existant entre les fonctions E (+) 
et (1) d'une part et les fonctions À (t) et C (t) d'autre part, les 
fonctions de corrélation de l’enveloppe E (t) et de la phase o (t} 
sont des fonctions variant lentement par rapport à cos wot et leurs 
spectres énergétiques se trouvent dans le domaine des basses fré- 
quences. Ainsi, un processus aléatoire à bande étroite équivaut à une 
oscillation haute fréquence de pulsation porteuse w, dont l'enveloppe 
et la phase sont des fonctions variant lentement [voir (6.42) et (6.49)]. 

Les fonctions de corrélation mutuelle des processus À (ti) et 
C (t) sont, en vertu de (6.48), égales à 


Bac (t) = — Boca (T) = + | F3: (©) sin (© — ©) + do. (6.53) 
0 


Pour un processus à bande étroite, avec une erreur négligeable, 
on obtient à partir de (6.53) [voir (6.51)] 


Bac(t) = —Bca (= { F£ (o) sin ot do. (6.53"} 


En vertu de (6.53) pour t = 0, c’est-à-dire aux mêmes instants. 
les processus aléatoires À (t) et C'(t) sont toujours incohérents. Si 
E ({) est un processus aléatoire normal stationnaire, À (t) et C (+) 
sont également des processus aléatoires normaux stationnaires 
indépendants aux mêmes instants. 


*) Comme les moyennes du processus Ë (4) et du processus conjugué 91 (t) 
sont nulles, il vient de (6.46) et (6.46’) que les moyennes des processus À (1): 
et C (t) sont également nulles. 
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Notons qu'à partir de (6.50) et (6.53) on a 


BA (1) + Bac (rt) = EE (r, (w) cos or da | + 


+ EE ( F4 (o) sin ot du |’ , (6.54) 
Ù 


ce qui veut dire que la somme (6.54) ne dépend pas de la pulsa- 
tion wo. 
Les fonctions de corrélation des dérivées À’(t) et C’(t) sont 


— BA(r)= —BC(r) = = | (o— 0)" F;(w)cos(o—w,)Ttdw, (6.55) 
0 
et les variances de ces dérivées 
n © 
— BA (0)= — Bc(0) = | (o—«)? F;(w)dw. (6.56) 
0 


Il est également facile de trouver l’expression des fonctions de 
corrélation mutuelles de A(f) et C’(t) et de A’(f) et C (#), 
on a 


ms {A (#)C"(t)}}= — m, {4° (8) C(e)}= 
= BAc (0) =— | (0 -— 0) F5 (©) do = (@moy — @o) Bz (0), (6.57) 


fur; (w)do 

où Omoy — D ___— est la pulsation moyenne du spectre 
\ F;(o)do 
0 


énergétique du processus Ë (6). 

Si le spectre énergétique F; (o) du processus aléatoire E (1) 
est symétrique et si w, coïncide avec la pulsation centrale du spectre, 
il vient de (6.51) et (6.53) (voir $ 4.2.4) 


Ba(r)=Bc()=—+ ( F (w)cos ot do = ac (T), (6.58) 
0 


Bac (rt) = —Bca (x) = 0. (6.59) 
A partir de (6.49) et (6.58) on obtient pour la fonction de corréla- 


tion B: (rt) d'un processus aléatoire à bande étroite E (4) de spectre 
énergétique symétrique l’expression suivante : 


B (tr) = a, (rt) cos wot, 
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ce qui coïncide avec (4.72). Ceci fait cependant apparaître le sens 
physique de la fonction a. (t) dans (4.72) qui se trouve être la fonc- 
tion de corrélation de chacun des processus lentement variables 
A G et C'(t) liés au processus à bande étroite E (t) par la relation 
(6.46). 

Comme nous l'avons vu au $ 5.2.2, un bruit blanc à la traversée 
d'un système linéaire à bande étroite de pulsation de résonance wo 
représente un processus aléatoire à bande étroite. Si en outre le 
bruit blanc est normal et que la caractéristique de fréquence du 
système est symétrique par rapport à la fréquence de résonance, le 
processus à la sortie du système linéaire à bande étroite peut se 
présenter sous la forme d’une somme du type (6.42), où À (t) et 
C'(t) sont des processus aléatoires indépendants. 

6.2.3. Densités de probabilité de l’enveloppe et de la phase. Pour 
trouver les densités de probabilité de l'enveloppe £ (ft) et de la 
phase  (£) d'un processus aléatoire à bande étroite, reprenons les 
formules (6.44), (6.44’) et utilisons les propriétés des fonctions « en 
quadrature» À (t) et C'(t) on. au paragraphe précédent. 

SOit Won (Ti, + - ., Tns Y — tn) la densité de 
probabilité conjointe des Re de 4 © et C (&) à nr instants. Pour 
trouver les densités de probabilité de l'enveloppe et de la phase, 
passons, conformément à (6.44) et (6.44), dans la distribution con- 
jointe mentionnée, aux coordonnées polaires 


Th — Tr COS ÙL, Ur —= TR sin Ÿ, = Â, 2: +) D. (6.60) 


Après cette substitution, on obtient, au lieu de la densité d e proba- 
bilité des variables x, . .., æ,:; y1, . . ., Yn, la densité de proba- 
bilité conjointe à 22 dimensions de l'enveloppe et de la phase qui 
est fonction des variables ri, ..., rn3 Ùy, +. ., Un 
Wa (rs, os Tn: V1, 6 as V5 li, é ss3 th) = 
= | D, | Wan (r1 cos D, . . ., rh Cos D; r1 sin 04, . .. 
….. ln SIN Ün5 ds + + y ln), (6.61) 


où D, est le jacobien de la transformation (6. ” égal à 


_ À (is. 9 Zn Vis -.s Un) 
Dee Te, (662) 

La densité de probabilité de l'enveloppe s'obtient par n inté- 
grations de (6.61) sur les variables 8,, ..., 6, 


Wir lose te 
27 27% 
— los [Wan (ra, CRT) FÙ . + Ÿ, ; Li, CCR 
0 0 


sn) du. dns m>0i—1,2,...,n. (6.63) 
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La densité de probabilité de la phase @ (t) du processus aléatoire 
s'obtient à partir de (6.61) par intégration sur les variables r4, ro, 
Dh Tn 


Wa (Ü:, D», ._. Ÿ, ; li ._ .) tn) — 


=... [wat A lis ss 
U 0 


tn) driscdrn, | l&n, i—1,2,...,n. (6.64) 


Pour certains problèmes de transformation non linéaire de 
l'enveloppe on peut obtenir plus rapidement la densité cherchée en 
utilisant la fonction caractéristique. La fonction caractéristique 
O, (Us - +, Un Lis . « ., ln) du processus f[E (t)] conformément 
à (3.119) aura pour expression 


D isssolns Lisssli)= ( ia ( pfiS ouf (Vz& + và) | X 
—o  —o k=1 


X Won (Lis sos Tni Us css Uns Lis ss es ln) Eli se Th Yi... dy. 
(6.65) 


Remarquons que l'existence d'une relation fonctionnelle non 
linéaire très compliquée entre l'enveloppe EÆ (t) et la phase (1) 
d'une part et le processus Ë ({) d'autre part rend pratiquement im- 
possible l’utilisation des résultats des $$ 6.1.2 et 6.1.3 pour le cal- 
cul des fonctions de corrélation et du spectre énergetique de l'enve- 
loppe et de la phase. C'est pourquoi s’il faut calculer les caractéristi- 
ques énergétiques de l'enveloppe et de la phase, il y a lieu de déter- 
miner à l’aide des formules (6.63) et (6.64) leurs densités de proba- 
bilité bidimensionnelles, et ensuite de calculer les fonctions de 
corrélation et les spectres énergétiques (ces derniers par le théorème 
de Wiener-Khintchine). 
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6.3.1. Critères énergétiques. On utilise souvent les fonctions de corrélation 
ct les spectres énergétiques pour estimer et comparer d'après tel ou tel critère 
énergétique la qualité des différents systèmes employés dans les télécommunica- 
tions, le radar, la navigation, la commande automatique, etc. Un grand nombre 
de problèmes apparaissent lorsqu'un bruit accompagne le signal utile. Il faut 
alors trouver un critère de protection contre les bruits, dont le choix dépend 
de la méthode de sélection du signal utile. Souvent on adopte comme critère 
le rapport de la puissance du signal à celle du bruit (ou la racine carrée de ce 
rapport) que l'on appelle brièvement rapport signal/bruit et que l’on désigne 

ar S/B. Pour le calcul de ce rapport on a recours à la théorie des transformations 
fes spectres énergétiques des processus aléatoires dans les systèmes linéaires 
et non linéaires. 
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Certains dispositifs peuvent être représentés comme une suite de circuits 
type se composant chacun de deux éléments linéaires et d’un non linéaire. Nous 
allons étudier maintenant la méthode de calcul du rapport signal/bruit à la 
sortie d’un circuit type (fig. 6.2). Supposons, par exemple, qu'on applique à 
l'entrée d’un circuit type la somme d'un signal qui est une fonction determinis- 
te ou quasi déterministe du temps, et d'un bruit qui est un processus aléatoire 


en ie > Je 
d'entree de sortie 


Fig. 6.2 Circuit type des dispositifs radiotechniques 


stationnaire. Comme le signal et le bruit traversent l'élément linéaire indépen- 
damment, à l’entrée de l'élément non linéaire on a de nouveau la somme d'un 
signal et d’un bruit, dont les spectres sont, comme mentionné ci-dessus, défor- 
més suivant la caractéristique fréquentielle de l’élément linéaire. Le spectre 
énergétique du processus à {a sortie de l’élément non linéaire a une structure 
plus compliquée. Les composantes spectrales apparaissant après transformation 
non linéaire sont dues aux battements des composantes respectives du processus 


Spectre du : 
le processus d'entrée 


0 «h 2up 39 & 
a) 


Fig. 6.3. Spectres énergétiques après une transformation non linéaire 
de la somme d'une oscillation harmonique et d’un bruit à large bande (a) 
et à bande étroite (b) 


d'entrée, leur nombre et leur intensité étant évidemment déterminés par le 
enre de Ja transformation et les caractéristiques ee du processus 
d'ontrée. On distingue dans le spectre énergétique du signal à la sortie d'un 
élément non linéaire non inertiel trois parties essentielles suivant les compo- 
santes fréquentielles du signal d'entrée qui ont participé à leur création. La 
partie discrète du spectre Fsxs(w) correspond aux battements entre les compo- 
santes du signal. Une partie du spectre continu Fbxpb(w) est formée par les 
battements des composantes du bruit, et une autre partie Fsxb(w) par les 
battements des composantes du signal et du bruit. Dans la partie discrète du 
spectre apparaît la raie spectrale correspondant à w — 0 qui représente la com- 
posante continue à la sortie et est également déterminée par les battements des 
composantes du signal et du bruit. Sur la figure 6.3 on a représenté les spectres 
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énergétiques types qui résultent de la trânsformation non linéaire de la somme 
d’une porteuse non modulée et d’un bruit. | | > 

Soit C2 (&) la caractéristique fréquentielle du filtre monté après l'élément 
non linéaire. Le spectre énergétique à la sortie du circuit type sera alors 


F (o) = C8 (@) [Fsxs (©) + Fbxb (©) + Fsxb (@)]. (6.66) 


Pour calculer le rapport signal/bruit à la sortie du circuit type il faut déci- 
der où rapporter (au signal ou au bruit) la partie C3 (w) Fsxb (w) du spectre 
de sortie. bn trouve alors deux critères différents permettant d'estimer l'effi- 
cacité de la protection contre le bruit suivant que les battements entre les com- 
posantes du signal et du bruit sont rapportés au bruit ou au signal utile. 

Dans le premier cas le rapport signal/bruit est donné par la formule 


. | Co) Fe (©) du 
0 
(5) EE  ——  ___ __, (6.67) 
Î C5 (w) [Fhxb (w) + Fr (w)] do 
0 


et dans le second cas par 


{ C3 (0) [Frs (0) + Fsyp (0)] do 
| (6.68) 
CZ (w) FLxb (w) dw 


Oen ÿ 


Il se trouve que l'estimation énergétique présente certains avantages par 
rapport à des critères basés sur des données plus complètes, en effet on a là une 
interprétation physique plus simple, des calculs mathématiques peu compliqués 
permettant d'obtenir le rapport signal/bruit et de disposer ainsi d’une certaine 
mesure de la qualité du dispositif ou du système. Cependant il ne faut jamais 
oublier que l’estimation énergétique n'est pas complete: elle ne donne qu'une 
caractéristique partielle, et ne tient pas compte, par exemple, du processus réel 
de la prise de décision que ce soit un automate ou un homme qui la prend. L'esti- 
mation énergétique de la qualité des systèmes ne coïncide pas toujours exacte- 
ment avec les résultats expérimentaux, car dans le cas des élements non linéaires 
il n’est pas toujours facile de déterminer ce qui se rapporte au signal et ce qui 
ce rapporte au bruit. 

6.3.2. Critères probabilistes. Comme nous venons de le noter, les critères 
énergétiques d'estimation de la qualité des systèmes ne sont pas complets et 
dans certains cas on ne peut pas les appliquer. On est alors obligé de se référer à 
des critères probabilistes, basés sur la « structure fine » du processus à la sortie 
du système. Qu'il s'agisse de la probabilité des erreurs ou de la probabilité 
pour que l'écart du processus de sortie de sa valeur donnée soit inférieur à une 
certaine valeur, que l’on introduise la fonction de perte attribuant un coût 
à chaque solution ou une quantité d'information, il faut dans tous les cas pour 
le calcul du critère probabiliste de qualité connaître les densités de probabilité 
multidimensionnelles à la sortie du système. 

Revenant de nouveau au circuit type des dispositifs radiotechniques (fig. 6.2) 
soulignons que la densité de probabilité est difficile à trouver tant en principe 
qu'à cause des calculs compliqués apparaissants. Comme un circuit type con- 
tient un élément non linéaire, après la transformation non linéaire on a toujours 
à l'entrée de l'élément linéaire un processus aléatoire dont la distribution n'est 
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pas normale (voir $ 5.3.1). Dans les cas où le processus à l'entrée du circuit 
type n'est pas normal, cette difficulté apparaît dès le début. Ceci peut compli- 
quer énormément non seulement le calcul de la densité de probabilité, mais 
même celui du spectre énergétique du processus à la sortie de l’élément non 
linéaire, car pour cela il faut connaître la densité de probabilité bidimensionnel- 
le du processus aléatoire à l'entrée de cet élément non linéaire (à la sortie de 
l'élément linéaire précédent). Le problème de la détermination des fonctions 
de distribution à la sortie d’un circuit type n'a été résolu d’une manière exacte 
que dans peu de cas, ceci pour des hypothèses spéciales quant à la nature de la 
non-linéarité de l'élément et aux caractéristiques probabilistes du processus 
aléatoire d'entrée. 


Problèmes 


6.1. Généraliser la formule (6.11) et montrer que la fonction de corrélation 
mutuelle des processus n; (1) = f1 [81 (4)} et n2 (4) = f2 [E2 (t)] a pour expression 


B (t4, t:)= Ÿ Cni (f1) Cn2 (ta) an (Ets t2), (1) 
n=Ù0 
où 
ni (4) = ( (a (&ss) Qas (ei #4) dzs: (2) 
Cn2 (2) = | fa (z2) Qn2(z2, t2) dre; (3) 


an (ts, t2) — \ Wokite (z1, Z2; lis {2) X 


— 


| cu, 


O0 


X Qni (tir t1) Qn2 (Z2s t2) dry de; (4) 


Qn1 (Tir 1)e Qn2 (z2, t2) sont des familles de polynômes orthogonaux pour les 
fonctions de pondération Wie, (z1, 11) et WE, (r2, t>) respectivement (la condi- 
tion (6.8’) se trouve conservée). 
6.2. Supposons que la densité de probabilité bidimensionnelle du proces- 
sus aléatoire satisfasse à la relation 
(0 


| (21 — az) wa (21, 22, T) dus = (ze — a:) RE (t) w1g (22). (5) 


Montrer que la fonction de corrélation mutuelle du processus aléatoire centré 
ë (1) et du processus n = f (£) à la sortie d'un système non linéaire non inertiel, 
lorsqu’à l'entrée on applique & (1), est égale à 


Bn (x) = CR (1), (6) 

où 
C= Î te — ag f 6e) un (de. (7) 
Noter que, pour une distribution symétrique (de moyenne nulle) et une 
caractéristique de non-linéarité également symétrique, les processus E (4) et 


n (4) à l'entrée et à la sortie du système ne sont pas corrélés. Vérifier qu'un 
processus aléatoire normal satisfait à la condition (5) [comparer avec (7.99)]. 
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6.3. Désignons par PB, (t) et B2 (t) Îes fonctions de corrélation des proces- 
sus aux sorties des redresseurs linéaires à une alternance et à deux alternances, 
lorsque le processus E ({) satisfaisant à la condition (5) est appliqué à leurs 
entrées. Montrer que l’on a 


Ba (x) = 4B3 (x) — (1 + 201) Be (r), (8) 
où 
= Ü1e1— 03) vx (0 de (9) 


Etudier le cas où la distribution de E (t) est symétrique et vérifier que dans 
ce cas particulier [comparer avec (15) dans le problème 7.5] on a 


B2 (rt) = 4B, (x) — B;: (tr). (10) 


6.4. Montrer que la densité de probabilité unidimensionnelle du processus 
& (t) à la sortie d'un limiteur symétrique de caractéristique 


RÉ EE Pre (1) 
est 
wag(e) = 1 — Fi ro] 6 (e — 1) + Fa (ro) 6 (2 + 1, 42 


où F, (x) est la fonction de répartition du processus d'entrée. 
Vérifier que la moyenne et la variance du processus à la sortie du limiteur 
sont respectivement 


m4 {&} = 1 —_— 2F, (zo), (13) 
Ma (Q} = 4Fi (xo) [1 — Fi (xo)]. (14) 


Chapitre 7 


TRANSFORMATIONS NON LINÉAIRES 
D'UN PROCESSUS ALÉATOIRE NORMAL 


7.1. SOLUTION OBTENUE PAR LA MÉTHODE DIRECTE 


7.1.1. Solution générale. Les processus aléatoires normaux (gaus- 
siens) sont essentiels pour la majorité des applications de la théorie 
exposée dans cet ouvrage. C’est pourquoi nous allons donner un 
exposé systématique des transformations que subit un processus 
normal à la traversée des différents éléments des dispositifs radio- 
techniques actuels. 

Nous avons déjà mentionné que le cas d’une transformation 
linéaire est assez simple car, à la traversée d’un système linéaire, 
un processus normal reste normal, seuls changent la fonction de 
corrélation et le spectre énergétique correspondant. Toutes les 
formules indispensables aux calculs se trouvent rassemblées aux 
$$ 9.2 et 5.4. Plus intéressant serait d'étudier le cas des transforma- 
tions non linéaires d'un processus normal. 

Dans ce chapitre nous nous limiterons essentiellement à l’étude 
des fonctions de corrélation et des spectres énergétiques des processus 
à la sortie des éléments non linéaires. Pour cela nous allons utiliser 
les méthodes générales mentionnées au $ 6.1. Dans le dernier para- 
graphe de ce chapitre on trouvera plusieurs exemples de calcul de 
la densité de probabilité d’un processus normal après transforma- 
tion non linéaire (non inertielle). 

Supposons qu'un processus aléatoire, somme d'un processus 
déterministe S ({) (signal, par exemple) et d’un processus aléatoire 
normal E ({) de moyenne nulle, soit appliqué à l’entrée d'un circuit 
non linéaire. La densité de probabilité bidimensionnelle de ce 
processus est (voir $ 4.4.1) 


Wo (1, Lo, l, T) = X 


1 

270? V/1—R? 

— 4} — 2R (r4, — To— a (ro — a2)° 

x exp {-® a) &e TE 2) + ) } (7.1) 

Où a =S (it), as = S (t + Tt); R = R (x) étant le coefficient de 

corrélation et o* la variance de la composante stationnaire du pro- 
cessus aléatoire. 

En portant (7.1) dans (6.2) on obtient l'expression de la fonction 

de corrélation d'un processus aléatoire à la sortie d’un élément non 

linéaire de caractéristique y — f (x) si à l'entrée on applique la 
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somme d'un signal déterministe et d’un processus aléatoire station- 
naire : 


B(x, = | | Î (x) f (2) X 


a (zg— 4) —2R (x — a) (re — aa) + (72 — 02)° 
X EXP {— En: dridzs (7.2) 


En remplaçant dans (7.2) x, par ox, et x par or, et en introdui- 
sant les désignations 


a _S(t as __ S(t+T) 


= — S$ = — 5 


= 9 o ? Oo 
on obtient l'expression de la fonction de corrélation 


Br 9 | Î (021) (02) x 


° (rs — 54) —2R (zy— 53) (z2— 52) + (z2— 52) : 
deb : {En ee Ce dr dxs. (7.3) 


Pour le calcul de l'intégrale double dans (7.3) on peut utiliser 
la méthode indiquée au $ 6.1.2. 

La densité de probabilité unidimensionnelle correspondant à 
WU (OT, OZ», t, +) est ici égale à 


_(ri-s0)f 


wi (x, t) = ue. (7.4) 


1 
——— € 
V'2r 

Si (7.4) est la fonction de pondération, les polynômes orthogo- 
naux correspondant à cette fonction sont les polynômes d'Hermite 
Hh (ti — 51) (voir annexe IV). Dans le cas d'une densité de proba- 
bilité bidimensionnelle normale le développement est *) 


1 _ (12812 2R (1281) (mar 2) + (27 12) 
= — 0 2(1-—R2) = 
2x V1—R!? 
ji (in ECS 
Ta" 2 D Tr Anti si) Hn (te —s). (7.5) 
n—0 


Lorsque l’on compare (7.5) et (6.9) il ne faut pas oublier que les 
polynômes d'Hermite ne sont pas normés [voir (5) de l'annexe IV]. 


*) On peut facilement obtenir l'expression (7.5) en utilisant la représenta- 
tion intégrale de la densité de probabilité bidimensionnelle normale à l'aide 
de la fonction caractéristique bidimensionnelle. En développant en série dans 
l'expression sous l'intégrale le facteur exponentiel, contenant le produit des 
variables, on peut écrire ces intégrales en fonction des polynômes d'Hermite. 
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On peut obtenir le développement (7.5) à partir de (6.9) en posant 
0, CG: D'= Fa , en vertu de (6.10) on a a, = nr! R". 


Portons maintenant la série obtenue dans l'intégrale de l'expres- 
sion (7.3), on a 


Bat=r | | fo)f(r) D À x 
ds D _(x1=81)*+(x2- 52) 
X Hn (21 — 51) Hn (22 — 8) e : dr dre. 


En intervertissant l’ordre de la sommation et de l'intégration, 
et en remarquant qu'alors les variables se séparent on trouve 


n | 


BDD (7x | 162) Anais) x 
0 


_(x1=81)8 _ (Xe 82)2 


xe” 2 an) (5e 1H, Ge—s)e À de). (1.6 


Introduisons la notation 


(x-s)2 


Cn == | f(ox) Ha(x—s)e 2? dz. (7.7) 


On peut alors, à partir de (7.6), obtenir l'expression cherchée 
de la fonction de corrélation d'un processus aléatoire normal après 
transformation dans un élément non linéaire 


B(x, p=S Cn (#) En (t+7) 0. (7.8) 


n—0 


Comme dans le cas général la fonction de corrélation (7.8) dépend 
de 4 et de 7, il faut avant de commencer le calcul du spectre éner- 
gétique prendre la moyenne de cette fonction de corrélation sur le 
temps t 


R 
+) 
—_ 


B*(r)=(B(x, t)— lim ( B (x, t)dt. (7.9) 


Dans la série (7.8) seuls les coefficients c, ({) sont des fonctions 
du temps, on a donc: 


B*(r)= Y «(9 9, (7.10) 


n=0 
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T 


‘) 


c; = lim + ( Cn(t)Cn (t+4-Tt)dt. (7.11) 


? 
2 


En prenant la transformée de Fourier de (7.10) on obtient l’ex- 
pression explicite du spectre énergétique d'un processus aléatoire 
normal à la traversée d'un élément non linéaire 


F(w)=4 | B* (t)coswr dr =4 ST | cer) R'(r)coswtdt. (7.12) 
0 0 


n=0 


7.1.2. Cas d'un processus d'entrée stationnaire et à bande étroite. 
Supposons que le processus normal n'ait pas de partie déterministe. 
On a alorss=0 et à partir de (7.8) on peut obtenir l'expression de 
la fonction de corrélation d'un processus à la sortie d'un élément 
non linéaire lorsque l’on applique un processus aléatoire normal 
stationnaire à son entrée, soit : 


B(n=> 4 T0, (7.13) 
où bai 
= ve f f(0z) Ha (z)e 7 ds. (7.44) 


Le premier terme de la série (7.13) correspond à la composante 
constante (partie discrète du spectre), et la somme des autres termes 
a la partie continue du spectre énergétique du processus aléatoire 
à la sortie d’un élément non linéaire. 

Supposons que le spectre énergétique d’un processus stationnaire 
normal soit à bande étroite, c’est-à-dire qu'il soit concentré dans 
une bande relativement étroite de fréquences au voisinage de la 
pulsation w,, pour laquelle la densité spectrale est maximale et 
par rapport à laquelle on peut considérer le spectre comme symé- 
trique. En vertu de (4.71) on peut écrire le coefficient de corrélation 
de ce processus aléatoire stationnaire à bande étroite sous la forme 


R (x) = Ra (t) cos wot, (7.19) 
où 
| F® (w) cos ut du 
Ro(t) = =, (7.157) 
Î Fe (w) dw 


298 TRANSFORMATIONS NON LINÉAIRES [CH. 7 


F*(w) est le spectre du processus à bande étroite, déplacé dans le 
domaine des basses fréquences. 


En portant (7.15) dans . 13) on trouve 


B&@=T Ch AI cos" OoT. (7.16) 
n—=0 
Remplaçons les puissances des cosinus dans (7.16) par la somme 


des cosinus des arcs multiples conformément aux formules sui- 
vantes : 


core (D 2 6e) cos2(n—k)x+ () |: (7.17) 


On— 2n — 1 
cos?" 7 É 


L'expression (7.16) se la fonction de corrélation du processus 
à la sortie d'un système non linéaire sera alors 


cos (227 —2k— 1) x. (7.18) 


_ F7 
B(r)= > CËn rar Mo” ( )+ 
n=0 


Si (5) 
k 9n— 
+ D nier Ro 1 (x) cos (2n — 2k — 1) wpt + 


n—1 k=—=0 
oo n-1{ … 
+ Ÿ ÿ Ca pnyr amer Ro (1) cos 2 (7 — k) oot. (7.19) 
n=1 k=0 


En introduisant la notation r — n — k et en intervertissant 
l'ordre de l'intégration dans les doubles sommes on obtient 


B (7) = 2 Con 7510 on RS" (x)+ 
on) 


SE > Cin-1 On 112 RU (x) | COS Got + 
n=1{ 


SI es) 


A ni Tania Re (x) | cos (2r — 1) @ot + 


Li 


ren) 
LL 5 [s Con NET es (®)] cos 2r@ogt. (7-20) 


T=n Nr 
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Avec les notations 


2 2n 
Bo(r)=— 3 Cn C | Rx), (7.21) 
se Fu ) 
Bari (T)= D cn tar: RTE (x), (7.22) 
n=r 


ue 2n 
Bar (r)= © a de R"(t),r—1,2,..., (7.23) 


on peut écrire (7.20) sous la forme [comparer avec (6.28)] 
B (7) = Bo (t) + B, (r) cos &ot + 


+ D By(rt)cos (2r—1)o0t+ D B2r(t) cos 2ro0t. (7.24) 
r=2 r=Î 


En vertu du théorème de Wiener-Khintchine le spectre énergé- 
tique est égal à la transformée de Fourier de B (x). En désignant 
par F, (w) la transformée de Fourier de chacun des termes de (7.24), 
c'est-à-dire en posant 


F, (©) = 4 | B, (t) cos root cos wT dt, (7.25) 
Ô 


on obtient l'expression suivante pour le spectre énergétique d’un 
processus aléatoire à la sortie d’un système non linéaire (comparer 
avec (6.29) et fig. 6.1): 


F(œ@)= F(o)+F: @)+ F, (w). (7.26) 


Le premier terme dans (7.26) correspond à la partie basse fré- 
quence du spectre énergétique (spectre vidéofréquences) du processus 
aléatoire à la sortie d'un élément non linéaire. Le deuxième terme 
correspond à la partie du spectre énergétique du processus de sortie 
disposée au voisinage de la pulsation w, où se trouve également 
concentré le spectre du processus d'entrée. Les autres termes de 
(7.26) correspondent aux parties haute fréquence du spectre énergé- 
tique du processus à la sortie d'un élément non linéaire, disposées 
au voisinage des harmoniques de la pulsation o,. 

En vertu de (7.21) à (7.23), pour calculer le spectre énergétique 
il y a lieu de trouver les transformées de Fourier inverses des puis- 
sances du coefficient de corrélation R# (rt). Plus Æ est grand, plus 
petites sont les densités spectrales correspondant à AR (t) et plus 
large est la bande de fréquences occupée par le spectre. Pour des 
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grandes valeurs de k il est difficile de calculer les composantes du 
spectre énergétique correspondant à RÂ(t). Cependant la fonction 


R* (x) décroît très rapidement et on peut utiliser une approximation 
adéquate. 


Soit l'intégrale 4 | R* (x) cos wTt dt. En remplaçant la variable 
U 


+ VE par x et en conservant les deux premiers termes du développe- 
ment de Ro (7) on obtient : 
VE 


R; Q 
4 Ï RŸ (x) cos ot dt = + 1) 1 DT z°) cos <= dr = 
() V# LE ) VX 
4 f es 
4 (-RONS or à 2 1/2 hu 
Tr 8 COS —— FR SV &° : 
où w? — —À; (0). 
Pour un processus dont le spectre énergétique est uniforme dans 
TA 
sin — 
la bande A [voir (5.45°) et (5.46’)] on a Ro (rt) — a et ©, — 
2 
2 
= 5 . Par conséquent 
C 4, / En 
4 | Ri(r)cosordr& + a RE 
0 
Sur la figure 7.1 sont montrés les spectres énergétiques correspondant 
sin À à 
à en pour k# = 1, 2, ..., 6 construits d'après la formule 


9 
approchée mentionnée. 
7.1.3. Détecteur linéaire. Pour illustrer la méthode exposée 
ci-dessus étudions à titre d’ exemple la transformation de la fonction 
de corrélation et du spectre énergétique d’un processus aléatoire 


normal stationnaire à la traversée d'un détecteur linéaire *) dont 
la caractéristique est 


z, x>0, 


y= (= | 0, r<O0, 


(7.27) 


*) Ici et dans la suite on suppose que la détection est une transformation 
non linéaire et non inertielle. L action ultérieure des filtres doit être spécifiée. 
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(le facteur constant devant x est pris égal à l'unité, ce qui d'ailleurs 
importe peu, car il joue le rôle d'échelle et on peut toujours en tenir 
compte dans les résultats définitifs). 


Fig. 7.1. Spectres des fonctions 


On peut ici trouver les coefficients c, de la série (7.13) à partir 
de l'intégrale 


O0 x? 
CO æ ———— 
Cn=——\ 2xH,(z)e :° dx. 
9 
V ax 0 
Pour nr — O0 et nr — À on trouve immédiatement 
Gen ee 6 
Co=—=\ re “ dt=———, 7.28 
V2 J V/2x , 
on 6 
— = [ae Far (7.29) 
U 
Pour nr > 2 en intégrant par parties on a 
= = - = 
(= 1)"o d''e 2 (= 1316 dr-1e à 
Cn=——© \ 2 dr = | ————— dr 
dx" 9 drn-1 
VE ; LR | 


(—1)"*lo dc 72 


D7 drn-è 
V2 ÉE 
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ou 


Hn-2 (0). (7.30) 


Cn = — 
n V/2r 
En portant (7.28) à (7.30) dans (7. on trouve 


B(r)=5[1+5 R@+T H?_2 (0) 


n=2 


Rn (x) 
n | 


Mais comme (voir annexe IV) 

Hor (0) = (—1)* (2k—1)11, H2x1 (0) = 0, 
la fonction de corrélation d'un processus aléatoire stationnaire 
normal ayant traversé un détecteur linéaire est 


B(n=S[1+5R(0+ 204 5 re R]. (30 


Remarquons que la série (7.31) contient, en plus de la première 
puissance du coefficient de corrélation, seulement des puissances 
paires de À (t). On peut prendre la somme de cette série, l'expres- 
sion de la fonction de corrélation s'écrit alors 


B()=< [5 +arcsin RCD] R(D+VT- RC}. (7.32) 


On trouve alors à partir de (7.32) la puissance moyenne du pro- 
cessus à la sortie d'un détecteur linéaire, soit: 


B(0)=<-. 


Le carré de la composante constante étant en vertu de (7.28) égal à 
o? 


la variance du processus à la sortie d’un détecteur linéaire est alors 


M=<- = 2% 0,3410°. (7.32°) 


271 27 
Notons qu'en se limitant, lors du calcul de la puissance moyenne, 
aux trois premiers termes du développement (7.31) on a 
1 1 1 
PT. D PRE Rue ES 
PES (++ mr). 


d'où 


47 
ce qui ne diffère de l’expression exacte (7.32) que de 3 %. 


1 
Miro (Tax) = 0° + 0,8290!, 
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Si le spectre énergétique d'un processus normal stationnaire 
est concentré dans une bande relativement étroite de fréquences au 
voisinage de wo, de telle sorte que le coefficient de corrélation R (+) 
de ce processus satisfait à la formule (7.15), on a en vertu de (7.24) 
et (7.20) 


B (1) = B, (+) + = R, (T) cos woT + bi Bar (t) cos 2rwot, (7.33) 


r=1 
où 
2n 
 . : ©  [(22—3)!!]° 
2 R= 5 » 
Bo (rt) = _ [+045 Lima © D (x) |, (7.54) 
2n 
, ten ue( Tr) | 
Bar (t)= + GaTam— Ro (). (7.35) 


n=:" 


La série (7.34) qui est l'expression de la fonction B, (xt) peut être 
sommée, la somme s'expimant alors en fonction des intégrales ellip- 
tiques complètes de première K (AR) 
et de seconde E(R:) espèces *) Fer. (W) 


Bo(t)= + (2E (Ro) — 
—(1— RK(R)l. (7.36) 


Après transformation de Fourier 
de la fonction B, (xt) on obtient la 
partie basse fréquence du spectre 
énergétique du processus à la sortie 0 
. . SE PE pi ee es Fig. 7.2. Spectre basse fréquence 
erme du développement (7.34) don-  q'un processus aléatoire à la tra- 
ne une raie discrète pour w — 0, versée d’un détecteur linéairo 
correspondant à la composante cons- 
tante, la somme des transformées de Fourier des puissances 
paires du coefficient de corrélation donne le spectre continu. 

Sur la figure 7.2 on trouvera le spectre continu basse fréquence 
du processus à la sortie d'un détecteur linéaire pour le cas où le 
spectre énergétique du processus aléatoire normal stationnaire 
d'entrée est uniforme dans une bande de largeur A. La série suivant 


*) L'expression entre crochets dans le second membre de (7.36) n’est autre 
chose que la fonction hypergéométrique 


EL 1 1 
Esi(—, TZ: 1, 83) 


(voir annexe V). 
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les puissances de À, dans (7.34) converge si rapidement que prati- 
quement pour le calcul du spectre on peut se limiter au terme Ri. 
Dans ce cas la partie basse fréquence du spectre continu aura la 
forme d'un triangle rectangle de base A. Ce spectre approché est 
donné sur la figure 7.2 en pointillé (comparer avec la figure 7.1). 
En comparant avec le spectre réel, on voit que l’approximation est 
tout à fait convenable. Le rapport des aires du spectre continu 
exact et du spectre approché (c'est-à-dire des puissances concentrées 
dans le domaine des basses fréquences) est égal à 1,1 et la puissance 
spectrale pour & = 0 (le temps de corrélation) pour le spectre exact 
est de 6 % supérieure à celle du spectre approché. A la différence du 
spectre approché, le spectre basse fréquence exact contient des 
fréquences au-delà de A, mais leur intensité est insignifiante. 


Le second terme 7 Ro (t) cos wot de l'expression (7.33) est 


la reproduction fidèle (à un facteur constant près) à la sortie d'un 
détecteur linéaire du spectre d'un processus aléatoire normal sta- 
tionnaire. 

Les termes successifs B:, (rt) cos 2rwot dans l'expression (7.33) 
correspondent aux parties haute fréquence du spectre énergétique 
à la sortie d'un détecteur linéaire, se trouvant au voisinage des har- 
moniques pairs de la pulsation w,. Le temps de corrélation et. donc, 
les densités spectrales du spectre pour w — 2rw, décroissent rapi- 
dement au fur et à mesure de l'augmentation du numéro 2r de l'har- 
monique, car dans l'expression pour B;:,(t) [voir (7.35)] la plus 
petite des puissances de R, (x) est égale à 2r. Les aires (puissances) 
des spectres continus, concentrés au voisinage des harmoniques de 


©, décroissent en raison inverse de [° (2z++) e 


7.1.4. Approximation des caractéristiques non linéaires par des 
séries de puissances. Soit f (x) une fonction donnant une représenta- 
tion analytique de la caractéristique d'un élément non linéaire. 
Supposons que cette fonction soit continue de même que ses dérivées, 
et qu'elle puisse être développée en série de Maclaurin 


fU)= D fe (0). (7.37) 


R 


Souvent (par exemple dans le cas d'un détecteur à deux alternances) 
la caractéristique non linéaire f (x) peut être approchée par un poly- 
nôme de la forme 


ft) =ao+ ar tam +...+a,t”, (7.38) 


dont les coefficients doivent être égaux aux coefficients respectifs de 
la série (7.37). 

Avec une telle approximation il est facile, dans le cas général, 
de trouver les coefficients c, de la série (7.8). Ces coefficients peuvent 
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«= 


être obtenus à partir de l'intégrale (7.7). Dans le cas qui nous 
intéresse nous avons *) 


© © (x-s)2 


ne a,” v _— 77 2 7 
ie > — ; 2H, (x— se dr. (7.39) 
L'intégrale dans (7.39) est facile à calculer si la fonction sous l’inté- 


grale se présente comme la dérivée par rapport au paramètre s. On 
a alors **) 


s an p1 f ., -Æ* 
Cn => DA ee er (z | ze ue dz) = 
x—0 — 00 
[s ) 00 +2 
dn 1 = 
=D av (px | (&+s"e Far)= 
v= 2 


œo v k 

_ S v{"\ y ds 
> 13) ay0 k v—h dsn ? 
v=0 k—0 


où M,_, est le moment d'ordre (v — kX) de la distribution normale 
de variance unité et de moyenne nulle. En dérivant par rapport à s 
et en utilisant (3.114) on trouve 


Cn — 2 2 Qu&rO "+? (57) M = 
r=0 k=n 


Re k+o2r k! ie 

_ hk+2 … 

= D D anerotter (ET) ET rt 
r=0 k=n 

ou après changement de l'indice de sommation ***) 


oc 
Cn= À 
r=0 1 


00 


1+2 l)1(2r—1)!! st we 
An+rsr0n ++ 2r My 7 ES . (7.40) 
0 


e— 
— 


*) En fait, la somme sur v n'aura qu’un nombre restreint de termes. Ceci 
signifie que les coefficients a, à partir d'une certaine valeur v = m —+ 1 seront 
nuls. Afin de conserver la généralité, la somme est prise pour toutes les valeurs 
positives de v. 


dnco dc: dcn—1 
dsn He "Je" rs Cn — 1 
c’est-à-dire que chaque coefficient s'obtient par dérivation du précédent par 
rapport à s. 
*+*) La formule (7.40) est à utiliser pour n = 0, les autres cocfficients c, 
dCn—! 
ds 


dco 
**) Remarquons que fn — T2 


pour # > 1 sont obtenus par dérivations successives, donc — Cn. 


00624 
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J1 ne faut pas oublier que pour r = 0 on a par convention (2r — 1) 1 — 
—=1{. Puis il y a lieu de prendre la moyenne du produit c, (t) X 
X Cn (t + t) sur le temps. En introduisant la notation 


T 
bus (+) = lim D { Su ()S2(t+r) dt, (7.41) 
T 


on peut, à partir de (7.10) et (7.40), trouver la fonction de corréla- 
tion du processus à la sortie d'un élément linéaire, il vient 


Co © 00 CO © 
B*(+) — ÿ > > Y > An+li+2r0ntlet2r0 0 itlet2(ritre) x 


n=0 Ta—=0 ro—=0 l1==0 l2=0 
nHl+2r\ fn +2r\ (n+ li)! (nr +) (2rs — 1) (2re — 1) 
x | n+l n+l ee 
X bus (T) RT (Tr). (7.42) 

Les termes avec nr — 0 correspondent à la partie discrète du 
spectre énergétique (en tant que transformée de Fourier), les termes 
avec rz => 0 se rapportant à la partie continue. 

Si un processus normal n’a pas de terme déterministe, on voit 
disparaître dans (7.42) tous les termes à l'exception de ceux qui 
correspondent à l4 = lo = 0. On trouve alors à partir de (7.42) 
l'expression suivante pour la fonction de corrélation d'un processus 
aléatoire normal stationnâire ayant traversé un système non linéai- 
re dont la caractéristique est approchée par un polynôme, soit: 


© ©œ © 
B(r)= Ÿ R"(x) » | D An42rAn12r0 20 + 2ri+2re x 


n=0 Ta—=0 r2—0 
x () (2r,— 1)! (2r>— 1) ne, 


et comme les sommes en r, et r. se séparent, on a 
B(r)= D, n1 RM D ansar0"t2" us CRUE (7.43) 
n=0 T0 


Ecrivons les premiers termes de la somme (7.43), en négligeant les 
coefficients a, pour r > 9: 
B (x) = [ao + 420? + 3aç;ot + . . .]? + 
+ R (x) [ao + 3a30° + 15a,05 + .. .]* + 
+ 2R° (x) [aco? + 6a;ot + .. .]? + 
+ GRS (x) [a3o° + 104,05 + .. .]* + 
+ 24R8 (x)[asot + ...]? + 120R5 (x) [asoi +... (7.44) 
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Dans l'expression (7.44) la prenrière ligne donne la puissance de 
la composante constante, la seconde correspond à la reproduction 
non déformée à la sortie de l'élément non linéaire du spectre éner- 
gétique d'entrée, les termes suivants sont des superpositions des 
déformations non linéaires du spectre initial du premier, du second, 
du troisième ordre et d'ordres plus élevés. 

7.1.5. Approximation parabolique. Nous allons étudier plus en 
détail le cas où la caractéristique non linéaire est approchée par 
une parabole : 


y = Go + GT+aoT*. (7.45) 
On obtient alors à partir de (7.40) 


Co = Go + 20° + a105+ a20°s", 

Ci = @&10 + 2a:0*s, 

Co = 240”, (7.46) 
Cn = 0 pour n >3, 


. st) 
où S——S » 


Introduisons les notations 


T 
: 1 é 
4,= lim + | so (7.47) 
T 
W,= lim + { S?(t) dt, (7.48) 
T—00 T 
+ 
T 
B,(x)=lim + | suse+næ, (7.49) 
T—+00 T 
r 
B,.#(t)=lim + | S(S?(t+r)dt, (7.50) 
T3 T 
+ 
La 
; 2 
BA(T)= lim + { S2(t) S2(+ T) dt. (7.51) 
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La grandeur À, représente la composante constante de la partie 
déterministe du processus, et la grandeur W, sa puissance moyenne. 
Les grandeurs B,(t), B;:(t) et B,4(Tt) sont respectivement les 
fonctions de corrélation temporelles du processus S (£), de son carré 
S?(t) et la fonction de corrélation mutuelle des processus S (4) 
et S° (1). 

Avec les notations ci-dessus on peut présenter sous la forme 
suivante l'expression de la fonction de corrélation du processus 
aléatoire obtenu après transformation quadratique d'un processus 
normal [voir (7.42)]: 


B*(r) = (ao + a:0°) (ao + a20° + 24,4, + 
+ 2a:W,) + aiB, (t) + 2asa2Bis (t) + 
+ aîBa(t) + 0° la + 4a1a2A, + 4aÏB, (r)] x 
X R(t) + 2aiotR* (rt). (7.52) 


Chaque terme de (7.92) a une interprétation physique évidente. 
La première ligne donne la puissance de la composante constante. 
la seconde correspond à la partie discrète, et la dernière à la partie 
continue du spectre. 

La composante constante provient tant de la partie déterministe 
que de la partie aléatoire du processus d'entrée; dans la composante 
constante la fraction 24, (a A, + a2W.) correspond à la partie déter- 
ministe et (ao + a20*)° à la partie aléatoire. De plus. la composante 
constante contient la valeur moyenne de la puissance des batte- 
ments entre les composantes des parties déterministe et aléatoire 
du processus normal. Cette dernière est égale à 2a:0*° (a,A, + a:W,). 

Le spectre discret, après transformation quadratique reproduit 
le spectre discret d'entrée [terme a°B, (t)] et contient également les 
harmoniques combinatoires des battements entre les composantes 
de la partie déterministe du processus normal [termes suivants dans 
la seconde ligne de la formule (7.52)]. 

Le spectre continu après transformation quadratique reproduit 
le spectre continu d’entrée (terme a’o°R (t)), auquel s'ajoutent les 
harmoniques combinatoires des battements entre les composantes 
de la partie aléatoire (terme 2aïoR* (xt)) et entre les composantes 
des parties déterministe et aléatoire [termes suivants de la dernière 
ligne de la formule (7.52)]. 

7.1.6. Détection quadratique à deux alternances de la somme 
d'un signal modulé en amplitude et d'un bruit normal. Supposons 
que la partie déterministe d'un processus aléatoire normal soit un 
signal modulé en amplitude 


S (4) = u (ft) cos wot, (7.53) 
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l'harmonique le plus élevé dans le spectre de l'enveloppe u (1) est 
bien inférieur à la pulsation porteuse wo. 

Supposons que la composante aléatoire stationnaire du processus 
normal soit un bruit dont le spectre énergétique est concentré dans 
une bande relativement étroite de fréquences au voisinage de la 
même pulsation &©,4. Le coefficient de corrélation R (+) du bruit 
peut alors s’écrire sous la forme (7.15). Nous allons utiliser les 
résultats du paragraphe précédent pour étudier la détection d'un 
signal modulé en amplitude en présence d'un bruit. Il va de soi 
que pour dégager l'enveloppe basse fréquence du signal radio, le 
détecteur doit, en plus d’un élément non linéaire, avoir un filtre 
laissant passer les composantes basse fréquence et supprimant les 
composantes haute fréquence. 

Considérons tout d'abord la transformation non linéaire d'un 
signal en présence d’un bruit, supposant, pour simplifier les raison- 
nements, que la caractéristique non linéaire du detecteur est une 
parabole y = a2:x°. Le coefficient a, peut être pris égal à l'unité, 
car il joue le rôle d'échelle et on peut toujours en tenir compte dans 
les résultats définitifs. 

En vertu de (7.52), pour as = a, = 0 et a: = 1, on a *) 


B* (rt) = © + 20°W, + Ba (t) + 
+ 40%B, (x) R (x) + 204R°? (x). (7.54) 


Nous allons maintenant calculer les grandeurs W,, B, et Bx pour 
un signal modulé en amplitude. En portant (7.53) dans (7.48), 
(7.49) et (7.51) on trouve respectivement 


F La 
À Ù à 1 1 ( . 
W,= lim | u® (t) cost ot dt = lim + { u® (t) dt + 
T-#00 


T 
+ li - | u* (t) cos 2w0t dt; (7.59) 


*) En l'absence de signal utile on a B (rt) = o% + 204R* (rt), donc le coef- 
ficient de corrélation du bruit après détection quadratique est égal à 
— gt 
20 = R? (rt), c’est-à-dire au carré du coefficient de corrélation du bruit 


à l'entrée du détecteur. 
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T 
2: 
B()= lim + | u(t)u(t+Tt)cos wfcos & (t+Tt) dt = 
Ter T 
2 
= L cos or lim + u(t)u(t+t)dt+ 
T—+00 T 
Er 


T 
2 

+5 limt | u(utt+rcos2u(s+7)@; (7.56) 
* Too 


2 
LE 
2 


LE 
: 
= + lim { u? (t)u?(t+T) [1 + cos 2o0t + cos 2o (t + T) + 


+ cos ot cos 2wo(t+ T)] d= + lim + { w(u(t+r) a+ 


T 
A 


FF u? (t)u?(t+T) [cos 2w0t + cos 20, (£ + t)] dt + 
T—+00 
Le 
ie 
+ + cos 20,7 lim T | u®(t)u®(t+t) dt + 
T—+00 T 


T 
2 
++ lim | u® (£)u?(t+T) cos 4@o (e+ 3) dt. (7.57) 


Dans l'hypothèse faite sur le spectre de l'enveloppe du signal, 
un certain nombre de termes dans les expressions ci-dessus sont nuls. 
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Dans (7.55), c’est le second terme qui s’annule, par conséquent 
T 


2 
se 21 ë W 
TZ lim T | u* (£) dt = cu a (7.58) 


2 


où W, est la puissance moyenne du signal w (f) de modulation. 
Dans (7.56) le second terme s’annule également, il vient 


T 
, La 
B,(r)= + cos ur lim + | u (tu (+) = B (x) cos ar, (7.59) 
T—00 


où B, (x) est la fonction de corrélation temporelle du signal modu- 
lateur avec de plus B, (0) = W1. 


Dans (7.57) le second et le quatrième termes sont nuls, il reste 
donc 


T 
Br (D=+ (1 ++ cos 2 ür) lim + | u® (t)u® (£+ t) dt — 


te] ee | 


=+ (1 ++ cos Zur) Bu(t), (7.60) 


où Bu: (rt) est la fonction de corrélation temporelle du carré du 
signal de modulation. 
En portant (7.58) à (7.60) dans (7.54) on trouve 


B°(r)= 0% + 02B, (0) ++ Bus (t)+ Bu () Ro(r)+ OS RE (x) + 
+ [+ Bue(t) + 0° Bu (t) Ro(t) + ot; (x) | cos 2007, (7.61) 


où A0 (rt) est lié par la relation (6.5$) au spectre énergétique du 
bruit à l'entrée du détecteur quadratique. 

En l'absence de signal, il vient en vertu de (7.61) 

B (x) = of [1 + R3 (xt) + RE (x) cos 2w07]. (7.62) 

A la différence d'un détecteur linéaire [voir (7.33)] pour lequel 
la fonction de corrélation du bruit de sortie s'exprime par une série 
infinie suivant les puissances du coefficient de corrélation Ro (t), 
la fonction de corrélation du bruit à la sortie d’un détecteur quadra- 
tique ne contient pas de puissances de À, (t) supérieures à la seconde. 

En utilisant les expressions obtenues pour la fonction de corré- 
lation et en effectuant la transformation de Fourier on trouve le 
spectre énergétique correspondant. 


312 TRANSFORMATIONS NON LINÉAIRES (CH. 7 


En vertu de (7.62) la moyenne et la variance du bruit à la sortie 
d'un détecteur quadratique sont 


drz — 0°, 0% = 204. (7.63) 


7.2. SOLUTION OBTENUE PAR LA MÉTHODE DES INTÉGRALES 
CURVILIGNES 


7.2.1. Solution générale. Supposons que la caractéristique y — 
— f (x) d’un système non linéaire puisse être représentée par une 
intégrale du type (6.16) et écrivons sous la forme (6.18) la fonction 
de corrélation d’un processus aléatoire à la sortie d'un élément non 
linéaire, à l’entrée duquel on applique un processus aléatoire normal. 

En portant dans (6.18) l'expression de la fonction caractéristique 
bidimensionnelle d'un processus aléatoire normal [voir (4.164)] 
on obtient 


o? 
— (u2+2Ruiuo-+u) 
D - * du, dus. 


B(r, 078 | Î g tin) (ins) eïtamitaune” 
1 Ce 

(7.64) 

Dansi l'intégrale % (7.64) seul le terme eïlaiurtazu) contient 

les grandeurs a, — S (t) et as — S (t + t) dépendant du temps. 

C'est pourquoi lorsque l'on prend la moyenne sur le temps de la 

fonction de corrélation B (x, t) seul ce terme intervient. En intro- 
duisant les désignations 


T 
i A 
O4 (1, Us, t)=lim + | eilS(Oui+S(+ Du] dé, (7.65) 
T0 


rs 
2 


on trouve, à partir de (7.64), l'expression suivante pour la fonction 
de corrélation moyenne d’un processus aléatoire à la sortie d’un 
élément non linéaire 


o2 

5 (u?+2Ruius+u 

2 RETENUE “9 Qu, due. 
(7.66) 


Supposons que la composante déterministe S (1) du processus 
soit une fonction périodique du temps de période T que l'on peut 
écrire sous la forme d’une série de Fourier, soit 


B*(7) = _ Ï Î g (ius) gite) Os (Us Uzs T) e 
Ci C2 


S(t)= D An cos 2 4. 


n=—=0 
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Remarquant que dans notre cas la moyenne de (7.65) peut être 
prise pour une période, on obtient l'expression suivante pour la 
fonction O6, (U4, Us, T): 


TJ 
2 œ 
1 À 2nnt 
O, (u1, Uo; D=+ exp Hi y [ u4A cos T + 
SEL n=0 
2 
9 
+ uAn cos | | dt. 
23 
En introduisant une nouvelle variable v — et en mettant en 


facteur la composante constante A0, on trouve 
O: (u1, Up, T)—= eiAoluituz) x 


sa Luis {: D À} [ 2, COS 721 —- U COS (rv+ ee |} du. (7.67) 
0 n= 1 


En effectuant sous le signe de la somme des transformations élé- 
mentaires on obtient 


Ui COS 720 — WU COS (ro+ SE } = 


2HnT 
7 — COS (av + pa), 


= V'ui+ ui + 2uju, Cos 


ici l'angle de phase p, ne dépend pas de v. On peut maintenant 
écrire (7.67) sous la forme suivante: 


6, (u,, Uo, T) — ei(u:+u2)Ao x 


t9 


T 


JT O0 oo 
VS exp {: ÿ An J/ ui+ui+ Zu COS nn cos (nv + qn)} dv. 
n=1{ 


LT 


[= 


(7.68) 
Avec les notations 
a a 2nnt 
Tn = An COS Pa vx: + us + 2usu, COS T 
(7.69) 


2AnTt 


Yn = An SIN Ph V'u+ Us + ZUjU2 COS T 


on peut écrire (7.68) comme suit : 
Os (ui, Ur, T) = efluit+us)40 X 
27 oo 
1 à : d 7.10 
X zx! exp {: D (Zn COS NU — Yn sin nv) } v. (7.10) 
(1 n=1 
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FHCIONS plus en détail le cas d'un signal harmonique S (t) — 
= a cos À SE . 11 vient de (7.70) 


O,(ui, Uo, t)=Jo(xs) = Jo (a V'u+ u° TE (7.71) 


Utilisant le théorème d’addition connu de la théorie des fonc- 
tions de Bessel on peut écrire (7.71) sous la forme d’une série [com- 
parer avec (17) du problème 4.9]: 


Ge (ui, up 7) = D (— 1)" end n (aus) Jn (aus)cos EE, (7.72) 
n=0 
OÙ Ep = À, En = 2pourr > 1. 
Si maintenant on porte (7.72) dans (7.66) et si l'on effectue 
en outre le développement en série du facteur e—*Ruus 


e—1*Rusus — S (— 1) —— Le uhuË, (7.73) 
k—0 
on peut, dans l'intégrale double (7.66), séparer les variables d'inté- 


gration et écrire la fonction de corrélation B* (x) sous la forme sui- 
vante 


B*(r)= Y Ÿ (—1ytte, PO cos a 


X 
n=0 Rk=0 
o?uf 
X5— \£ (ius)uëJh (ausje Ce, dus X 
{ 
; oui 
X5+ | g(iu)u*J, (au.)e * du. 
Ca 
Avec la notation 
in+kR _ PE 
hnk=— { g(iu)u*Jh (au)e 2 du, (7.74) 
Û 
on obtient eee 

B*(r) — S s' 2no* 2 En Rh (x) hEx cos TT : (7.74!) 


ñn=0 R—=0 
Dans la somme (7.74’) le groupe de termes pour lesquels 4 = 0 


correspond à la partie discrète du spectre énergétique. La grandeur 
h%o est égale à l’ DATA de la composante discrète de ce spectre 


pour la fréquence - 7 . Les autres termes avec k =£ O0 correspondent 


à la partie continue du spectre. 
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Si dans (7.74) on pose a = 0, on obtient la formule de la fonction 
de corrélation du processus à la sortie d’un élément non linéaire 
à l'entrée duquel agit un processus aléatoire normal stationnaire. 
On a alors k,, = 0 pourr > 0et 


© oh : _ 
B(t)= D 7 R*(r) An, (7.75) 
R=0 
où 
iR à = que = 
kox = T7 Î £ (iu) ue 2 du. (7.76) 
C 


Remarquons que, si l’on remplace dans (7.76) g (iu) par sa transfor- 
mée intégrale (6.17) et si l’on utilise la relation 


_otui o2u? 
T2 -ixu — (_— 9  A—iux 2 
Dre u'e e"*" du =( re = (5 fe e du) 
C 
ne x? 
__ (—41)8 de 20 1 (2) e 20? (7.77) 
Oo V2 dr  oiÿ/2x *\o | 


on voit que la grandeur o"kw, dans le développement (7.75) est 
égale au coefficient c, du développement (7.13) obtenu par la mé- 
thode directe. 

La relation (7.74”) montre que, pour calculer, après transforma- 
tion non linéaire, le spectre énergétique de la somme d'un signal 
périodique et d’un processus aléatoire normal stationnaire, il suffit 
de calculer la transformée de Fourier des puissances du coefficient 
de corrélation du processus d'entrée et les intégrales (7.74) qui 
dépendent de la caractéristique g (iu) de la non-linéarité. 

7.2.2. Cas d’un processus stationnaire à bande étroite. Supposons 
que le spectre énergétique de la partie stationnaire d'un processus 
normal soit concentré dans une bande étroite de fréquences au voi- 


sinage de la pulsation porteuse wo = = du signal. Le coefficient 


de corrélation R (x) peut alors s’écrire comme R, (x) cos wot [voir 
(7.15)] et en vertu de (7.74) on obtient 


B*(x) — > > Les Ri (T) hk2, cos" wgt cos nOopTe (7.78) 


n=0 k=0 


En remplaçant les puissances des cosinus par la somme des cosinus 
des arcs multiples conformément aux formules (7.17) et (7.18) et 


D] 


effectuant des transformations analogues à celles du $ 7.1.2, on 


316 TRANSFORMATIONS NON LINÉAIRES [CH. 7 


peut facilement arriver à une expression analogue à (7.24): 


B*(r)= D enhi, cos rogt + Ÿ\ en Ba (tr) cos nwot + 


n=0 n=0 


++ D D EnBar-1, n (t) [cos (7 + 2r — 1) wot + cos (nr — 2r + 1) Wot] + 


n=0 r=1{ 


LT D Des Born (t)[cos(R+ 2r)@ot+cos(r—2r)wgt]. (7.79) 
n=(Ù) r=1 


* 


ou 


: =) 
4 9 
Ba (x) = > or on RÈ (r); (7.80) 


2) 


ak-2 ke 2 = 
Barn, n (T) = p: OR TU Ur) ha, 2k— RG ; (1.51) 


Fans 
PB, n (T) = S ET  — n, ART (t). (4 .82) 


R=r 


Le spectre énergétique à la sortie d’un système non linéaire 
peut être obtenu par transformation de Fourier de B* (x). La partie 
discrète de ce spectre correspond à la première somme de (7.79), 
les autres termes de cette expression donnant la partie continue. 

7.2.3. Détecteur à une alternance de puissance v. Soit un détecteur 
à une alternance dont la caractéristique est *): 


{ &o(r— 70)", ZT > Lo: v>0, = 
f(x) ie Il 0, z < Lo (7.83) 
, @&T(v+1) e—iuxo 
(éu u)YTI 
et le contour C coïncide avec l’axe réel, ne contournant que l'ori- 
gine des coordonnées suivant un demi-cercle du demi- -plan infé- 
rieur (fig. 7.3). Les coefficients (7.74) s'expriment alors par des 
intégrales de la forme 


La fonction g (iu) correspondant à f (x) est égale à 


ou 


lies vu à k-v-1J,(auje 2 e-ixudu. (7.84) 


*) On peut évidemment présenter cette caractéristique comme la somme 
de deux caractéristiques du type (7.83) : f1 (x) + f2 (—zx), alors la méthode des 
intégrales curvilignes peut être étendue au cas de la détection à deux alternances. 
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On peut calculer les intégrales (7.84) en développant e-ixu et 
J, (au) suivant les puissances de uw. Après la substitution E — u? 
le problème se réduit au calcul des 

intégrales curvilignes 


] E-ie-t dE, 


coïncidant simplement avec la re- c 
présentation intégrale de la fonction 
gamma (voir, par exemple, M. La- 
vrentiev, B. Chabat. Méthodes de la 
théorie des fonctions d'une variable 
complexe, 1972, éd. «Mir»). 

Pour un processus aléatoire normal stationnaire (a — 0) les 
grandeurs k,, — 0 pour nr > 0, et pour z = 0, en vertu de (7.84) 
et (7.77), elles sont égales à 


Fig. 7.83. Circuit d'intégration 


ou? 
Ron — jh-v-i aol Sun 1) uhk-v-ie 2 e—ixou fu 


et pour 4 > v + 1 à 


En 


e 20, (7.85) 


Zn 

hu == BTS LYS Va Hr-v-s (+) 

7.2.4. Limiteur parfait d’un bruit normal stationnaire. A titre 
d'exemple illustrant l'application de la méthode des intégrales 
curvilignes considérons la fonction de corrélation et le spectre 
énergétique d’un processus aléatoire normal stationnaire de moyenne 
nulle, ayant traversé un limiteur parfait, dont la caractéristique 
est un cas particulier de (7.83) pour v = 0, soit 


(To TZ > To, 7.86 
=D = 6 3er. (7.86) 
En vertu de (7.85) si v — 0 on trouve pour k > 1 
x® 
ho = VE Hy- (=) e 20%, (7.87) 


Le terme donnant la composante constante correspond à 
k — 0. Il est égal à (comparer avec (13) du problème 6.4) 


Ào0 = Lo [1—F (= | | , (7.8S) 


où 
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En portant (7.87) et (7.88) dans (7.75) on obtient l’expression 
de la fonction de corrélation d’un processus aléatoire normal station- 
naire à la sortie d'un limiteur parfait 


na 


Xe 


Bo=afi-r(2)j+#es Juifs) 0. (59 
k=1 


Pour zx, = 0 compte tenu de la formule (8) de l’annexe IV on a 


B(r)= À {147 rot 3 TE Rare (x) ]} 


ou, en prenant la somme de Ia série, on obtient *) 
B(n=Ë[1++ arcsin R(1) |. (7.90) 


Si à l’entrée d’un limiteur parfait on applique un processus aléa- 
toire normal stationnaire dont le spectre énergétique se trouve con- 
centré dans une bande étroite au voisinage de wo, on peut en uti- 
lisant (7.79) à (7.82), (7.87) et (7.88) calculer la fonction de corré- 
lation du processus à la sortie de ce limiteur parfait, soit: 


B (rt) = af us (2) + 


s (4) 


+sée 5 AUD M (2) tar RP 


(2k— 1) 1 222 


2k 
+ 2 5 H5n-1 (= enr) R5 ) cos nd . (7.91) 


A partir de cette expression on trouve par transformation de 
Fourier le spectre énergétique des bruits très limités, ayant une 
forme caractéristique pour les transformations non linéaires (com- 
posante constante mise à part), c'est-à-dire qu'il se compose d'une 
raie vidéofréquence et de bandes disposées au voisinage de w, et 


En 2k—1 | . 
+5 , S'Hr (2) Er EE RS (x) cos (2r— 4) out + 
R=r 


r= 1 


*) Remarquons que l'on peut obtenir (7.90) pe simple nl de (7.2) 
en passant aux coordonnées polaires. C’est là un des rares exemples où l'on peut 
éviter la représentation de la fonction de corrélation après transformation 
non linéaire sous la forme d’une série. 
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de ses harmoniques (voir fig. 6.1). La distribution de l'énergie entre 
la raie vidéofréquence et les harmoniques de la porteuse dépend du 
niveau de limitation. 

Utilisons maintenant (7.91), ce qui nous permettra d'étudier 
plus en détail le cas d’une forte limitation où la moyenne quadra- 
tique de l'amplitude des bruits est nettement supérieure au niveau 


de limitation, c’est-à-dire zo € ©. Comme pour # pair H, (æ) ne 


. . . Z . : 
contient que des puissances paires de — , et pour # impair que des 
puissances impaires, en ne gardant que les termes proportionnels à 


Bo (1-22 +)+ 
a ([ CL 


Ro (t) + 2 Lustial | COS WoT + 


n—r 


ÿ RES 7 (t) | cos (27 — 1) ot f + 


æ (ri) |? “à 
aix 
Fe { (nr) 1 22 0" (x) + 
n=i 


a ee er =) on : 
+2 D —Goras — Ro (t) cos 2r00T : (7.92) 


n=r 


La relation (7.92) montre que pour zo = 0 le spectre des bruits 
limités se trouve concentré au voisinage de la pulsation porteuse 
w, et de ses harmoniques impairs [voir les termes entre les premières 
accolades dans (7.92)]. Pour x, = O et xo © on voit apparaître 
des composantes spectrales combinatoires dans la bande vidéofré- 
quence et les bandes disposées au voisinage des harmoniques pairs, 
mais l'énergie correspondant à ces parties du spectre est bien infé- 
rieure à celle des bandes se trouvant au voisinage des harmoniques 
impairs de wo. 

La figure 7.4, a représente le spectre énergétique pour zo & © 
lorsque le spectre des bruits à l'entrée du limiteur est uniforme 
dans la bande A. Le spectre au voisinage de la pulsation porteuse 
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©, est donné par la transformée de Fourier de l'expression 


2n—1 
| œ [@r—sne(P ) 
PB; (t) = LR, (t) + ÿ voor Cent ) R5 : (t) COS Wot. 


— 9 
— 


(7.93) 


Le premier terme dans (7.93) reproduit fidèlement la forme du 
spectre d'entrée. La différence entre la forme des spectres d'entrée 
et de sortie est déterminée 
par les termes suivants, dont 
l'influence est cependant in- 
signifiante. La figure 7.4,a 
montre la forme du spectre 
au voisinage de la pulsation 
porteuse © = w, (sur ce même 
dessin on a représenté en poin- 
tillé le spectre énergétique 
des bruits à l’entrée du limi- 
teur). On peut montrer que 
pour zo = 0, l'aire de la par- 
tie du spectre de sortie au voi- 
sinage de la pulsation porteuse 
wo, est égale à 0,8 de l’aire du 
spectre d'entrée, donc 20% 
de la puissance des bruits se 
transforment en puissance des 
Fig. 7.4. Spectre énergétique des bruits harmoniques impairs de la 
pour un niveau d’écrêtage bas (a) et un Porteuse. Remarquons que ces 

niveau d'écrêtage élevé (b) mêmes relations énergétiques 

se conservent dans le cas 

d'une limitation parfaite 

d'une tension sinusoidale, car dans ce cas la tension de sortie 

est une suite périodique d’impulsions avec un rapport pério- 
de/durée égal à 2. 


Lorsqu'on augmente le niveau relatif de limitation 2 la répar- 


tition des puissances entre différentes parties du spectre énergétique 
change considérablement. Ainsi, par exemple, pour x, = © la 
partie essentielle de la puissance moyenne du processus à la sortie 
du limiteur se trouve concentrée dans la bande vidéofréquence 
(25 %}) et au voisinage de la pulsation w9 (50 %) comme on peut 
le voir sur la figure 7.4, b. On observe l’effet de redistribution des 
puissances lorsqu'on limite une tension sinusoïdale à niveau élevée. 
Le rapport période/durée d’impulsions à la sortie du limiteur aus- 
mente alors en même temps que diminue la puissance du premier 
harmonique de la pulsation de cadence. 
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7.2.5. Limitation parfaite de la somme d'un signal sinusoïdal et 
d'un bruit normal. Examinons les transformations que subissent la 
fonction de corrélation et le spectre énergétique en présence d’un 
signal sinusoïdal S ({) = a sin wot lorsque l’abscisse du point de 
fonctionnement coïncide avec la tension de coupure (rx, = 0). On 
a alors en vertu de (7.84) (voir annexe V) 

ue 
ln = Na | u“-1J,(au)je © du= 


| 
n+k 
—) 


— ne HS) 5) : (1 X 


XF, n+1, —). (7.94) 


Comme pour des valeurs entières négatives la fonction gamma est 
illimitée, en vertu de (7.94) on a k,, — O0 pour n + k = 2r (r — 
— 1, 2, ...). En portant dans la première sômme de la formule 
(7.79) l'expression de k,0 d’après (7.94), on obtient la partie pério- 
dique de la fonction de corrélation 


É 2 1 2n—1 
Ba (r) = + 2 2fe-5 (y) ' 


M De (r—< , An, — 2 )| ces (27 — 1) ot, (7.95) 


à laquelle correspond la partie discrète du spectre énergétique à la 
sortie du limiteur 


1 aÿ a s 1 a 2n—1 
A Fi 0)=-6 6 @)+ Fer ( ) x 


os vi 
res" (r—+, 2n, — ce RS @o]e 


(7.96) 
Si o —+ 0, en utilisant le développement asymptotique de la fonc- 
tion hypergéométrique (voir annexe V) et compte tenu de 


3 1 ‘2n—1 ” 
Er) (+) cie 
on trouve en vertu de (7.96) 


LFb)=Ë6(@)+ÈT EF ô [o— (22 — 1) og]. (7.97) 


LES | 
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L'expression (7.97) représente le spectre énergétique d’une suite 
périodique d’impulsions rectangulaires de rapport période/durée 
égal à 2. 

En prenant dans les sommes de (7.79) les termes pour r = 0, 
on obtient (sans tenir compte de la composante constante) la fonc- 
tion de corrélation correspondant au spectre continu dû aux batte- 
ments entre les composantes du bruit. Cette fonction de corrélation 
coïncide avec (7.92), si l’on rejette le dernier terme contenant en 
facteur x. Les autres termes de (7.79) dans ces sommes (n >> 0) 
correspondent au spectre continu dû aux battements du signal et 
des composantes du bruit. Dans ce cas tous les harmoniques pairs 
s'annulent. 

L'expression explicite de la fonction de corrélation du processus 
aléatoire à la sortie du limiteur en fonction du coefficient de corré- 


lation des bruits à l’entrée du limiteur et du rapport _ s'obtient 


en portant dans (7.79) les expressions (7.80) à (7.62), compte tenu 
de (7.94). 


7.3. SOLUTION PAR LA MÉTHODE DES DÉRIVÉES 


7.3.1. Solution générale. Lorsqu'à l'entrée d’un élément non 
linéaire non inertiel agit un processus aléatoire normal, il est parfois 
facile de calculer non pas la fonction de corrélation du processus à la 
sortie de cet élément non linéaire, mais la dérivée de cette fonction 
par rapport au coefficient de corrélation du processus d'entrée, après 
quoi la fonction de corrélation cherchée s'obtient par une intégration 
plus simple qu’à partir de (7.2). Cette méthode de calcul de la fonc- 
tion de corrélation à la sortie d’un élément non linéaire, qui, comme 
nous allons le montrer tout de suite, est une conséquence de la mé- 
thode des intégrales curvilignes appliquée au cas des processus aléa- 
toires normaux, est appelée méthode des dérivées. 

En dérivant directement l'intégrale double par rapport au para- 
mètre À on obtient à partir de (7.66): 


dRB (x) __ (—1)* 0°h | kuko(i ; 
RG) Je | uRuñg (ius) g(iu) X 
C1 C2 


o° 
—— (u5+ui12Rujuo) 


X Os(uiwt)e ? du; dus. 


En substituant à la fonction caractéristique bidimensionnelle 


d’un processus aléatoire normal son expression en tant que transfor- 
mée de Fourier de la densité de probabilité bidimensionnelle, et en 
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changeant l’ordre d'intégration on‘obtient 


dkB(r) _ (Dr k,,k 
dR (1) TER j j CA Jim x 


x g (ins) g (ue) e-tuartusm) Qu, du, | 


= 5 [(ra— 03) — 2R (xi — a2) (x — 02) + 


x exp {ru 
+ (x— a}°] | dr; dre. 
Les variables d'intégration par rapport à u, et u. se séparent et 
en vertu de (6.16) on a 


(— D dRf Te 


a |ueGu)e tue = fe (0), 
donc 
ÉUTO CS S T Cu : 
“dRR(T) (T) 2H VH—R?()] (t)] | | Î (x 1) Î (x2) X 


—o 0 


1 2 
X exp rc [(x1 — 1) — 


— 2R (x) (ras) (ma) + (r—a)j} dridre (7.98) 


«= 


La formule (7.98) se trouve à la base de la méthode des déri- 
vées *). 


Si f (x) = à ax, on a f{") (x) = a,n ! et en vertu de (7.98) 


on obtient 
dnB (R) 
dARAn 


— (ann !)° 0°”, 


ce qui veut dire que la fonction de corrélation après une transfor- 
mation non linéaire représente dans ce cas un polynôme de degré n 
par rapport au coefficient de corrélation d'entrée. 

Supposons que la fonction f (x) se compose de segments de poly- 
nômes formant des points anguleux aux jonctions. Pour des valeurs 
assez grandes de # la dérivée f®) (x) sera égale à une somme de fonc- 
tions delta et le calcul de l'intégrale (7.98) devient simple, compte 
tenu de la propriété de filtrage de la fonction delta et de ces déri- 
vées. 


Dans [9] on peut trouver un résultat général dont (7.98) est un cas par- 
ticulier. 


21 
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Remarquons qu'on peut utiliser une formule du type (7.98) 
pour le calcul de la fonction de corrélation mutuelle à la sortie de 
deux dispositifs non linéaires, si on applique un processus aléatoire 
normal à leurs entrées. Il faut pour cela remplacer sous le signe de 
l'intégrale f()(x;)f(#)(x,) par AA(x:) (x). En particulier, 
si fs (ts) = T1, pour la fonction de corrélation mutuelle des pro- 
cessus à l'entrée et à la sortie d'un système non linéaire lorsque le 
processus d'entrée est normal et stationnaire, on trouve l'expression 
suivante (4 = 1): 


dBec (rt) | 1 CT Ce 
dR:(T) 2x V1—RE j j5 (2) X 


1 : : 
X exp { ar ea) + (2x2 — a:)° — 


—2R; (05) (#—0))} dnidr,= 


a \ f'(m)e 20 dr>=0C. 


= 


Le second membre de cette expression ne dépend pas de t. Compte 
tenu de 


B:x (oo) = a;a, R: (oo) = 0, 
on trouve 
Baux (r) = CR (x) + aa. 


Si la moyenne du processus normal est a: — 0, on a [voir (6) 
dans le problème 6.2] 


Biz (t) = CRe (t). (7.99) 


7.3.2. Limiteur parfait et détecteur linéaire. Donnons quelques 
exemples d'application de la méthode des dérivées. Proposons-nous 
d'obtenir les expressions des fonctions de corrélation des processus 
à la sortie d’un limiteur parfait et d’un détecteur linéaire, lorsqu'on 
applique à leurs entrées un processus aléatoire stationnaire de moyen- 
ne nulle, de variance 0? et de coefficient de corrélation R (x). 
Ces expressions ont été obtenues ci-dessus par d’autres méthodes. 
Nous allons montrer combien la méthode des dérivées permet de 
simplifier les calculs. 

Pour un limiteur parfait de caractéristique (7.86) pour zo = 0 
on a 


f(x) = &oô (x), 
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et en vertu de la formule (7.98) 


dB(r) a toc 
dR(T) 2x VI—R?() : 1 (1) 8 (2) X 
1 
X exp rc: (xŸ+ z—2R (Tr) mx) } dr: dr> = 
__ aÿ 1 
2 VIRE 
Mais comme R —0 pour t—+ œ et R (co) = on à 
R(T) 


D eee: 
De Vin à [1+ = arc sin R (r) | < 
ce qui coïncide avec (7.90). 


Pour un détecteur linéaire dont la caractéristique est de la forme 
de (7.27) on a 


f" (x) = à (2). 
Tout comme précédemment la formule (7.98) donne 
dB(r) __o 1 
dRE(T) 2% VIRE 
dB 2 2 
Comme pour tT—>o ona R=0 et (FF)... =, B (co) = + 


on obtient finalement 


R 
B (x) ratT] (1 +< arc sin R) dR — 


= = + R(D +R ()arcsin R(r) + VT— EF |, 


ce qui coïncide avec (7.32). 
7.3.3. Limiteur partiellement linéaire. Soit maintenant un limi- 
teur dont la caractéristique présente un segment linéaire: 


— y T<—@, 
y= f(x) = T; |z | < os 
Ag, ZT > Lo: 
Dans ce cas 
f" (x) = 6 (x + &o) — 6 (x — a), 
et si le processus d'entrée est stationnaire de moyenne nulle, on 
trouve à l’aide de la formule (7.98) 


at(1-R) a=(1+R)" 
d°B (x) 0? [ ed ——_— ME 
PERRIER C(1-R°) _ o:(1—R:2) 
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C'est une équation différentielle ordinaire du second ordre, elle 
peut faire l'objet d’une intégration numérique pour les conditions 
initiales suivantes: 


R(œ)=0, B(œ)=0, (FR )._.=0 [2F (<) 1} 


La formule (7.100) permet de calculer facilement le développe- 
ment de la fonction de corrélation à la sortie du limiteur en série 
suivant les puissances du coefficient de corrélation de processus 


d'entrée. En utilisant (7.5) pour si = 52 = 0 et x = 2 = © 


O 
on obtient 
à a2(1-R) ; a © Fe 
+9 CUI-R)— pe D Re (©) 
2: — R2 27 n O : 
2a V1—R an 
et pour T1 — —2= 
; a2(1+R) ; co _ 
"9 PR) 07 TL SC )* H3 (©) 
AR? 27 "nt o } 
2x V1—R _ 
d'où 


d°B(T) 20° er 2n-1 9 &o 
dR? (T) ne DE Gent Hans (=) . 


En intégrant deux fois sur R les deux membres de l'égalité 
obtenue et compte tenu des conditions initiales ci-dessus, on obtient 
le développement cherché 


B(r)=0[2r(<%) —1PR (+ 


2 © 
+ DRM O 7e, (©). (7.104) 
= 1 


7.3.4. Détecteur quadratique à une alternance. Soit maintenant. 
un détecteur quadratique à une alternance, dont la caractéristique 


est 
z, T>0, 
= @= z<0. 


On a alors 


J” (x) = 26 (x) 
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et si le processus normal à l'entrée du détecteur est stationnaire et 
de moyenne nulle on obtient à partir de la formule (7.98) 


dB (tr) _2 O4 
ARS) Vie. 
Les conditions initiales sont 


R (co)=0, B(o)= , (TR). (Se) __=0t. 


L'équation (7.102) s'intègre facilement à l'aide de fonctions élé- 
mentaires, il vient 


B(D= TE ++ ER (9 VI + 
++ are sin À (t) ++ R° (7) arcsin R (x) | + (7.103) 


(7.102) 


Remarquons que la propriété de filtrage des fonctions delta, 
utilisée dans la méthode des dérivées, peut également être appliquée 
au calcul des coefficients du développement (7.7) de la méthode 
directe. En effet, en remplaçant les polynômes d’'Hermite par une 
exponentielle (voir annexe IV) et en intégrant par parties k fois, 
on obtient 
(x-—s)° 


nn (z—s)e ©? dr. 


Cn = 


Tout comme dans (7.98) les calculs se simplifient si f(H)(x) est 
une somme de fonctions delta (voir pour plus de détail [5]). 

7.3.5. Limiteur de lissage. Considérons maintenant un exemple 
montrant qu'on peut calculer la dérivée (7.98) sans recourir aux 
fonctions delta. Calculons la fonction de corrélation d'un processus 
aléatoire à la sortie d’un limiteur de lissage dont la caractéristique 
est donnée par la fonction 


lorsqu'à son entrée agit un processus aléatoire normal stationnaire 
à moyenne nulle. On a alors 


f' @=e 21202 


et en vertu de . 98) 
dB(t) = tt mi + 25 
dR(t)  (2x1o}° AV À — Hi j exp { 


—2 


_ xŸ— rire +451 
GR J 271 
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En utilisant la formule générale pour le calcul de l'intégrale 
obtenue *) [voir (9) de l'annexe II] on a 


dB (t) PA 2 


dR a a 
() ds Vire RE x V(E+1)2—2A2(r) 


Comme pour t —+ oo on a R (oo) = 0 et B (co) = 0 (si f(x) est 
symétrique) on peut écrire 


F0 d 2 R (rt) 
z . T 
PER) Vans no: 


ty 


(7.104) 


Pour { —+ 0 la formule (7.104) donne l'expression du coefficient 
de corrélation du processus à la sortie d’un limiteur parfait (syme- 
trique) (voir problème 7.11 pour &o = 1). 

7.3.6. Généralisation. La formule (7.98) peut être généralisée 
au cas où à l'entrée d’un système non linéaire non inertiel de carac- 
téristique y = f (xz1, z2) on applique deux processus stationnaires 
normaux cohérents E, (t) et E: (t + t) de même variance 0° et de 
coefficient de corrélation mutuelle R (t). Supposant que la caracté- 
ristique du système peut s'écrire à l’aide de l'intégrale curviligne 
multiple 


ACTEOES DT | \ g (us, iu,) eitusitusæ) du, dus 
Ci C2 


et revenant aux raisonnements du $ 7.3.1, on obtient l'expression 
suivante : 


dhM (R) o2h-2 
TU dRk  2n Vi j Jar Oxh rh D Ge 22)] X 
X exp 5 [(xi— 03) —2R (mi — a) X 
x (#2 ar) + (22 a)°]} dridzs, (7.105) 
où 


M LR (7)] = m; {f [61 (0), &2 (6 + ml}. (7.106) 
Dans le cas particulier où E, — E2 et f (x:, T2) = f (x) f (x) 
on obtient (7.98) à partir de (7.105) car = (xs) f (x2)] = 


= f(x) f(x). 
*) Avec les notations de l’annexe VI, on a dans l'intégrale considérée 


2 1 


l 
Lente tar > = 
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Pour illustrer la formule (7.105) considérons l'exemple suivant. 
Soit ay = a, = 0 et 
f (tu Te) = [mm +zl— 17 — 2 |, (7.107) 
if vient alors 
EICLED «5 [Ô (x1 + ze) + 8 (x1 — 22)]- 


Ôxy 0x2 


En vertu de (7.105) on a 


D | | [Ô (za + ze) + Ô (x1 — 22)] X 


: ti —2Rryt2 + 2 } e 
x exp {— es] dde = 
; co x2 x2 
= - | fe” S1-R) Le ÙI+R)] dr = 
nVI—R J 


o 1 1 : | 
L'intégration de l'équation (7.108) pour les conditions initiales 

R (co) = 0, M (co) = 0 donne 
M (R)= = [VTEREO—-VI-R |. (7.109) 


Remarquons que pour R = 1, l'expression (7.109) devient 


M (0)=2m{1E1}= 20 / +, 


où E est une variable aléatoire normale de moyenne nulle (voir 
problème 2.4). 


7.4. QUANTIFICATION D'UN PROCESSUS ALÉATOIRE NORMAL 


7.4.1. Fonction de corrélation des bruits de quantification. La quantifica- 
tion des signaux en amplitude est un moyen efficace de lutte contre les bruits 
dans les systèmes radiotechniques. Dans la gamme continue dynamique des 
valeurs du signal, on distingue un certain nombre de niveaux discrets. La quan- 
tification du signal du côté de l'émission consiste à transmettre, au lieu de la va- 
leur instantanée du signal, la valeur du niveau discret le plus proche. 

La quantification des signaux en amplitude est efficace contre les bruits, 
si toutefois la moyenne quadratique des bruits est petite par rapport à la diffé- 
rence entre les niveaux discrets. La quantification conduit à des déformations du 
signal appelées bruits de quantification. La quantification des signaux en ampli- 
tude se trouve à la base de tous les systèmes de modulation d’impulsions codées. 

Calculons maintenant la fonction de corrélation et le spectre énergétique 
des bruits de quantification. On peut considérer l'erreur de quantification, 
c'est-à-dire la différence entre le signal initial et le signal quantifié comme le 
résultat de la transformation du signal initial dans un élément non linéaire 


330 TRANSFORMATIONS NON LINÉAIRES [CH. 7 


de caractéristique en dents de scie (voir la figure 7.5) donnée par l'expression 
f(x) = z — mb, 
(m—+) DLz< (m+=) 8, m=0, +1, +92, ..., (7.110) 


où 6 cst la différence entre deux niveaux discrets consécutifs. 


Fig. 7.5. Caractéristique en dents de scie 


La fonction périodique f (x) de période ô peut être décomposée en série de 
Fourier 


f(x) =i > 9° sin = ; (7.114) 
n={ 


La fonction de corrélation des bruits de quantification s'écrira alors 


2 = — +R 
B; (ti, = 5 > » - = { Ÿ su n SRE x 
LES | Lee 


X sin TRE Was (is Tes fr 2) dr dre, (7.112) 


ee w2i est la densité de probabilité bidimensionnelle du signal initial (à quan- 
tificr)- 


L'intégrale dans (7.112) peut facilement s’écrire à l’aide de la fonction 
<aractéristique bidimensionnelle du signal 


oO Oo 


| | sin AS sin SE Vos (ris Ta, Lis ln) dr, dre — 
1 27n 2nk 27n 27k 
. —7[ 0: (+ 175 Lis 2) — Oz (-+ 5 ? lis 1) a 
2an 2nk 271n 21k 
165 (- 5, ne), ae) |]. GA19 


En portant (7.143) dans (7.112) et en étendant la sommation aux indices 
négatifs on obtient 


—\yntkt1l 2 2r1k 
TT RE S" De, (, nu), (116 


n= — 00 li -=— 00 


où le signe « prime » désigne que l’on exclut le terme avec n = k = 0. 
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La formule (7.114) donne l'expression générale de la fonction de corréla- 
tion des bruits de quantification pour une distribution arbitraire des probabi- 
lités du signal à quantifier. 

Si le signal est un processus aléatoire stationnaire normal de moyenne nulle, 
de variance 0° et de coefficient de corrélation R£E(t), on trouve à partir de (7.114) 
et compte tenu de (4.164) 


_ & er (—1yn+h+1 
PES An? > > nk di 


n=-0 k=— 00 


X Exp {— is (n2+ 2nkR: + m)| _ 


2n°02 
LE D RQ tt 7 (MERE) L ATRRR, 
Sd 2 ae à 


nk ; Ô- 


n=1 R=1 


2 
En introduisant la notation B — (5) , écrivons la fonction de corrélation 


des bruits de quantification d’un processus aléatoire normal sous la forme 
suivante : 


00 4n°n? # 
Bo° B 4n2xiR,(t) 
Bo=E | 5 ne © D 
n=1 ES 
© © 27° (n°+R?) : 
(—1ynth FU op &xEnRR,(T) - 
HD D —e h—— | . (7415) 
n=1 k=1 
n£kh 


Supposons que la différence 6 entre les niveaux discrets soit bien plus petite 
que la moyenne quadratique © du signal. En fait, ceci est pratiquement toujours 
réalisé. On a alors B « 1. Compte tenu de cette dernière inégalité, on peut 
négliger dans (7.115) les sommes doubles par rapport à la première somme, et en 
remplaçant le sinus hyperbolique par son développement asymptotique 


(sh z — Lex, z > 1), on obtient l'expression approchée de la fonction de corré- 


lation des bruits de quantification, donnant tout de même une précision suffi- 
sante pour la majorité des problèmes pratiques. On a: 


&n2x2[1 —R;(T)] 


2 DR - 
B; (T) = ro au" B . (7.116) 
n=i 


La puissance totale des bruits de quantification (variance de l'erreur de 
quantification) est égale à 


BO=SE Der 6 1 EUR 


c'est-à-dire au douzième du carré de la différence entre les niveaux discrets. 
Il est facile de voir que, dans le cas étudié, la variance de l'erreur coïncide 
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p] 


avec celle d’une variable aléatoire uniformément distribuée dans l'intervalle 
de zéro à 6. En effet, si la différence entre les niveaux discrets est petite, l’erreur 
de quantification est assez bien approchée par des segments de droite (sauf 
le cas où le signal entre les niveaux discrets a un extrémum). 

7.4.2. Spectre énergétique des bruits de quantification. Calculons le spectre 
énergétique FE (&) des bruits de quantification supposant que le spectre du 
signal initial est uniforme dans la bande 2A des basses fréquences. Le coefficient 

sin TA 


de corrélation de ce signal, en vertu de (5.45), est Re (t) = THÉ En uti- 


lisant le théorème de Wiener-Khintchine on obtient à partir de (7.116) 


4Bo? 1 4n°x° in TA 
Fy o)= 8 ÿ TR | il L (1— — ) cosœtTadt (7.118) 
nesi 0 
sin TA 


En développant en série et en ne conservant que les deux premiers 


TA 


termes (étant donné que la fonction sous l'intégrale dans (7.118) décroît rapide- 
ment. avec l'augmentation de tA),ona 


œ 2n2rx21t243 


œ 
280? 1 C — 5% — 
Fe CE > | e %B  coswtér. (7.119) 
n=1 0 


Nous avons déjà rencontré les intégrales se trouvant sous le signe de la somme 
[voir (5.42)]. En portant dans (7.119) les valeurs de ces intégrales on trouve 
pour le spectre énergétique des bruits de quantification 


ù 5 co = 363 
FO TV 2e Dre PP. (7.120) 
n=1 


On pet calculer le temps de corrélation à partir de la relation [comparer avec 
1) 


(4.67 


ou *) 
DT —. (7.121) 
On voit que le temps de corrélation des bruits de quantification est à peu près 
égal à celui du signal initial divisé par 7 [voir (5 46”)]. 
Pour B € 1 les erreurs de quantification des valeurs successives du signal 
ne sont pratiquement pas corrélées. Par conséquent, lorsque la différence entre 
les niveaux discrets diminue, le spectre énergétique des bruits de quantification 


devient uniforme dans une gamme plus étendue de fréquences, avec diminution 
simultanée du maximum de la densité spectrale. 


*) Car 2 _ 1,202 (voir, par exemple, E. Jahnke, F. Emdé. Tables 
NR— 
des fonctions. Gostechizdat, 1949, p. 372 (en russe). 
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7.4.3. Fonction de corrélation mutuelle des bruits de quantification et 
du signal à quantifier. En utilisant (7.111) il est facile d'obtenir l'expression 
de la fonction de corrélation mutuelle des bruits de quantification et du signal 
à quantifier. En vertu de (6.6) on a: 

© œ 


Biz (ti, t2)= | | Zyf (22) Woz (4, Ze, 1, t2) dry dr = 


0 co 
= — ÿ» + | | z4 Sin es Wor (Zys To t1. Le) dry dre. (7.122 
h=1 — 00 — 00 


L'intégrale dans (7.122) re en fonction de la dérivée de la fonction 
caractéristique bidimensionnelle du signal à quantifier 


oO © 


2 n 
[ | Ty Sin LS Wog (Ti, Tes li 12) dry dr = 
oo “00 
4 ue Le 27ihxe 2rihkxe 
RE | | PAC ‘ RE: g ) urez (70 Zos Lir le) dry dro = 
00 —00 
9 
Î [95 (2, LE » Êi t) 08: (2, Te, TR t:) 1 
md RG . <: 2 
EH 2 ou ou PE, (7 { 3) 


Portons (7.117) dans (7.116) et étendons la sommation aux indices néga- 


tifs. Il vient: 
fe (2, Eu » lis t:) | 
en, 9 
u mu (7.124) 


Si le signal à quantifier est un processus aléatoire normal stationnaire 
de moyenne nulle, de variance o? et de coefficient de corrélation R£(t) on a 


_ 6 a" (— 01 
BG = D 
Rk= — 00 


06: (2, ne , | _ 2x2 
ô 2xk : p2 1) 
— ——— 0°R-e , B = ts 
du u—0 Ô 6 O 
et en vertu de (7.124) 
2722k3 a - 21242 
B:z(t= D (—iMe À oR;(r)—202R, (x) D (—1ije À, (7.125) 
k= — 00 k=1 


c'est-à-dire que la fonction de corrélation mutuelle est proportionnelle au coef- 
ficient de corrélation du signal à quantifier [ceci en vertu de la formule géné- 
rale (7.99)]. Notons que pour B << 1, il vient de (7.125) que la valeur absolue de 
la fonction de corrélation mutuelle B+x (t) est de l'ordre de 108 des valeurs 
de la fonction de corrélation du nat à quantifier. 


7.5 DENSITÉS DE PROBABILITÉ 


7.5.1. Détecteur quadratique. Calculons la densité de probabilité 
bidimensionnelle du carré d’un processus aléatoire normal qui est 
la somme d'un processus aléatoire normal stationnaire de moyenne 
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nulle et de fonction de corrélation o°R (x) et d’un processus déter- 
ministe S (£). Utilisons pour cela les formules générales de change- 
ment de variables dans les densités de probabilité lors d’une trans- 
formation non linéaire (voir $ 6.1.5): 


NM — É: N2 — = 
= E(1), 2 =E(GC+ or). 


Désignons respectivement par wo (ti, 2, Tv, t) et Ways, Yo, T, t) 
les densités de probabilité bidimensionnelles d'un processus 
aléatoire normal et de son carré. Comme la fonction inverse 
de y = x° est bivoque, à chaque point de coordonnées y, > 0, 
ya >>0 correspondront quatre points dans le plan (x;, xz2), notam- 


ment : 
T1 — V'ys, Ti2 = —Vy;, 
Tai — Vue, Too — —V y. (7.126) 
On a alors en vertu de (3.23) 


0 (Zit T21) 


W: (Yi, Ya, T,) = Wo(Tiss Tan, T, )| d (Yi Y2) 


… 


Ô (z11, T22) 


Ô (z12, Zo4) 


O(Y13 V2) + 


+ W (zi12 To, 1; t) | ee ju (7.127) 


_ quine jacobiens dans (7.127) ont mêmes valeurs absolues égales 
Le” TS 


Portons dans (7.127) l'expression de la densité de probabilité 


bidimensionnelle d'un processus aléatoire normal, compte tenu de 
(7.126), il vient: 


W: (Y1: U2» T; L) — 


+ Wo (T1: Lao: T; t) 


1 
———— + ——————— x 
4 Vyiy: 2x0? VIi—R? 


EE UE 

x {exp| (Si—RS:) Vu HS RS) Vu+Rr Vis 1+ 
_L exp [ (Si—RS:) Vyi— ee ee Vu-R Vue ] Fe 
+exp[ — 28) Re e Vis +R Vue ]+ 


Si—RS 2) Vyi—(S2— va +R Vuiyz 
+exp[ - © RS:) Vu RE Vyz+ Vus |} = 
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1 | gr y + SŸ+ Si -RSIS: | 
a  —  C — ">  —— = ce , 
2 Vyye 2no? V1—R!? PI 202 (1 — Ji?) X 
R V y . . 
x {es*t-#5 ch [Sr nt Ge AS) Vus | 


R VyU» 


+ e o*(1-R°) ch | ES) Qu RS5) Vu: |} 


où R=R(t), Si=S (1), Se = S (t + +). 

En développant les cosinus hyperboliques des sommes et des 
différences et en groupant les termes à cosinus et à sinus, on trouve 
l'expression cherchée de la densité de probabilité bidimensionnelle 
du carré d’un processus aléatoire normal, soit: 

1 


Wa (Yis Yes To À) ne Vert X 


X exp [ __ Wi-tys + a — — Sr$e | V 

x {eu [en [EE x 

cap CR x 
(Pre Jen[ MERE En |}, 
n>0, y>0. (7.128) 


S'il n'y a pas de partie déterministe (S, = S; = 0) on obtient 
à partir de (7.128) la densité de probabilité bidimensionnelle d'un 
processus aléatoire normal stationnaire : 


1 
2n0? V yiys (1— R°) 
Vite 


K a 20*(1-R°) ch ET , Y1>0, y>0. (1.129) 


A partir de (7.128) on peut facilement trouver la densité de pro- 
babilité unidimensionnelle pour + —> œ (AR —+ 0); on a alors [voir 


(3.40)] 


Wa (Yi Ya 7) = 


Wi(y,t)= 


— _ É 2 ch . y>>0. (7.130) 
TE a () 

Pour $ = 0 on Nr la densité de probabilité du carré d’une 
variable aléatoire normalement distribuée de moyenne nulle [com- 
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parer avec (3.10”)] 


VU 
W, (y) = e 203,  y>—>0. (7.131) 


1 
o V'2ry 


Si S © © dans (7.130) on peut remplacer le cosinus hyperbolique 
par son expression asymptotique, soit: 


SVy 


(SV). ie ga. 


La densité de probabilité (7.130) peut alors s'écrire sous la forme 


_Oy-s) 


: 2  y>0. (7.132) 


———— 0 
20 V'2ry 


W: (y, t) FT 


Sur la figure 3.2 on avait représenté les courbes de densité de 
probabilité unidimensionnelle du carré d'une variable aléatoire 
normale pour plusieurs valeurs de S. 

7.5.2. Détecteur linéaire. Nous allons maintenant trouver la den- 
sité de probabilité bidimensionnelle d’un processus aléatoire à la 
sortie d’un détecteur linéaire, c’est-à-dire après une transformation 
non linéaire non inertielle de la forme 


T— Lo; ZT > Lo; = 133 
ot | 0 , z<z. (5488) 


Avec les notations 
Bi = E(), 2 =E(+Tt), m=nt, m=n(t+r), 
on obtient [voir (3.16)] 
P {0 < 1: < Yi, 0 < n2 < y2} es 
= P {20 < E Yi + To Lo < E2 < Y2 + Lo} + 


+ P {20 LE Lys + Toy E2 K To} + 
+ P {(Ei< To, To < Ee Ye + Lo} + P {li L To, Ë2 K To}, 


d'où l'expression cherchée de la densité de probabilité bidimension- 
nelle W: (y4, Yo, t, T) du processus à la sortie d'un détecteur linéai- 
re en fonction de la densité de probabilité bidimensionnelle 
Wo (T1, Ze, t, T) à l'entrée de ce détecteur: 


Wa (Yas Yo À T) = Wa (Yi + Los Y2 + Lo, À, T) + 
+ 6 (y:) | Wo (Zi, To + Ya, À, T) dus + Ô (ye) X 
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XO > 


X | Wo (To + Y1s Les 1, T) dre + 6 (ys) Ô (ya) X 
Le L 


Xo 

X | | Wo (x, To, l, T) dx; dt, 

y >0, y: > 0. (7.134) 

Remarquons que la formule (7.134) est vraie quelle que soit 

la loi de distribution du processus à l'entrée du détecteur. Par inté- 

gration sur l’une quelconque des variables y, ou y: on obtient la 

densité de probabilité unidimensionnelle du processus après détec- 
tion linéaire : 


Wi (is à) = | Wa (V1 + Los Y2 +To, À, T) dy2 + 
Û o © 
+ Ô (y) [ | Wo (Zi, To + Ya À, T) dy ds + 
—00 0 


x0 
+ | Wo (To + Yss Lo, À, T) dre + 


xo % 
+ Ô (us) ( | we (Zi, Ze, À, T) dx, dre — 


. xo 
= \ Wo (To + Yss Te, À, T) dre + | Wz (Lo + Yss Ta l, T) dr + 
Xo 


— 00 
X0 


+ Ô (y:) [ | (ve (ris Ze, À, T) dre dry + 
© 2 
+ Î [ Wa (ts Ze, t, 7) des dr | 
ou a 


Wa (Ya, ?) = u1 (zo + ya, à) + 6 (y) { w, (x, à) dx, yi>> 0. (7.135) 
Cette formule est un cas particulier de (3.19) pour v = 1. 
En substituant dans (7.134) à w: la densité de probabilité d’un 
processus aléatoire normal stationnaire de moyenne nulle, de va- 
riance o? et de coefficient de corrélation À (x), on obtient: 


1 —1 
Wa (Yi: Yo, DE aie P Éere X 


X [ya + 20) — 2R (y1 + Zo) (ÿ2 + To) + (Y2 H- To)*] } + 


22—0624 
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R*(xo+ Vo) 
su) re = Zo(1— À) — Ry2 
ag our [| + 
R°(xo+- 1) 
5 (D 4204 -R + AELELT 
+ SU 21-75 p[ 200 Au VER RES | + 


+6(1) 6 [K(%, 5 =) par(2) 1], 
y>0, y:>0, (7.136) 


où F (x) est la fonction de Laplace et K (k, h) une intégrale tabulaire 
de la densité de probabilité bidimensionnelle [voir (2.72)]. 

La densité de probabilité unidimensionnelle du processus 
la sortie d'un détecteur linéaire est, en vertu de (7.135), égale 


D’ 


_ ŒG+uvo)= 
Wi=—se 2% +6(W)F(%), y>0. (7137 


Problèmes 


7.1. En utilisant les résultats du $ 7.1.6, calculer la fonction de corréla- 
tion centrée et le spectre énergétique d’un processus aléatoire à la sortie d’un 
détecteur quadratique à deux alternances, lorsqu'on applique à son entrée 
la somme d'un signal modulé en amplitude 


S (t) = uo (1 + m cos Qf) cos wot (1) 
et un bruit normal à us étroite, dont le spectre énergétique est uniforme 


dans la bande CE — 5 Lo + 5) avec À >> 2Q. 


Montrer que dans ce cas la fonction de corrélation centrée du processus à 
la sortie du détecteur est 


B* (x) = — T[202+ uè (1 +7) l + m9 cos Qt+ 


uêmt 


4 EM cos 207 +0 (145 )° cos 2vt + À 


cos QT cos 2657 + 


4nn4 2 
+ HP cos 29r cos Zur + 18020 (1) be cos Qe) + c4R3 (r)+ 


+ u202Ro (t) (1 + Le cos ov) cos 2007 + 04R3 (tr) cos 2w0t, (2) 


TA 
sin EE 


2 
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la partie discrète du spectre énergétique ést 


ugm® 


JL Fa@)=+ [2048 (14) F6 qu) + 6 o—0)+ 


ugmi 


4 2 \2 
+ 6 (o—20)+ 2 (147) 6 (0 — 200) + 


uÿm? 


+ 18 (5 — 20 — 0) + 8 (w— 209 + Q)+ 


ugmi 


T8 


[6 (w— 29—20)+ 6 (0—200+20), (3) 


et la partie continue basse fréquence du spectre énergétique 


FB.r. (©) = Fi (@) + F2 (0) + Fs (o), (4) 
où 
L ES, o<o<+, 
Fi (w) = 4u20° | Ro (x) cos wTt dt = A (9) 
0 0, oO > TZ ; 
Fao)= À (Fi @+0)+ Fi (o— 0); 6) 
co 4xo% (A —w) 
F3 (&) = 40° [ R$ (r) cos orar=| A ee (7) 
0 0, o > A. 


Montrer que dans la bande des vidéofréquences le rapport Ysor de la puis- 
sance du signal à la puissance du bruit à la sortie d'un détecteur quadratique, 
pour m « 1, est égal à 


— 0 ,5Yént | 
1508 1 + 2Yent 
uÿ 
20° 
Etudier les cas Yent & 1 et Yent > 1. 
Montrer que la partie continue haute fréquence FH.r.(&) du spectre éner- 
gétique s'obtient par translation de 2, de la partie FB.r.(w), multipliée par 
1/2, dans le domaine haute fréquence. 


7.2. En utilisant les résultats du 8 7.2.1, montrer que la fonction de corré- 
lation centrée de la somme du signal 


où Yent — est le rapport signal/bruit à l'entrée du détecteur. 


2nt 2xt 
S (t}=a: ÉTETEeN Tr. (8) 
et d'un bruit normal stationnaire est égale à 
Be (x)— S S D EmEn OR RK (x) h2._ cos 23mt ie 27nt 9 


m=0 n=0 k=0 
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o2u2 
im+ntk FT. 


5x Î g (iu) ukJ (au) Jh (œu) e 2 qu. (10) 


C 


Rkmnk = 


7.3. Soient E; (f), E2 (f) deux processus aléatoires stationnaires et station- 
nairement liés de moyennes nulles, de variances 0? et de coefficients de corré- 
lation et de corrélation mutuelle R (t) et R:2 (t) respectivement. appliqués à 


Fig. 7.6. Modulateur équilibré 


l'entrée du dispositif schématisé par la figure 7.6. Montrer que la fonction de 
corrélation du processus à la sortie du dispositif est égale à 


24k-Vr2(v1) 


B; (x) = 0°Y a 
Ko T'(2k+1)r2 (1—-x+—) 


CR (tr) + Ryz (PA. (11) 


7.4. La densité de probabilité bidimensionnelle d'un processus aléatoire 
stationnaire lognormal E (t) > 0 est 


1 


D (ge Te  — 
: 2771750" V1 — R° (T) 


1 
X EXP { — 202[1—R2(t) {(In Ti— a)? — 
—2R(x) (ln r—" 0) (In —0)+(Inr— ay] } . (42 


Le logarithme In & (ft) est un processus normal de moyenne «, de variance 
o? et de coefficient de corrélation R (t). Montrer que la fonction de corrélation 
du processus E (t) est égale à 


Bz (1).= e22+02[(1+R(T)] (13) 


Obtenir à partir de (13) les expressions suivantes de la valeur moyenne 
et de la variance du processus 


a+— 
m1 {& ()} —.€ To (14) 

M2 {E ()} = e%2#9% (69° — 1). (44°) 

7.5. Montrer que la fonction de corrélation à la sortie d'un détecteur 


linéaire à deux alternances (fig. 7.7), lorsqu'on applique à son entrée un bruit 
normal stationnaire de moyenne nulle, de variance 0° et de coefficient de corré- 
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lation R (tx) est [comparer avec (7.32)]: 
B(9= 2% (Rare sin R+ V1). (15) 


7.6. Etudier la moyenne et la variance de la puissance moyenne n7 = 
T 


1 


“3| 


D 

| E3 (t) dt d’un processus aléatoire normal stationnaire & (t) prise sur 
2 T 
2 


un temps fini TZ. 
Montrer que: f(x) 
a) pour un processus E (£) dont le spectre 
énergétique est 


la moyenne et la variance de la puissance 
moyenne sur un temps fini T sont 


ms {nr} = 6, (16) x 


of T 
Ë 48 AT, p ssisti 
M = + (48—1+Le ——— : Fig. 7.7. Caractéristique d'un 
2{nr} BE P—i+ P 2 détecteur linéaire à deux 


(16’) alternances 
b) si le spectre énergétique est 
o£w° 
So 
+ (&) (W* — wg)* 
la moyenne et la variance de la puissance moyenne sur un temps fini 7 sont 
mi {nr} = Oë, (17) 
204 ° 2 ru, e 
M3 {nr} = 2 rie Sin° = Via —1| . (17°) 
(AY 
TT Q : 


7.7. Supposons qu’à l'entrée d’un système non linéaire non inertiel de 
caractéristique 


y = e°* 


on Aprique un processus aléatoire normal stationnaire de moyenne a, de varian- 
ce o* et de coefficient de corrélation ÆR(t). Montrer que la fonction de corréla- 
tion du processus à la sortie du système est 


B (xt) = e20%0+02L1+R(t)JaS (18) 


7.8. Supposons qu’à l'entrée d'un système non linéaire non inertiel de 


caractéristique 
T° 
V1 ,  Izl<a 


on applique un processus aléatoire normal stationnaire de moyenne nulle, de 
variance 0° et de coefficient de corrélation R (t). Montrer que la fonction de 
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corrélation du processus à la sortie du système est 


1 (a\2 © 2% (ets. 2 3x) k 
B(D=+ (2) Ze spy (x). (19) 


7.9. Soient deux processus aléatoires normaux stationnaires E, (t) et E: (t) 
de moyennes nulles, de variances o? et de coefficient de corrélation mutuelle 
R (x). Montrer que 

20 


ms {| Es (4) + E2 (+) |} = V= VI+R(), (20) 
ms {| Es (6) — Be (t+%) D= VIF GS. (21) 


7.10. Pour un limiteur parfait de caractéristique 
+1, 2:20, 


trouver à partir de (7.101) la fonction de corrélation par passage à la limit : 
._ Bt) 2 _2 NA (nl An 
der = arcsinR(e 2 one ni . (23) 


n—=0 


Conseil: utiliser la relation 


lim 
x—0 


Hans (2) n1_(@r—1)! 
z a ‘mim—0i 


7.11. Montrer que la fonction de corrélation d'un processus aléatoire normal 
stationnaire de moyenne nulle, de variance 0° et de coefficient de corrélation 
R(r+) après un limiteur parfait de caractéristique 


A ET es 
est égale à [comparer avec (7.89)] 

MS 
Bo= Re Sa, (Se) T0. (25) 

Vérifier que pour zx = Oona L 
B (rt) = es arc sin R (t). (25°) 
Conseil: utiliser la méthode des dérivées, obtenir l'équation suivante 9 = 

xÿ 
2a3 _ GECT+R) 


= TVR pour la condition initiale B (œ) = 0. 
T — 


7.12. Trouver pour la densité de probabilité bidimensionnelle de la somme 
de deux processus aléatoires stationnaires indépendants: l’un normal de 
moyenne nulle, de variance 0°, de coefficient de corrélation R (t) et l’autre 
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quasi déterministe représentant une oscillation harmonique d'amplitude cons- 
tante a, de puseson w, et de phase aléatoire uniformément répartie sur l’in- 
tervalle (0, 2x), l'expression suivante: 


1 
——_—_—_ X 
21x02 V/1—R2(+) 
" : 2R (x) : aî 1-R(T) cos wot 
_HTYIZ T) Y1ÿ2 202, 1-—R3(T) 
xexp { 7 202[1— PR? te) ° 


© 
_. 2 4— 
x pr cos {2x arc t[# tee] an(s ES | x 
hs 


Wa (Y1s Yas T)= 


X 


ya+y21—R(T) 20? 1— A3 (1) 


{: oran 5) Ééiebu à à, 
XV re Jr I Je 


Obtenir à partir de (26) la densité de probabilité unidimensionnelle de cette 
somme et vérifier qu'elle coïncide avec (5) du problème 3.5. 


Chapitre 8 


ENVELOPPE ET PHASE D'UN PROCESSUS ALÉATOIRE 
NORMAL 


8.1. DENSITÉS DE PROBABILITÉ 


Conformément aux résultats obtenus au $ 6.2 on peut écrire un 
processus aléatoire stationnaire normal à la sortie d’un système 
linéaire à bande étroite de pulsation de résonance w, sous la forme 
suivante : 


E (4) = À (ti) cos wot + C (t) sin wvot, (8.1) 


où À (t) et C (t) sont deux fonctions aléatoires stationnaires et sta- 
tionnairement liées, ayant une distribution conjointe normale. 

Supposons que le signal S (i) à la traversée d'un système li- 
néaire est une oscillation haute fréquence, de pulsation ws, modulée 
en amplitude et en phase, soit: 


S (£) = u (t) cos wot + v (t) sin wot — 
= a (t) cos [oot — 0, (t)], (8.2) 


où at) = Vu(t) +u(t) et Ë,(f) = arc tee sont l'enveloppe 
et la phase du signal à bande étroite. Le processus aléatoire à la 


sortie du système linéaire considéré peut être décrit par la fonction 
aléatoire 


n () = [A (4) + u (#)] cos wot + [C (£) + v (6)] sin wot, (8.3) 
que l’on peut écrire sous la forme suivante: 
n (4) = E (t) cos [oot — p (b)], (8.4) 


où E (t) et p (t) sont l'enveloppe et la phase *) du processus aléatoire 
n (4), données par les formules 


E (9 = VIA (9 + u (FE + IC (9 + v(@P, (8.5) 
C(t)+u(s) (8.6) 


PU)=arcte rs 


*) Parfois on appelle phase d’un processus la somme © (t) — wot +  (t). 
Pour éviter tout malentendu notons qu ici on entend par phase seule la fonction 
aléatoire œ (t). Comme en fait ce n’est pas la valeur absolue de © (t) qu'on 
mesure mais seulement une différence, il est intéressant d'étudier les caracté- 
ristiques statistiques de la fonction  (t). 
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Dans de nombreux cas pratiques le problème se pose de calculer 
les densités de probabilité de l'enveloppe E (+) et de la phase  (t) 
d’un processus aléatoire normal (8.1). La solution générale de ce 
problème a été donnée au $ 6.2.3. Les formules (6.63) et (6.64) 
permettent, du moins en principe, de résoudre le problème posé. 
En vertu de ces formules il convient, avant tout, d'écrire l’expres- 
sion explicite de la densité de probabilité normale à 272 dimensions 
des valeurs de À (t) et C (ft) à n instants de temps, puis de procéder 
à l'intégration sur les variables correspondantes. Cependant ces 
formules sont difficiles à utiliser, le calcul des intégrales étant 
trop compliqué. Nous nous limiterons aux densités de probabilité 
du premier et du second ordres *). 

Pour déterminer les densités de probabilité unidimensionnelles 
il faut avant tout trouver la distribution conjointe des composantes 
de À (t) et C (t) aux mêmes instants. Comme nous l'avons mentionné 
au $ 6.2.3, si & (t) est un processus normal, À (f) et C (ét) sont des 
processus normaux, indépendants aux mêmes instants, leurs varian- 
ces coïncidant avec la variance o©*° du processus E (£). C'est ainsi 
que la distribution conjointe de À (+) et C (£) à l'instant t est égale 
au produit des densités de probabilité unidimensionnelles de ces 
fonctions aléatoires. On a: 

x2+ 2 


1; «x a 
Wa(r, y)=5x € 2 à (8.7y 


Avec le changement de variables 


z=rcos Ÿ — u (1), 


y = r sin Ÿ — v ({), (8.8) 


on obtient la distribution conjointe de l'enveloppe E (ft) et de la 
phase o (t) à l'instant £ 


: (rcos Ê-u)2+(rsin0-0)° 


Wa (r, 9, 1)= DE e 1202, | (8.9) 


Par intégration de (8.9) sur 8 on peut trouver la distribution 
unidimensionnelle de l'enveloppe, et par intégration sur r, la dis- 
tribution unidimensionnelle de la phase. 

Pour calculer les distributions bidimensionnelles il y a lieu 
d'écrire préalablement la distribution conjointe des variables aléa- 
toires À (t) et C (t) à deux instants # et £ + Tv, qui est une distribu- 
tion normale de moyenne nulle et de variance ©. La matrice de 


*) Dans [8] on peut trouver l'expression de la densité de probabilité à nr 
dimensions de l’enveloppe d’un processus normal stationnaire à bande étroite 
sous la forme d’un produit de fonctions de Bessel et de fonctions exponentielles. 
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corrélation correspondant à cette distribution est (voir $ 4.4.3) 


1 (Q Re(t) R;s(r) 
(9 1 —R;(t) ÆA.(T) 
de Ret) —R,(r) 1 O |” 50 


où À. (x) est le coefficient de corrélation de À (f) aussi bien que de 
C (1), et R, (x) le coefficient de corrélation mutuelle de À (+) et 
de C (t). Les coefficients de corrélation et le spectre énergétique du 
processus normal initial sont liés par les relations [voir (6.50) et 


(6.53)] : 


Î F3 (©) cos (w— wo) t do 


Re) = ————, (8.11) 
Î Fy (w) do 
: 0 
\ Fy (o) sin (0 — 9) t do 
R; (t) = : (8.12) 
Î F3 (&) do 


En introduisant la notation 
R (x) = Rè (x) + R? (), (8.13) 
on peut à partir de (8.10) trouver le déterminant et les cofacteurs de 
la matrice M : 
D = [1 — RE (x), 

Dys = Dos = D3s = Dix = 1 — Ri (1), 

Dig = Doi = Dax = Dis = 0, 

Di3 = Das = —R, (x) 1 — KR (t)], 

Dig = Dis = —R, (x) 1 — RS (T)], 

Des = Dao = R, (rt) [1 — KR (r)], 

D, — Dé — —R, (t) [1 T R; (t)]. 


En utilisant (4.166) écrivons la distribution quadridimension- 
aelle des valeurs de À (ft) et C (t) aux instants £ et i + +: 


1 
a (Tir Ts Ya Ya 1) = Crop (RD X 
— 1 . 
ss à rm titatu- 


—2Re (aire + vays) — 2R (ee 2)l} (8.14) 
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En introduisant les nouvelles variables 
Ty = ry COS Ê4 — U4y, To = lo COS Vo — Up, 


Yi = Fa SÈN Ùi — Vi, Ye = a Sin Vos — Vo, 59) 
où 

u=u(t)};, u =u(t+t; mu =uv(t); m =v(t + 7), 
on obtient la distribution conjointe de l'enveloppe (8.5) et de la 
phase (8.6) aux instants # et £ + +: 


Wa (ris Vis Pas Da t, T)— GRR X 
_—4 | . 
X EXP ET [ (r1 cos di — 3)? + (rs Sin Di — v1)* + 
+ (r200S De — 2)? + (r2 Sin Dr — ve) — 
— 2R.[(r; cos Ÿ3— u3) (r2C0S O2 — u2) + (rs sin 1 — 14) (r2Sin Ÿ2— v2)] — 
— 2R; [(r: cos Ÿy— Us) (r2 sin V2 — Vo) — 


— (r2 COS Ÿ2 — 2) (r1 Sin dv) |]} : 
> 0,rr>0,]|81< x, |021< x, 
ou encore 


Wa ris Dis Tor Vas LT) = ETES X 


1 e ° 
X exp { — ZAR {5 + ri — 2Rorir2 cos (02 — Ÿ1 — 81} X 


1 à 
x exp {mp 16 + oi — 2 Roëioz 008 (82 — Bu + Po) — 
ur 2r1@: cos (9; — Ÿ'«1) — 2702 cos (02 — Ÿ'52) . 


+ 2Roria2 COS (04 — Ds2 + Vo) + 2Ror2@s COS (O2 — V1 + &)l} , (8.16) 
où 
a =a(t); a =aft+t); Du = 0, (4); Ver = 0, (1 + 7) 
et 
R, (Tr) 
Re(T) | 


Remarquons que l'expression (8.16) est écrite sous la forme 
du produit de deux exponentielles, les paramètres du signal déter- 
ministe ne figurant que dans la seconde exponentielle qui devient 
égale à l'unité pour un processus stationnaire normal. 

Par intégration double sur Ÿ;, ®: on trouve à partir de (8.16) 
la distribution bidimensionnelle de l'enveloppe, et par intégration 
double sur r;, r2 la distribution bidimensionnelle de la phase. 


Vo —= Ÿo (t) = arc te 


348 ENVELOPPE ET PHASE D'UN PROCESSUS ALÉATOIRE NORMAL [CH. 8 


8.2. CARACTÉRISTIQUES PROBABILISTES DE L'ENVELOPPE 


8.2.1. Densité de probabilité unidimensionnelle et moments. En 
comparant (8.9) et (3.69) on remarque que le problème de calcul de 
la densité de probabilité de l’enveloppe d’un processus aléatoire 
normal à bande étroite n (t) est justement le même que celui résolu 
au $ 3.2.2, consistant à trouver la densité de probabilité de la lon- 
gueur d’un vecteur plan, dont les composantes sont indépendantes 
et ont une distribution normale de paramètres u ({), & et v (t), ©, 
où 0° est la variance de la composante stationnaire Ë (t) du proces- 
sus n (t). En utilisant (3.70) écrivons la densité de probabilité unidi- 
mensionnelle de l'enveloppe 


LiT* 2+a2(!) 
CAE ) r>0. (8.17) 


Wi (r, à) = Te 

Ainsi, la densité de probabilité unidimensionnelle de l’enveloppe 
d'un processus normal à bande étroite suit en général la loi généra- 
lisée de Ravyleigh. Cette fonction pour différentes valeurs de = est 
donnée sur la figure 3.6. Au fur et à mesure de l'augmentation du rap- 
port _ , la loi de distribution de l’enveloppe tend vers la loi normale 


[voir (3.72”)]. La fonction de répartition correspondant à (8.17) 
ne peut s'exprimer par des fonctions élémentaires, mais peut s'écrire 
sous la forme d’une série *) [voir (3.71)] 


3=+220) je 7 
Fi(r, D =P{E(D<r=e "2. 2(;] In[ 5 l. (8171) 


En l'absence de signal (a — 0), (8.17) devient la loi de distribu- 
tion de Rayleigh (courbe 1 sur la figure 3.6): 


Wiij=ze 2%, r>0 (8.18) 
et 


T r2 
F, (r) = | Wi(r]dr=i—e 2%, r > 0. (8.18") 
Ù 
Les moments de l'enveloppe sont en vertu de (3.73) 


2 2 
mme" (}= (or (1+5)F[—5,1,-$], (8.19 


+) Si — ® 1 on peut utiliser la relation asymptotique donnée dans la note 
à la page 109. 
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et en l'absence de signal on a 
k 
ma= (20927 (145). (8.20) 


Les expressions explicites des trois premiers moments sont don- 
nées par les formules (3.74) à (3.76). 

Il faut noter que la distribution (8.17) de l'enveloppe de la somme 
d’un processus aléatoire normal stationnaire et d’un signal détermi- 
niste ne dépend pas de la phase du signal 8.. Il s'ensuit que cette 
distribution se rapporte également à la somme dudit processus 
aléatoire et d’un signal quasi déterministe différent du cas précé- 
dent par sa phase aléatoire ,. En effet, on a pour cette dernière distri- 
bution on (2.39)]: 


[ w. (180) Wi (Po) do = Wa (r) | Wi (pe) 49e = Wa (r) 


puisque la densité de probabilité conditionnelle W, (r | @o) est. en 
vertu de (8.17), égale à W, (r). 

8.2.2. Densité de probabilité bidimensionnelle. Passons maintenant 
à l'étude de la densité de probabilité bidimensionnelle de l’enveloppe 
d’un processus aléatoire normal. Nous nous limitons au cas où le 
signal est absent. c'est-à-dire lorsque le processus aléatoire est 
stationnaire. En vertu de (8.16), pour a, = a: = dy = V2 — 0 
on a 


Wa (rs T2; T) = 


: Critri 2x 27 $ ÿ $ 
EL 20*(1 -Rÿ) [ exp xp [ on PS St 2 |d8, d2. 
L'intégrale sur 0, est égale à (voir $ 3.2.2) 
2 
1 Ï exp [-Aonec00(@e 010) | 9, 
1 GE Rorirz cos u ” Rorire 
E—— pars [| | 


et ne dépend pas de Ÿ,. L'intégration sur #, donnera une constante 
égale à 27. 

Finalement. la densité de probabilité bidimensionnelle de l’en- 
veloppe d’un processus aléatoire normal stationnaire à bande étroite 
est : 

___ritré 2 
"12 __4} 202%(1-RÈ) [R— 
W, (rs, To, T) = G4(1— F2) e ( U Lo (1 AT 


r, > 0, T2 > 0. (8.21) 
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Si T—+ oo on a Ro —+ 0, et en vertu de (8.21) 


2 


T1 T2 
T1 720 12 730€ 
Wars Ta co)=re 2% .re 20, 


c'est-à-dire que la densité de probabilité bidimensionnelle pour 
T — oo, comme il fallait s'y attendre, est égale au produit des 
fonctions de Rayleigh qui sont les densités de probabilité unidimen- 
sionnelles de l'enveloppe d’un processus aléatoire normal station- 
naire. 

La fonction de répartition bidimensionnelle correspondant à (8.21) 
ne peut s'exprimer par des fonctions élémentaires, cependant on 
peut l'écrire sous la forme d'une série par décomposition suivant 
les puissances de la fonction de Bessel. 

On a alors 


Fri ra 1)=P{E (tri, E(t+Tt)<r:}= 


T1 T2 


= Wa (ru ra T'dri = RE À > as 7x 


T1 ri __r 


T2 

1 Me pr 1 

x — | rte 202(1-R$) dr; : — jré ni, | 202 (1—R$) dr>. 
0 0 


r® 
” 204{1—Rà 
et comme les intégrales ainsi obtenues sont des fonctions gamma 
incomplètes [voir (1.41)] 


Avec une nouvelle variable d'intégration u 


| uT e-" du= T'(m + 1, x), 


0 
on a 


= n +1, 5 RS 
Er: To t)=(1—R?) » chtis), 
n=0 


SP 
MT UD (ART | bon | 

D Pan — Mm+1) Re. (S.21”) 
Le cas, où un signal déterministe est présent dans le processus 
étudié, peut être examiné de façon analogue, bien que les calculs 
soient un peu plus compliqués. On ne donne ici que |” expression défi- 
nitive de la densité de probabilité bidimensionnelle de l’envelop- 
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pe, soit: 
rir2 


04 (1— R?) 


T _rf+r+ai+a$—2018:R0 
x exp | an x 


X > Emlm | TR J 1m ITR 0 n] x 


—R 
XIn[- hr] n>0,n>0, (8.22) 


Wa (ri, Tor TT; t)= X 


où eo = 1; Em —2;m > 0. 
Si le signal est une oscillation harmonique de pulsation wo, et 
d'amplitude u,, on a a = a: — us et en vertu de (8.22) 


21.2 a 
Titre uÿ 


rar | o14_R2 PT UE SUN FAR 
Wars To TRE 20*(1 Ro) pe 0°(1+Ro) X 


«5 Ent | E- EE nl ]* 


m=—=0 


2 , 
KL a |: rL>0, To > 0. (8.22”} 


Pour t — co on a Ro — 0 et en vertu de (8.22) on obtient 


© 
ri+a? r?+a 


Dern A (5) x _ e 20% Jo ( 


Wars Tes ds T)= Te 2 | , 
c'est-à-dire que la densité de probabilité bidimensionnelle pour 
T — oo, comme il fallait s’y attendre, est égale au produit des densi- 
tés de probabilité unidimensionnelles (8.17). 

L'enveloppe d'un processus aléatoire normal à bande étroite 
peut être appelée processus aléatoire de Rayleigh, et les distribu- 
tions (8.21) et (8.22) sont des densités de probabilité bidimension- 
nelles respectives des processus aléatoires de Rayleigh stationnaire 
et non stationnaire. 

8.2.3. Enveloppe d'un processus normal en tant que processus 
markovien. Il existe un cas particulier où l’enveloppe d’un processus 
aléatoire normal stationnaire à bande étroite est un processus aléa- 
toire markovien (voir $ 4.5), c’est-à-dire que c’est un processus 
sans post-action dont les densités de probabilité multidimension- 
nelles peuvent s'exprimer à l’aide de la densité de probabilité uni- 
dimensionnelle et la densité de probabilité de transition. Le bruit 
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blanc normal après la traversée d’un circuit oscillant RLC de haute 
qualité est doué de la propriété indiquée. La fonction de corrélation 
de ce processus est [voir (5.40)] 


Bz (x) = ofe-BITI cos wo. 


En vertu de (8.18) et (8.21) la densité de probabilité de transition 
de l'enveloppe d’un processus stationnaire normal, dont la fonction 
de corrélation a la forme indiquée ci-dessus, est 
Wa (ri T2 T) 


War tir) = 


Wa (ra) 
___Rôri+r$ ” 
r 9ax2(14-R2 rar 
= 202(1-R) I, AURAS , Mm>0, r>0, (8.23) 
où 
Ro (t) = eBltI. (8.23) 


On peut montrer (voir [5]) que la densité de probabilité de transi- 
tion (8.23) satisfait à l'équation de Kolmogorov (4.191). Ceci montre 
que l'enveloppe d’un bruit blanc à la sortie d’un circuit oscillant 
RLC de haute qualité est un processus continu de Markov. 

8.2.4. Fonction de corrélation. Connaïissant l'expression de la 
densité de probabilité bidimensionnelle de l'enveloppe on peut cal- 
culer la fonction de corrélation, celle-ci étant le second moment 
mixte de la distribution. Pour calculer l'intégrale double correspon- 
dante il convient d'utiliser la méthode exposée au $ 2.4.4 de déve- 
loppement de la densité de probabilité bidimensionnelle suivant les 
polynômes orthogonaux respectifs. 

Passons maintenant au calcul détaillé de la fonction de corréla- 
tion de l'enveloppe d’un processus aléatoire normal stationnaire. 
La densité de probabilité bidimensionnelle sera alors calculée à l’aide 
de la formule (8.21). et la densité de probabilité unidimensionnelle 
correspondante, à l’aide de la formule (8.18). Si l'on adopte la fonc- 

r2 


tion me 2% sur l'intervalle (0, co) en qualité de fonction de pondéra- 


tion. il lui correspond un ensemble des polynômes orthogonaux de 
Laguerre *) 


Qn(r)= 1 () . 


*) 11 faut noter que les polynômes de Laguerre définis conformément à 
(9) de l’annexe IV ne sont pas normés. Pour obtenir des polynômes normés 
il faut introduire le facteur constant 
-1/2 
(Sr œ+ 1] 2, 
Pour & = 0 la définition (9) donne un ensemble de polynômes de 
Laguerre orthonormé. 
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Le développement de la fonction bidimensionnelle de Rayleigh 
(8.21) en série suivant ces polynômes donne 


____ ritri . 
___Ti"2 4 20%(1-R9) | = 
O4 (1 — R?) - ” Jo o2 (1 2) 
ritrz © ‘ 
_ LEUR E - D RarL® (ie ri 5) ® ( T5 | (8 24) 
— _c4 n \202 }° : 
n=0 


En utilisant le développement (8.24), on peut écrire la fonction 
de corrélation de l'enveloppe sous la forme de la série suivante: 


Br(r)=| rareWa(rss Ta T) dridri = 
0 


2 2 
2n ps r1+rs 


(fs ÉrL® (5) L® ( 3. | e 207 dridr, 
0 


n=0 0 


et comme les variables dans l'intégrale double se Lise on a 


B£(t) = S Re |— Le fre (S Fr) Bo dr |” (8.25) 


n—=0 
ou 
B;(t) = 0°? Ÿ ch RE (T), (S.26) 
où : ini | 
é = | LL® (=) ad (8.27) 
0 


Faisons dans l'intégrale (S.27) un changement de variable d'inté- 
gration, Soit y =+. Par définition des polynômes de Laguerre 
L®(y) on obtient 


Cn = V2 | Vy LS (pet ay =-CNVE | Vi S 
0 


— (y el) dy. 


n| 


(8.28) 
En intégrant n fois par parties on trouve pour n > 2 


V/2(2r—3)1! [V5s va V/2(2r—3)1 r(i) 


nT— nn! An]! 


23—0624 
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Va 


: 3 
mais comme l (=) = 5 0na 


(22—3)11 
Zn V + 2 ” (8.29) 


Pour r — 0 et n — 1, (8.28) donne directement 


VE Vie V3 (8.30) 


a=-V2{Vr + vera (Vie. 
0 
(8.30°) 


En portant (8.29) à (8.30”) dans (8.26) on obtient l'expression de la 
fonction de corrélation de l'enveloppe d’un processus aléatoire 
normal stationnaire à bande étroite : 

n . RE «a [(2r—3) NE 
Be(t)=- 0" (1 2 SN 2 re R3") — 


n=2 


= C[2E(Ro)—(1— R5) K(Ro)], (8.31) 


£ 1 TE Ve : Z 
égale (au facteur — près) à (7.36). On pouvait s'attendre à ce résul- 
tat, car le spectre énergétique de l’enveloppe est lié à la partie basse 
fréquence du spectre d’un processus aléatoire normal stationnaire 
après détection linéaire. 
£ # ee Lé Ld 

Le premier terme — de la série (8.31) est égal au carré de la com- 
posante constante de en clopre Pour t — 0, en vertu de (8.31), 
on trouve [comparer avec (6.52)] B:(0) = 20°. La variance de l’'en- 

2 d 

veloppe est égale à B, (0) — = (2 _ 5) oc. Il ne faut pas 
oublier que la grandeur 0* est la variance du processus aléatoire 
initial qui est normal, stationnaire et à bande étroite. 

A partir de (8.31) on trouve l'expression du coefficient de corré- 
lation de l'enveloppe d’un processus aléatoire normal stationnaire 


Bg(r)—m?{E 
Re (r)= ER = 


; à [Cr UE Dons , 
= ES [ Rô (tr) + 2 Frripe À (x) | -  (8.31°) 


La somme figurant au second membre contient seulement les puis- 
sances paires de RQ et n’est donc pas négative. c'est-à-dire RE (t) > 
> 0. Cette somme ne peut s’annuler que si Ro = 0. Comme R; — 
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— 0 est la condition nécessaire et suffisante pour que deux valeurs 
quelconques de l'enveloppe soient statistiquement indépendantes 
[voir (8.21)], il vient que si deux valeurs quelconques de l'enveloppe d'un 
processus aléatoire normal stationnaire ne sont pas corrélées, elles sont 
statistiquement indépendantes. 

En présence d’un signal harmonique d'amplitude w,, la fonction 
de corrélation de l'enveloppe a pour expression: 


_ © Can 
Be(r)= 20 (1— R°}°e 20 > (2m) ! [(2m+1)!!] sé 


22m (m 
m0 


sl mn 2 
CN a ie) 
: (2m—n)!(n1}2 207 11ÆA 
= 


xFi(n—2m—2, n+1, —p HE). (8.32) 


8.3. TRANSFORMATIONS NON LINÉAIRES DE L'ENVELOPPE 


8.3.1. Densité de probabilité du carré de l'enveloppe. Calculons 
la densité de probabilité bidimensionnelle de E* (t), c'est-à-dire 
du carré de l'enveloppe d’un processus aléatoire normal à bande 
étroite après détection quadratique. Il s’agit de passer dans la 
formule (8.22) des variables r, et r, à des nouvelles variables 


Pur Pr ri. (8.33) 


Bien que la fonction inverse de r = + V/p soit bivoque et puisque 
r, > 0,r: > 0, à chaque point du plan (p:. p:) ne correspondra qu’un 
seul point du plan (r,. r>). Le jacobien de la transformation (8.33) 
est donc égal à 


9 (Pi: P2) = 2r 0 == 4r lo 
9 (ris Ta) 0 2r2 Fe 
ô (r1. re) 1 


Compte tenu de 


TS A trouve la densité de proba- 


bilité du carré de l'enveloppe. soit : 


1 
IV: (P:; Pz; T; = RS ? 


. Dy + pz + ai Lai —2a1a2Ro Vlr 
dd à 20€ (1 À R$) Je 
Ro VPiP2 ai — Rou: 
à D EmÎm | —c2 ({ — 8?) mate Jn| REV pi] * 


2— Roa: 


X Im Rats Ve]: P,Z>0; p>0. (8.34) 
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En l'absence de signal, on a a; — as = 0 et 
de en, Loon 
Wa(pi: Pes =Zra-r ° d OErer = ; 
Pp1>0, p>0. (8.35) 


On peut facilement trouver la densité de probabilité unidimen- 
sionnelle à partir de (8.34) en faisant tendre + vers l'infini. On a alors 


1 Ban _ 
mr 7 D), p>0. (8.36) 


Pour a © ©, on peut remplacer la fonction de Bessel par son 
expression asymptotique. On a 


(2?) : Re. 


W,; (P, t) — 


MER 
La loi de distribution (8.36) peut alors s'écrire 
_ ('n-a)? 


e 295 , p>0. (8.37) 


1 
W = — 
1(P; ) 26 V 2nap1/? 
Sur la figure 8.1 on a représenté les courbes de la distribution 
(8.36) pour différentes valeurs 


a 
de pr ; 
Pour _ — 0 (en l’absence 


de signal) la densité de pro- 
babilité unidimensionnelle du 
carré de l'enveloppe d’un pro- 
cessus aléatoire normal station- 
naire est égale à [comparer 
avec (3.11)] 


p 
Da XX Wib)=zre 27, p>0. 
Th Vas, 
2 #4 6 8 10 12 (4 8.3.2. Fonction de corréla- 

z tion du carré de l’enveloppe. 

On peut calculer la fonction 

Fig. 8.1. Densité de probabilite de corrélation\ du carré de 

du carré de l'enveloppe Ji di Processus l'enveloppe connaissant l'ex- 

DÉRARSNOENE pression de la densité de pro- 

babilité bidimensionnelle du 

carré de l’enveloppe, ceci en utilisant la méthode de développement 
de la densité bidimensionnelle suivant des polynômes orthogonaux. 


/ 
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Proposons-nous de calculer la fonction de corrélation du carré de 
l'enveloppe d'un processus aléatoire normal, dont la densité de 
probabilité bidimensionnelle est donnée par la formule (8.35), et la 


se “hs 
fonction unidimensionnelle est égale à _ e 2% pour p > 0. Si 
l’on adopte cette dernière en qualité de fonction de pondération sur 
l'intervalle (0, c), il lui correspondra l’ensemble des polynômes 


de Laguerre L® (5) . 


Le développement de la densité de probabilité bidimensionnelle 
(8.35) en série suivant ces polynômes est de la forme [comparer 
avec (8.24)] 

Pi1+-02 — 
1 o _2U-RD J [ Ro VPiPz_ 7] _ 
"404 (1 —R3) 0L 02(1—R?) 


TE: S ReL® (LE) Le (52). (8.39) 
n=0 


En utilisant (8.39) écrivons la fonction de corrélation du carré 
de l'enveloppe sous la forme d'une série, soit : 


Br(r)= D) RE [ TrupeLs® () 2 (5) x 
n=0 ù 0 
Xe EE dp; dp: = 40 S R?"ci, (8.40) 
où di 
Cn = [ zL® (x) e* dx. (8.41) 
0 


Se souvenant de la définition des polynômes de Laguerre, on 
peut facilement calculer l'intégrale (8.41): 


oo 

— in dn 

Cn =! _ | tce"e"-—(z"e*) dr — 
Ù 


Le. 3 
(—1yn+1 dn-1 - 

mA FE (roma 

Ô 

__(—1)}nH  an-2 Lx o 

= 57-[mete)["=0, n>2 

Par conséquent, dans la série (8.40) seuls les deux premiers 

coefficients co et c, sont différents de zéro. Ces coefficients peuvent 
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être facilement calculés directement : 
©œO œ 
co | zedr=1. a= (rte 1 
Û Û 


Ainsi la fonction de corrélation du carré de l'enveloppe d'un pro- 
cessus aléatoire normal est égale à 


BE: (T) — 4ot [1 +- R° (x)]. (8.42) 
Le coefficient de corrélation du carré de l'enveloppe est 
Re: (7) = R$ (1). (8.42”) 


En comparant (8.42) et (7.62) on voit que, comme il fallait s’y 
attendre, le spectre énergétique du carré de l'enveloppe coïncide. 
à une constante près, avec la partie basse fréquence d’un processus 
aléatoire normal stationnaire après détection quadratique. 

8.3.3. Limitation parfaite de l'enveloppe. Nous allons maintenant 
calculer la fonction de corrélation de l'enveloppe d'un processus 
aléatoire normal stationnaire à bande étroite ayant traversé un limi- 
teur parfait. La transformation non linéaire dans un limiteur parfait 
est donnée par la fonction (7.86). 

Pour résoudre ce problème nous allons employer la méthode 
directe. En utilisant le développement (8.24) de la densité de pro- 
babilité de l'enveloppe. on trouve l'expression suivante pour la 
fonction de corrélation de l’enveloppe ayant subi la limitation par- 
faite : 


B(r)= D AR?" (x), (8.43) 


n=0 


o 
PT 


En == Î rl () e 2 dr= 00 { L®(y)eY dy, (8.44) 
X0 xè 


20? 
zo étant le niveau de limitation. 
Pour r = 0 on obtient directement à partir de (8.44) 


oo e 


és | eVdy= ape 2%. (8.45) 


Par définition du polynôme de Laguerre L® (y) on peut facile- 
ment calculer les coefficients c, pour r > 1. En effet, en vertu de (8.44) 
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on obtient 


— 1)" t n n an” n 
en = j + ee et) dy = (1) er Qu 677) | 
x2 


n 
DE 


et en introduisant le polynôme de Laguerre généralisé Li” 1(y) 
on obtient finalement 


x0 


AoT$ x$ or : 
cn = + Li (5) e 20%, (8.46) 


2 
Pour calculer Lh: (+) on peut utiliser le développement *) 


n— {1 


Le (5) = 2 (—1} (14) (5). (8.47) 


8.3.4. Détecteur logarithmique. Examinons en conclusion la 
transformation logarithmique de l'enveloppe 


E,(b=1nE (b. (8.48) 


Cherchons tout d’abord la moyenne et la variance du logarithme 
de l'enveloppe d’un processus aléatoire normal stationnaire de 
moyenne nulle et de variance 0°. Comme la distribution unidimen- 
sionnelle de Æ(t) suit dans ce cas la loi de Rayleigh, on a 


co r2 
mi {Ei (6)} = | Inre 2% dr, (8.49) 
U 
fm, {E\ (t)} — » In°r — e 2° dr. (8.49°) 
Le changement de variable u — Cr = dans les intégrales (8.49) et 


(8.49') donne 


1 


ms {Es} = ne | (In u + In 20?) e-"* du, 


O0 


ma {Es} = + | (in u + In 20°)° e-“ du. 


U 


*) Voir (11) dans l’annexe IV. 
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Par définition, la fonction gamma (voir $ 1.2.3) est 


T (zx + 1) — ( u* e-u du. 
b 
On a alors 
[" (x + 1) — | Inuu*e-udu=v(rz +1) (z+t1), 
0 
EL" (x + 1) = | (In u})* u* e-udu. 
Û 


Par conséquent *) 


| In u-e-"du = L' (4) = vd (4) = —C, 


0 
finu.ctdu = 14) = 4 (1) + p(4) = +, 
Û 


où p(z) =5 InT'(z) et C = 0,5772 est la constante d'Euler. 
Utilisant les relations obtenues on trouve 


ma {E(0}= EC, (8.50) 


m{Ei(t)}=+ TE + (C— In 20) |. (8.51) 


En vertu de (8.50) et (8.51) la variance du logarithme de l’en- 
veloppe est 


ob,=m{E:}—mi{E;) = 0,41. (8.52) 
Passons maintenant au calcul de la fonction de corrélation du 


logarithme de l'enveloppe d’un processus aléatoire normal station- 
naire 


Br, (t) —= | | In r'! In To Wog (rs, Do, T) dridr>, (8.53) 
0 Ù 
où W:£ est la densité de probabilité bidimensionnelle de l’envelop- 
pe [voir (8.21)]. 


*) Voir, par exemple, I. S. Gradstein et I. M. Rygik. Tables des intégrales, 
sommes, séries et produits (en russe). Physmathguiz, Moscou, 1962, $ 8.36. 


8.4] CARACTÉRISTIQUES PROBABILISTES DE LA PHASE 361 


Utilisant le développement (8.24) de cette fonction en série sui- 
vant les polynômes de Laguerre, on obtient à partir de (8.53) 


Br (r)= À chR" (x), (8.54) 
où 
Cn = _ | rinrL® (5) e 20° dr. (8.55} 
U 


Pour calculer l'intégrale (8.55) passons à la nouvelle variable 


u — Le et utilisons la formule (11) de l'annexe IV. On a alors 


=+Yy (;) CT [nu 1n 2os)ut eau = 
k=0 


=5Y (5) [['(k+1)+T(k+1)ln20]. (8.56) 
R=0 


Pour r —0 on obtient à partir de (8.56) co — + [T°(1) + In 20°] = 
—= m1 {Æ;}. Ce résultat n'est pas surprenant, en effet pour n > Î 
ñn 


la somme ©, (—1)* ( K) = 0, et pour les autres coefficients c, on à 
k=0 
! n 
LED APCE PIMALES 
k= 


n R 
=+5 (5) ZX = ,n>t. (8.57) 
Rk=1 


mMm=1 


À partir de (8.57) et (8.54) on obtient finalement 


1 © RAA 
Be ()=mt{E}+—+ » 0. (8.58) 
n=1 
Pour t = 0, (8.58) coïncide avec (8.51), car Dr _. 


8.4. CARACTÉRISTIQUES PROBABILISTES DE LA PHASE 


8.4.1. Densité de probabilité unidimensionnelle et moments. 
En comparant (8.9) et (3.69) on voit que pour trouver la densité 
de probabilité de la phase d’un processus aléatoire normal à bande 
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étroite [voir (8.3)] il suffit de se référer au problème du $ 3.2.3 
concernant la densité de probabilité de la phase d'un vecteur dont 
les composantes sont indépendantes et normales, de moyennes diffe- 
rentes de zéro. Utilisant (3.81) on peut écrire la densité de probabi- 
lité unidimensionnelle de la phase du processus (8.3), soit : 


a? 
. …: T-TE a cos (Ü—Ÿ,)% a _ 
Wi (0, = ge 74 F[+ cos (9 9.) | x 
xe 2e OT) |9—8,1<x, (8.59) 


a=a(t)= Vu (4) +w°(t) et d,—=0,(1)—=arctg 0 ; 
Notons que la densité de probabilité (8.59) dépend tant de l'en- 
veloppe a (t) que de la phase 6, (?) du processus déterministe, alors 
que la densité de probabilité (8.17) de l'enveloppe contient comme 
paramètre l'enveloppe a (f) et non la phase 6, (t). 
Si le signal est une oscillation harmonique de pulsation 
et d'amplitude ,. on a a = us, Ÿ, — 0 et en vertu de (8.59) 


1 -%  scosô _” 
W;(8)=— e * +478 F (6008 0)e 2, 
RARE? (8.60) 
où $ — _- est le rapport de l'amplitude du signal à la moyenne 


quadratique du bruit. 

Il est évident qu'à tout instant fixé la distribution (8.59) a la 
même forme que (8.60). si seulement on transporte l’origine des 
coordonnées au point ÿ — #, et si l’on introduit la désignation 


= 20. La figure 3.7 montre la famille de courbes W, (8) pour 


plusieurs valeurs de s. 

En comparant le produit des distributions (8.17) et (8.59) avec 
la distribution conjointe de l'enveloppe et de la phase aux mêmes 
instants, on voit que l'enveloppe et la phase sont statistiquement 
indépendantes. Ce n'est qu’en l’absence de partie déterministe du 
processus, que son enveloppe et sa phase sont des grandeurs inde- 
pendantes aux mêmes instants *). 


*) Notons également qu'un processus aléatoire & (t) normal stationnaire 
à bande étroite de moyenne nulle et son enveloppe E (t) aux mêmes instants 
ne sont pas cohérents. En vertu de (3.118) la distribution conjointe de E (t), 
£ (t) et du processus conjugué n (t) est 


Wa (y, Zi, Ze) = We (241, ze) OI V7? + z3 — y], 
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En l'absence de signal (s — 0) 
1 
W1(9)=—, [01<x, 


ce qui correspond à la distribution uniforme de la phase d’un proces- 
sus aléatoire normal stationnaire. 

Pour s € 1, c'est-à-dire lorsque l'amplitude du signal est bien 
inférieure à la moyenne quadratique du bruit (signal faible), on a 
conformément à (3.86) 


2 
W,(9)= _ +R +R ee , si. (8.61) 


Dans ce cas aux infiniment petits d'ordre s près, le point d’inter- 
section de W, (8) avec la droite W, — -= est 


2s T 2s 
SR  — Æ EC (5-2) , 
Ainsi on a W, (Ÿ) >— pour |Ü | 'O* et W, (8) < _. pour 
[9 | >> 8*. En vertu de (8.61). pour un signal très faible, la densité 
de probabilité de la phase est une cosinusoïde d'amplitude 


<|. 
F1 


Led # 1 e Led 
déplacée de -— suivant l'axe des ordonnées. 


Si s cos Ÿ > 3. c'est-à-dire lorsque l'amplitude du signal est 
bien supérieure à la moyenne quadratique du bruit (signal intense), 
on a en vertu de (3.87) 

s cos Ÿ A 
W,(0)=—— A .62 
1(D= TEE € (8.62) 

Pour ÿ _— (s > 3) on peut dire que W, (8) = 0, et pour des 

valeurs petites de Ÿ 


W,(9)= = e 2, (8.63) 


d’où en vertu de la symétrie de la distribution conjointe w2 (r,, x-) des proces- 
sus & (t)etn(f)ona 
OÙ O0 


m {E(t)E(t)} = \ | { yTiwe (xs, Ze) Ô TV z5 + x5 — y] dr, dr2 dy — 
0 —o — 


= | Dai VAT 08 (er, 22) des des = 0. 


—c0 
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r- ; us à : o? 
c’est-à-dire qu’on a une distribution normale de variance 25 
0 
égale au rapport bruit/signal dans le processus aléatoire normal 
initial. 

Les moments de la phase sont en vertu de (3.92) 


co x 
My=My= ge D où | 62r cos kô d®, (8.64) 
Rk=1 EL 
Mar+i = 0, r=0, 1, 2, ... 
où - 
r (1+5) sh k e , 
ax = AE APE Fi (5 ,k+1, —+) . (8.64) 


La variance o$ de la phase aléatoire coïncide avec le second mo- 
ment central [voir (3.93)] 


= +4n 2 (—1} +. (8.65) 


Dans le cas d'un signal faible on peut se limiter au premier terme 
de la série (8.65), on a alors 


= Ana —sV2nF, (. 2,—+) 
ou 


Es V2, s & 1. (8.66) 


Pour un signal intense, la variance de la phase décroît au fur 

et à mesure de l'augmentation de l'amplitude du signal, de plus 
+. (8.67) 

La probabilité P (8) pour le module de la phase d’un processus 


aléatoire normal à bande étroite d’être inférieur à Ô est égale en 
vertu de (3.97), (3.97’) à (voir également fig. 3.8) 


P(9)=F (s sin 8) — + (<-—5)+2V (ssin d, scos 8), (8.68) 
0LI<— , 

P(9)=F(ssin )+ 2 (8—7)—2V(ssind, —scost), (8.68) 
<<, 


où V (k, q) est la fonction de Nicholson. Le premier terme dans ces 
formules correspond à la distribution normale asymptotique, vers 
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laquelle tend la distribution de la phase pour un signal intense 
(s > 1). 

8.4.2. Densité de probabilité bidimensionnelle. Considérons 
d’abord la distribution de la phase d’un processus aléatoire normal 
stationnaire. Pour a = Ÿ, — 0 , en vertu de (8.16). on a 


œ 


W:(6:, LPS D 4x204 5 | [re X 


X exp E-rea {ri ri — 2Rorire COS (Ÿ2 — 01 —V0)] } dr, dr. (8.69) 


L'intégrale (8.69) est calculée dans l’annexe II. Le calcul donne 
l'expression suivante : 


—— “arc sin y 


—. , (8-70) 


W;(Ÿ:, V», = 5 TE [+ 1 — — y" Ty y*) 


[<a [D|<a, 


ou 
y = Recos (92 — Ÿ,) + R, sin (82 — 0:) — 
= RQ cos (82 — 01 — Do). (8.71) 


En comparant le produit de la distribution (8.21) et de (8.71) 
avec la distribution conjointe de l'enveloppe et de la phase d'un 
processus aléatoire normal stationnaire à bande étroite, on voit que 


y (ris Tes Das Vos T) € Wa (ras Tas T) Wa (O1, V2, t), (8.72) 


c'est-à-dire que l'enveloppe et la phase sont statistiquement indé- 
pendantes. 

Pour t —> 00. R.(7) 0, R: (x) — 0, y —+ 0, on a en vertu de 
(8.70) 


: 1 
W2(0:, V2) = Wi (01) Wi (02) = 4e 


La relation (8.79) montre que pour Ÿ,— > — const, la densité 
de probabilité WW: (9, 02, t) — const, c'est-à-dire que les sections 
de la surface des probabilités W, (81, 0, t) par le plan 8, — 8: — 0 
et des plans qui lui sont parallèles sont des droites parallèles au plan 
(9:, 02) et, par conséquent, la surface des probabilités de la phase 
du bruit pur représente une surface réglée *). De plus la fonction 
W: (9:, D, t) est paire par rapport au plan Ÿ, — Ÿ, qui est donc 
un plan de symétrie de la surface de distribution. 

Le changement de niveau des droites de probabilité constante 
est donné par les sections de la surface W, (91, Ÿ2, t) par une famille 
de plans parallèles Ÿ, + 0: = const, orthogonaux à la famille de 


*) Rappelons que la surface réglée est une surface engendrée par une droite 
(génératrice) en translation le long d’une courbe quelconque (directrice). Dans 
notre cas l'équation de la directrice est donnée par la formule (8.70). 
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plans 9, — ®: — const. L'une de ces sections (plan Ÿ, — —Ô:) est 
représentée sur la figure 8.2. La densité de probabilité maximale 
correspondant à 0,— 0: est égale à 


1 £ 
W: max (T) —— ra E + (+ +arc Sin Re) | : (8.73) 


En vertu de (8.73) on a W’: max (D> c'est-à-dire que la 


corrélation entre les phases augmente la densité de probabilité 
d'avoir 9, — d>, de plus, pour tT—0 (R,— 1) cette densité aug- 
mente indéfiniment. 

La densité minimale correspondant à 9, — 7 + Ÿ> est égale à 


I Re 
W min (= (1—arc cos kr) . (S.74) 


En vertu de (8.74) on a W2 min (T) < _— c'est-à-dire que la corré- 


lation entre les phases diminue la densité de probabilité d’avoir 
0, — x + 0», cette densité ten- 
dant vers zéro pour tT—0 (R;.—1). 

Dans le cas général [s (t) 0] 
il est commode de représenter la 
densité de probabilité bidimension- 
nelle de la phase par une série mul- 
tiple de Fourier suivant les varia- 
bles ©, et 0. À cette fin dans l'inté- 
grale de la fonction (8.16) sur r; 
et r° il faut passer aux variables 


an 
L 2 


r Tr a 
za = 2,2 — — et utiliser la rela- 
1 0 = CO 


Fig. 8.2. Densité de probabilité de tion ef c05® — . I, (z)e"®. Pour 
la différence de phases d’un proces- n=—œ 
sus aléatoire normal simplifier les calculs nous nous 
limitons au signal de la forme 
u (t) cos w,t et supposons de plus que le spectre énergétique du bruit 
est symétrique par rapport à la pulsation w,, ce qui entraîne R, — 0 
et R, = Ro. Ainsi, en posant Ÿ, = 80 — 0, a; = u4, as — u, dans 
(8.16), on obtient: 


u? Lui —2Rouqus | 


1 
Wa(ds V2 TD = RS exp| 


oO OO 00 
2? +25 Ro2122 er 
x | | 212 eXp — D Ie | TR | eir(ôi Ê2) x 
0 0 r 


= — M 
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uy — Rou> inÔ ET > imOs > N> 
X s se LR: z, |eino: S ; PR 0 (1—À2) 2 eimô2 dz, d2. 
N= — © Mm—=— © 
En changeant l’ordre de sommation et d'intégration et en intro- 
duisant les notations suivantes pour les coefficients du développe- 
ment 


_ 1 | u?+ ui —2Rouju: 
Arnm (60 re SP] pe | * 


x [far HE) 2 [eee 4] 
| 


Rou: 


LEE z|exp| | dzidz, (8.75) 


on obtient le développement de la densité de probabilité bidimen- 
sionnelle de la phase sous la forme d'une série multiple de Fourier, 
soit : 


Wa(ds 82, 7, t)= À OÙ D Arnm ele+m@it(m-n02l, (8.76) 


T—=—0 n—— 00 M—=— 00 


DT. | d21<x 


En l’absence de signal (4, = u> = 0) on obtient à partir de (8.76) 
le développement en série de Fourier de la densité de probabilité 
bidimensionnelle de la phase d’un processus aléatoire stationnaire 


Wa, (841, 0 T)—= D Areir(fi-ts), (8.77) 


T= — © 


| 11, RAS 


NS 


ou 


4 oO © 
Arr) = An (0) = ra | | 12e X 
0 0 


x ()e 24-Rh dudu. (8.771) 
Mais comme À, = A._,, on peut écrire (8.77) sous la forme 
Wa(81, 82 t)= 4Ao+ 2 Ÿ 4, cos r (81 — 8). (8.78) 
r—=0 


L'expression (8.78) est le développement en série de Fourier 
de la fonction (8.70). 
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Les coefficients À, peuvent être calculés en développant 7 (15%) 
en série de puissances, soit : 
RET?n 1 
Ar = _—. > ARR nl(nEnlornm * 


co 00 … 21422 
K [f2 rHi+ongrtitène 2A-RŸ) dc, da — 
Ù 0 


1 RS . RE f r+1+2n + < 
TT 4ne D ni(n+r)l2rtin ((z Lo dx) ee 
n=0 U 


œ re Ses 
1— R3 T° (r+1+ 5) R'T?* 
2 : nl(n+r)l UNE 
n= 


(8.78) 


L'expression (8.78) montre que dans (8.78) le terme constant 


. : . 
+7 Ar (Po) est toujours ns à 7=s Car 
__ 1—R; T'(n+1) Lo 
L 2 A Éd ps 
J ñn=0 
ul] ES =. 
5 LL TS 2 
4 A] " n=0 
02 / y r-7 En vertu de (8.77), pour 
É LT 7 A r>iona 
21) A, (t) — 0, si T —+ oo, 


0 O2 G4 6 mu PRO CS 

Sur la figure 8.3 on a re- 
présenté les courbes des sept 
premières fonctions À, (Ro). 

8.4.3. Fonction de corrélation de la phase. À partir du dévelop- 
pement en série (8.76) de la densité de probabilité bidimensionnelle 
de la phase, il est facile de calculer la fonction de corrélation de la 
phase 


Ba(t, T)= M; {o(t)p(t+T)} — 
= | [onvW(, 0, r, nd0.d0,— 


1-7 
© œ I 


= 2 4. 3 À DiBzeñcrmdes eiem-rr0 dB, 48. 


Fig. 8.3. Fonctions A, (0) 
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Les variables figurant dans l'intégrale double se séparent et il 
est facile de calculer chacune de ces intégrales. On obtient ainsi 


(—1yntm.47? sé 
B(t, T)= S s S Arnm (, en + (8.79) 


Nr, ME Tr 
En l'absence de signal on a 
Qi 
B, (7) = 87° > —x Ar(t). (8.80) 
r= 1 
Pour t — , comme il fallait s’y attendre, on a en vertu de 


(8.80) Boft) 0, et pour t—>0 la somme de là série teud vers u À 


valeur de la variance de la phase, car À, (0) — _ , et DE 2=T 


L'expression explicite de B,(t) écrite sous la forme d” dre série 


de puissances de À, (rt) peut être obtenue en portant (8.78) dans 
(8.80) : 


r° (n+1+7) 


BE 2G RO D 2 ertment 
rT—=in—0 


= + Ro) +TRI(T + Ri(T) +. (8.81) 


Pour le calcul approché de B, (t) on peut utiliser les courbes de 
la figure 8.3. 

8.4.4. Distribution unidimensionnelle de la différence de phases 
et ses moments. La densité de probabilité unidimensionnelle de la 
différence de phases A (£, t) = @ (t + t) — œ(£) d’un processus 
aléatoire normal stationnaire (4 — 0) peut être obtenue directement 
à partir de (8.70), car dans ce cas W, (8,, 0, t) ne dépend que de la 
différence de phases. On a donc 


Wie (Ô, T)= | W2(d:, Ÿ + 1, t) dd — 


nt 


ire | n + arcsiny 
HIS EC A re LE , [8[<r, (8.82) 


a 


où 
y = R. (x) cos Ô + R, (x) sin 8 = Ro (rt) cos [8 — 8, (t)]. (8.83) 
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Lorsque t—+ œ, on a R=R, = y —=0 et Was (Ÿ) = 


[DIS x. 

En utilisant le développement (8.76) il est facile de trouver la 
densité de probabilité Wiay (Ÿ, T, t) de la différence de phases d'un 
processus normal pour le cas où u = 0 et R, = 0 

T 


Wine (9, T, t)= | Wa(O + D Da T, t) dd -- 
—71 


© 
D Arnm(T, t) gite Sin (Em) x 


r= 00 Nn=—00 M—=—0 n+m 
mais comme 

sin(n+m) el mn, 

ntm Un, m—=—n, 
on a 
Wiao (ds T; t)= 27 D > À}, naine UFn)0 

ou encore He, 
Wiao(Ÿ, T, )=2n | ÿ Ah, nr, nE2 > S Ain, n, -ncosk® |. 

Tes — 00 = { n:=—00 

(8.84) 


L'expression générale des moments de la distribution de la dif- 
férence de phases est 


+ 4x D Î 8 coskO dB D Aunnens (8-85) 


kR=1-—7x T= — 00 
Mogxs = 0, g =0, 1, 2: .. 
Pour la variance de la différence de phases on a 


am € 
m= M: = > An,-nn+ 


N= — 00 
+167 nm 3 — D D Amnnnn. (8.36) 


n= — 00 


Pour u = O0 on obtient une Pr analogue à (S.65): 


1, -% a (tr 
M= +160 D ———4,, 
r= 1 
où a, est remplacé par 47 4,. 
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8.5. CARACTÉRISTIQUES PROBABILISTES DU COSINUS DE LA PHASE 


8.5.1. Densité de probabilité unidimensionnelle et ses moments. 
Parfois on a besoin de connaître les caractéristiques statistiques non 
pas de la phase @ (?), mais de cos q ({). Utilisant les densités de pro- 
babilité de œ (t) obtenues au chapitre précédent, on peut facilement 
calculer les densités de probabilité de cos @ (t). Il suffit pour cela 
d'utiliser les relations permettant de trouver les lois de distribution 
des fonctions de variables aléatoires (voir $ 3.1). 

Proposons-nous de trouver d'abord la densité de probabilité 
unidimensionnelle de cos œ ({). En effectuant dans (8.60) le change- 
ment de variable z = cos Ÿ on trouve l'expression suivante pour la 
densité de probabilité unidimensionnelle de cos @ (pour |È | < x 
la fonction Ÿ (z) = arc cos z est bivoque): 


dû dÔ> 
W (2) = wi |: (2)] | Hu Lô2 (6) H/? 
et comme 
ÉRESEE 
dz | | dz  Vi-Z 
on a 
WiG=— ii 0 7 1+s Van F()e 2], (8.87) 


:1<1. 


Sur la figure 8.4 on a représenté une famille de courbes de la distri- 
bution (8.87) pour plusieurs valeurs de s. Pour s — 0 (bruit pur) 
la courbe donne la distribution 
d’une oscillation harmonique 
d'amplitude unité et de phase 
aléatoire [voir (3.15)] 


Wi(3)= z1<1. 


(8.88) 


Pour s =0 la courbe de- 
vient asymétrique, la densité 
de probabilité pour s donné et 
z1 > 0 est plus grande que 


UE 
rx V1—2 


és :  : Fig. 8.4. Densité de probabilité du cosi- 
pour z, = — z,. Ceci est dü à nus de la phase d'un processus aléa- 
ce que la densité de probabi- toire normal 


lité de la phase pour | Ÿ | < 
<+ est plus grande que pour | 8 | > S c'est-à-dire que les valeurs 


positives de cos Ÿ sont plus probables que les valeurs négatives. 


372 ENVELOPPE ET PHASE D'UN PROCESSUS ALÉATOIRE NORMAL (CH. 8 


Quantitativement cette différence est donnée par l'égalité 
s2(1—22) 


Wi(-3=M@-V Le 7, :>0. (880) 


En utilisant le développement en série de Fourier de la fonction 
W, (8) [voir (3.90)] et vu que cos 4 arc cos z = T, (z), où T7, (2) 
est un polynôme de Tchébychev de première espèce d'ordre k, on 
peut obtenir son développement en série suivant les polynômes de 
Tchébychev : 


[£+2 D an] 1:11<1 (8:20) 


h=1 


MO 


Les coefficients a; sont donnés par la formule (8.64'). 

Calculons maintenant les moments de la distribution de cos y, 
en utilisant les développements (7.17) et (7.18) des puissances du 
cosinus suivant les cosinus des arcs multiples. Vu l’orthogonalité 
des fonctions trigonométriques on obtient 


TT 00 
" 1 
Mon = | + D a, cos rà | X 
— TH r= 1 
n— 1 


x 2 2(%)cos2(n—10+(%)]0- 


R=0 


n—i 
2H (%)+5é D an (?), 620 
R=0 


x 3 (57 )cos(2n—26—1)8 |d8= 


R= 


n — 1 


= er D aunms( 4). (8.92 
k=0 


Les deux premiers moments de la distribution de cos sont 


m=na= y ++ (+. 2,—+)= 
= ++ f[r(e)+n (=) re (8.93) 


mme tn (sa). 690 
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Calculons maintenant la probabilité d'avoir cos p<z, c'est-à-dire 
P {—1 < cos p LL z} = Fi (2). 


I1 est facile d'exprimer cette probabilité à l'aide de la densité 
de probabilité P (8) de la phase [voir (8.68)], on a: 
P {—1 <cosp<2} = P{—n< p< —arc cos z} + 
+ P {arccosz <p<Lr} = 1—P {—arcosz << 


< arc cos 2} 
ou 
Fie (c) = 1 — P (arc cos 2). (S.95) 


La relation (8.95) montre que la probabilité 1 — F,, (z) d'avoir 
z L cos p < 1 coïncide simplement avec P (arc cos z), pour le cal- 
ee de cette e probabilité on peut alors utiliser les formules du $ 8.4.1. 
La probabilité d’avoir cos @ positif est égale à 


1—Fi(0)=P (+)=F (5): (8.95°) 


arc cos z 


En l'absence de signal (s = 0), P (arc cos z) = et 


Fic(z) = 1 — arc cos z. 


En utilisant (8.84) il est facile d'écrire l'expression de la densité 
de probabilité unidimensionnelle du cosinus de la différence de phases 
Ag = (t) — (ft + T7). On a: 


Wicosag (= | S An,-nn + 


Az — © 


+25 5 Ta (2) Ant, n, -n |, |:1<1. (8.96) 


R—=1n—-0 


Pour un processus aléatoire stationnaire (u, — u2 — 0) (8.96) devient 


Wicosag (2) = —— = | Iz1<1 (847) 


où les coefficients 4, sont donnés par (8. ARE La formule (8.97) 
peut également être obtenue à partir de (8.78). 
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Par analogie avec (8.91) et (8.92) on peut écrire les moments de la 
distribution de la grandeur cos A, soit: 


x g—1i : co 
mag = D (ET) D Aesomnun-ns (8.98) 


R=0 n—— 00 
4 (24) < 
ÉL4 

mn | ” D An,-nn+ 
Ne — © 
ae 7 2 12 
T° 
+ 22q-1 D k | A2(q-k)=n, n, -n° (8.99) 
R=—0 = —œo 


Pour un processus aléatoire normal stationnaire les deux premiers 
moments de la distribution de cos Ag sont: 


m= 4241, (8.100) 
ma= À + 4nt4.. (8.101) 


8.5.2. Densité de probabilité bidimensionnelle. Passons mainte- 
nant au calcul de la densité de probabilité bidimensionnelle du cosi- 
nus de la phase. On peut utiliser l'expression (8.76) et effectuer le 
changement de variables z, — cos #4, z, — cos 0. Les fonctions 
inverses pour | | < x, | Ÿ2 | L x sont bivoques, c'est ainsi qu'à 
chaque point du plan (z;, 22) correspondent quatre points du plan 
(0, Ÿ2) : 

Vis — ArC COS 24, Dis — —Arc COS Z1, 
Voy —= —ATC COS 2», Vor —= AIC COS 2». 


Comme il est facile de le voir, les jacobiens des transformations 
sont 


 (Ÿ 11 D21) =| d (Vie V2) |__| (is, Vas) | 

O(Z4s 22) | À Oz 2) | | Oz 2) | 
=| 9 (D42, D22) _ 1 
DôGus) 17 V1-23 V1 


Etudions plus en détail ce qui se passe en l'absence de signal. 
L'expression (8.78) donne: 


1 
Wa (zu 2 = ————— ——— 
2 (z: Ce) T) Vi V1 — 


Wa (Vis Va, T)+ Wo(Üi, Vars 7) + Wa (Ÿ'12, DV», T)]= 


[Wa (is Vos, T) + 


4 1 ,< 
— VIE VI + 2 Àr [cos (r arc cos 21) X 
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X cos (r arc cos z:) — sin (7 arc cos £;) sin (r arc cos 2)] + 


(se) 
+ by A, [cos (r arc cos z,) cos (r arc cos 22) + 


r=1 


+ sin (r arc cos Z,) sin (r arc cos 2) 1} = 


avale me +2 S A, cos (r arc cos z,)cos (rare cos z.) | 
— 72 25 


r=i 


et, en introduisant les polynômes de Tchébychev T, (z) = 
— Cos (r arc cos z), on obtient 


Was 2 ve l' + 


+8n) 4 (7, (1), ul<t, 21<1, (8102) 
T= 1 
où À, (rt) sont donnés par la formule (8.78). 

Remarquons que la série (8.102) donne le développement de la 
densité de probabilité bidimensionnelle du cosinus de la phase d’un 
processus aléatoire normal stationnaire suivant les polynômes ortho- 
gonaux de Tchébychev, ce qui est en accord parfait avec la méthode 
générale exposée au $ 2.4.4, car la densité de probabilité unidimen- 


sionnelle de cos y, égale à —— sur l'intervalle —1 << z <1, 
EL — 2° 

coïncide avec la fonction de pondération des polynômes 7, (z) (au 

facteur _ près). 


8.5.3. Fonction de corrélation. Le développement (8.102) permet 
de trouver facilement la fonction de corrélation de cos œ: 


B(r)=m, {cos (t)cosp(t+T)} = 
| 


1 œ 
= | (aucWi(s, 2, Ddudu=2 Y c4,(n, 
=1 T1 


où 
1, =, 


Cr = | 21: D (0 r>1. 
Ainsi [voir (S.77')], 


B (x) = 2524, (x) = TS [ (ar ( ee ) X 
0 0 


21-722 
X EXP [ _ er | dz, do (8.103) 
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ou, compte tenu de (8.78’), on a 


1 R3 L re (n+ +) 


B (r)= + 2 Horn RE (1) = 
= 400 l4 +0 , #0 is + 
(Q@n—1)!1\2 RE (x) 
+) rl se] x (8.104) 


On peut écrire autrement la fonction de corrélation du cosinus 
de la phase. Pour cela il suffit d'exprimer l'intégrale double dans 
(8.103) à l’aide de fonctions hypergéométriques, qui pour le cas qui 
nous intéresse se réduisent à des intégrales elliptiques complètes. 
Laissant de côté les calculs intermédiaires, donnons le résultat 


B(r) =; (8.105) 


où K et E sont des intégrales elliptiques complètes de première et 
de seconde espèce respectivement. 

On peut calculer la fonction de corrélation de cos œ sans calculer 
préalablement la densité de probabilité bidimensionnelle, ce qui est 
particulièrement important pour le cas de la présence du signal, car 
dans ce cas les calculs sont assez compliqués. Il est évident que l’on a 

1 1 
B (rt) = | | ZZ22W2 (Zi 22, T) dz1dz2 = 


SE 


EL 


JT 
= À sos ®, cos D2W2 (1, O2, T) dO1d0>, (8.106) 
1 


où W, (8, 0, t) est la densité de probabilité bidimensionnelle de 
la phase. Utilisant (8.76) et changeant l’ordre de sommation et d'in- 
tégration, on obtient 


B= 3 D DZ 4m 


fr=-370n—=-00 M—=— 00 


a 
| cos Ÿ, cos 2 X 
-T 


À = à 


X eitr-n) 01et(m-7) 03 76, dû. 
En vertu de MERS des fonctions trigonométriques on a 
1, n+r=+i, 


cos Deitn+r)01 D, — { Hu 


1, Mm—r=+i, 


71 
se. 

Deitm-r) 02: 40, — 
2 à - #“ m—rz£ +1. 
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On obtient ainsi l'expression pour la fonction de corrélation de 
cos ® sous la forme de la série 


B(t)=nt D As, -retrat (th (8.107) 
TE= — 00 

dont les termes sont donnés par la formule (8.75). En l'absence de 

signal tous les termes, à l'exception de 4:,0,0 — A1, s’annulent et 

l'expression (8.107) devient (8.103). 
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8.6.1. Distribution conjointe de l'enveloppe, de la phase et de 
leurs dérivées. Examinons d'abord le cas général du calcul de la distri- 
bution conjointe aux mêmes instants de l'enveloppe, de la phase 
et de leurs dérivées premières dans le cas d’un processus aléatoire 
normal à bande étroite dérivable en moyenne quadratique. Pour 
simplifier les calculs nous nous limitons au cas où la partie déter- 
ministe du processus est une oscillation harmonique d'amplitude 
constante u. 

Pour résoudre ce problème on part de la distribution quadridimen- 
sionnelle conjointe des processus aléatoires normaux À (t), C (1) 
et de leurs dérivées aux mêmes instants. Conformément au $ 6.2.2 la 
matrice de corrélation de cette distribution est [voir également (8.10)] 


1 0 0 R; (0) 
0 1 — R; (0) 0 
0 —R;,(0) —AR:(0) 0 

R, (0) 0 0 — R: (0) 


En vertu des formules (6.57) et (6.55) on a {voir également (4.137’}, 
(8.11) et (8.12)] 


[ (@— 0) F (w) do 
— R3 (0) = = Gnoy — 0 =0*, (8.108) 
Î F(u) du 
0 
ï (© — &9)* F (w) do 
— R1(0) = = &Ù = 0!—20m0;%09+ 0, (8.109) 
\ F (w) dw 
0 


où F (w) est le spectre énergétique de la partie stationnaire d'un 
processus aléatoire normal à bande étroite. 
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Le déterminant de la matrice de corrélation ci-dessus est 


D = (oi — w*°)? = (o? — wi)". 
A partir de (4.159) on a : 
, , 1 
Ua(r, Ty, y = Gros ar * 


1 e 10 2 
X exp Le Lo, (z° + y*) + 


+ (224 y?) — ot Gy'—ya)} (8.110) 


En effectuant dans la densité de probabilité (8.110) le changement 
de variables 
z+u=rcosŸ, y = r sin Ÿ, 
zx = r" cos Ÿ — rŸ’ sin Ÿ, (8.111) 
y = r" sin Ÿ + rŸ’ cos Ÿ, 
on obtient la distribution quadridimensionnelle W, (r, r”, ©, 0’) 
cherchée de l'enveloppe, de la phase et de leurs dérivées. Comme 
le jacobien de la transformation (8.111) est 
Ad (x, 2 y, y”) — "à La 
or, r, 0,9) |” 0 
on à 


W,(r, r”, #, D  — 


4n20t (52—w*2) 7 
1 ne . 
X EXP { — Horquien) [0 (r® — 2ru cos Ÿ + u?) + 
+r?2Lr0—20"r 0" — 
+ 2w*u (r’ sin 8 --rÙ’ cos s)1} . (8.112) 


8.6.2. Densité de probabilité de la dérivée de l'enveloppe. Pour 
trouver la distribution conjointe W, (r, r') de l'enveloppe et de sa 
dérivée aux mêmes instants il convient d'intégrer (8.112) sur Ÿ 
et 0”. Cette intégration est facile à réaliser si le spectre énergétique 
F (w) est symétrique et la porteuse w, coïncide avec la pulsation 
moyenne @moy- is a alors o* — Oet 


W,(r, r)=-— oi exp [— (r 


x Î { exp (— a 45” dd, 
d'où To ; 
Wet r)= we V27 exp| 202 Css airs = ) 2 (%) 
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Comparant (8.113) et (8.17) on trouve 


r’2 


1”. :à) (PER 1 2020% 

Gr, r)=Wi(r) PRE EEE e : (8.114) 
c'est-à-dire que la distribution conjointe de l'enveloppe et de sa déri- 
vée est égale au produit de la densité de probabilité de l'enveloppe 
(fonction de Rayleigh généralisée) par la densité de probabilité de 
ja dérivée, qui est normale de moyenne nulle et de variance o*w:. 
En vertu de (8.114) l'enveloppe d'un processus normal à bande étroite 
et la dérivée de cette enveloppe sont indépendantes aux mêmes instants 
[comparer avec (4.141)]. 

8.6.3. Densité de probabilité de la pulsation et ses moments. Cal- 
culons maintenant la densité de probabilité de la phase et de sa 
dérivée. Supposant toujours que le spectre énergétique F (w) est 
symétrique, intégrons (8.112) surretr”. L'intégration sur r’ s'effectue 
immédiatement, on obtient ainsi 


u° 


| ee 
e .“% x 


(2102)*/“0, 
où 


x | rexp| — ze (+ =) + 


W,(8, 8')— 


| dr. (8.115) 


Enfin, en intégrant sur Ÿ on trouve la densité de probabilité de la 
dérivée de la phase d’un processus aléatoire normal 


1 — 
Er D: 
X [ fréexp[ 5 (1 +) +4 cos8 | ar 8 = 
=xÙ 
u2 % Ô 
ave s frno(Sr)e er (Er) dr 


L'intégrale obtenue s'exprime à l'aide d'une fonction hypergéo- 
métrique (voir annexe V). On a alors pour W, (d”) l'expression sui- 
vante 


3 _ 
e 9g? r (5) os V2 
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; u | ME , 
et avec les notations s = UT 1 + on obtient 
+ 


s2 
; | 3 s° —— 
Wa (9) Ps (=, 1, )e 7, (8.116) 
La fonction hypergéométrique dans (8.116) s'exprime à l’aide de 
la fonction exponentielle et des fonctions de Bessel [voir (4) 
et (6) de l'annexe V]. Comme nous l’avons déjà noté la grandeur 


20 - 15 10  -05 0 05 1G 15 20 


Fig. 8.5. Densité de probabilité de la dérivée de la phase q'un proces- 
sus aléatoire normal 


«w, est proportionnelle à la largeur de bande du spectre énergétique 
du processus aléatoire. 

L'expression (8.116) montre que la fonction W, (0”) est paire 
et la courbe correspondante est symétrique par rapport à l'axe des 
ordonnées. Sur la figure 8.5 on a représenté la famille de courbes 
W, (9”) pour plusieurs valeurs de s. 

Pour un processus aléatoire normal stationnaire (4 = 0) la densité 
de probabilité de la dérivée de la phase est égale à 


3 


Wa (89= 7 = 5 (1+2) (8.117) 


32 20, 
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En comparant (8.117) et (8.115) pour x = 0 on voit que la distri- 
bution conjointe de la phase et de sa dérivée en cas d’un processus 
aléatoire normal stationnaire est égale au produit des densités de 
probabilité unidimensionnelles de la phase et de sa dérivée, par 
suite, ces grandeurs sont indépendantes aux mêmes instants [ce qui 
est en accord avec le résultat général (4.141)]. 

La fonction de répartition de la dérivée de la phase est égale à 


A 

DD LE | its 

1(0)=xS :) (+4) ; | 7) ) 
9">0, Fi(—0')=1—F, (8). 


Il est également facile de trouver la probabilité pour la dérivée de la 
phase d’un processus normal stationnaire d'être inférieure en 
valeur absolue à une pulsation donnée (2: 


Q 
P{19 1<Q}= 2 | W:(9°)d0°— 217, (0) —F; (0) = — —. 
û 14% 
(8.119) 
SiQ$Sow,,ona 
P{I91<0}e1—+ (<). (8.119°) 


Considérons les formules approchées de la distribution de la déri- 
vée de la phase pour les cas où l'amplitude w du signal est petite et 
où elle est grande par rapport à &. 

Si u < ©, en développant dans (8.116) la fonction hypergéométri- 
que en série de Taylor et en ne conservant que les deux premiers 
termes on obtient 


LE 

(1+—) 9 ,a 

PR &w£ s? 3 Ê’2 \-17 

Wa. (9°) mi fa [15 (1422). (8.120) 
Pour u ÿ © en utilisant le développement asymptotique de la 

fonction hypergéométrique, on trouve 

W:(9') — 


s25"2 


S 
ee at | (8.121) 


] 
we 


Pour 0”? < w? et u © © la dérivée de la phase est à distribution 
2 
normale de variance (+) * Cette distribution tend vers la fonction 
delta lorsque s augmente indéfiniment. 
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La valeur moyenne de la dérivée de la phase est égale à zéro 
en vertu de la symétrie de W, (8”) *). Lorsque l’on essaie de calculer 
la variance de la dérivée de la phase, on se heurte à ce que l'intégrale 


O0 


| 0’2W, (0’) dÔ” est divergente. En effet, en vertu de (8.116} 


W, (9”) décroît pour 8” — oo comme (8’)-* et, par conséquent, la 
fonction se trouvant sous l’intégrale décroît comme (8”)-1, c’est-à-dire 
trop lentement pour assurer la convergence de l'intégrale impropre. 
Ainsi la variance de la dérivée de la phase est illimitée **). La distri- 
bution (8.116) est encore un exemple de distribution d’une variable 
aléatoire sans variance. 

On peut prendre pour caractéristique numérique de la distribu- 
tion de la dérivée de la phase la moyenne des valeurs absolues, 
c'est-à-dire 


m, {| gl} = | | 6” | W, (9) ag" =2 | 8’w, (9’) d8”. (8.122) 
_—œ ) 


En portant dans (8.122) l'expression de W, (8”) obtenue à partir 
de (8.116) et en changeant l’ordre d'intégration, on obtient 


Us 


nes, © 2 
æ% ur = 
; = —_—— 2] (5) e 20 
m {lg = L o( * 
©œO 


u20"2 


X | ô" exp (--5r) dû” dr — 


to 7 (2 (+) A US Y (=. 1, — 7) 
0 


ou, en exprimant la fonction hypergéométrique à l’aide d’une fonc- 
tion de Bessel (voir annexe V), on trouve 


u 


mie Dee D (7). (8.123) 


*) Il s'agit de la valeur moyenne du carré de l'écart de la dérivée de la 
phase par rapport à Go. 

**) Ce résultat n'est pas contradictoire du point de vue physique, car la 
phase n’est pas une caractéristique énergétique du processus. Les termes « spectre 
énergétique de la phase » et « spectre énergétique de la dérivée de la phase » in- 
diquent seulement que les fonctions correspondantes de la fréquence sont des 
transformées de Fourier de la fonction de corrélation de la phase et de sa dérivée. 
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En l'absence de partie déterministe (4 = 0) on a 
m, {|q |} =0,. (6.124) 


8.6.4. Fonction de corrélation de la pulsation instantanée. Pour terminer 
ce chapitre nous allons calculer la fonction de corrélation et le spectre énergé- 
tique de la pulsation (dérivée de la phase) d’un processus aléatoire normal sta- 
tionnaire. 

Soit un processus aléatoire normal stationnaire dérivable en moyenne 
quadratique, à bande étroite, dont le spectre énergétique est symétrique par 
rapport à la pulsation w. La dérivée Q (t) de la phase de ce processus aléatoire 
est, en vertu de (8.6), égale à 


d C(t) A(t)C'(t)—C(t) À’ (t) de 
Q (= arctg FT = ÆWICU . (8.125} 
La fonction de corrélation du processus aléatoire Q (t) est 
: __  fC() A" (t)—A (4) C’ (+) 
Ba(rt)=m;{Q(t)Q(t+Tt)}=m: x 
C(ttTt)4'(t+rt)—A(t+Tt)C'(t+Tt) à 
; Æ (DEC UT j- (420) 


En examinant (8.126) on voit que pour trouver B, (+) il faut connaître la 


densité de probabilité du huitième ordre des variables aléatoires A(t), A’(t), 
At+t), A'(t+ rt), C(t), C' (t), C(t+ Tv), C’ (t + 7). Supposant toujours 
symétrique le spectre énergétique du processus aléatoire initial, on voit que les 
fonctions aléatoires À (t) et C (t) sont indépendantes et ont même fonction de 
corrélation égale à (voir $ 6.2.2): 


O0 
o°Ro m= \ F (w) cos (tg—2) + do. 
c) 


C’est pourquoi la densité de probabilité cherchée est égale au produit de deux 
densités de probabilité or males du quatrième ordre. 

Pour les calculs ultérieurs il est commode d'utiliser la représentation 
[era de ces densités de probabilité à l’aide des fonctions caractéristiques 
quadridimensionnelles correspondantes : 


( 00 co c à A 
Wa (Ti, Tis Lo, enr ETS | en | expl + Y ÿ PIRUIUCR — 


—i (ri + . +204) | du, …. dva, (8.127} 


x co 00 4 % 

2 , (Us 

Wa(Yis Vis Vo CE Eh E7T E | .. | exp -+Y > TIRUIUR — 
- 00 - 0 1=—1 R=1 


—i (yaus + ….. + yaus) | dus …. dus, (S.128)y 


où r8 sont les éléments de la matrice de corrélation. 
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Compte tenu de (8.127) et (8.128) on trouve à partir de (8.126) 


YiTZi —Tiÿ1 Yale — Too 

Ve] T = | ee | 2 —  —— ———— X 
o (9) TÈHUYT 2H Yi 
00 00 
X Mari, Ti, Te, 25) Wa (Y1s Vis Yes V2) dr1 . .. dys = 
œ œ 

a. YiTi— TiVi Yals — Zee 
FT pe 8 2 2 2 2 X 

(27) Zi +yi Ts + y5 


& 4 
o? 
X exp [+ > D rih (vivr + uiur) — 


I=tR=1 


—i (zu +... +yaus) | dr... dys dui... duge (8.129) 


Dans (8.129), l'intégration sur z4, zi, y1, y1 et SUT 2, xs, ya, ya se fait sépa- 
rément et se réduit au calcul de quatre intégrales quadruples identiques. 
Considérons l'intégrale 


Led oo 
K ne | | YiT1 eg Cavibriostviur+vius) 
"(mx 23 + y! 


X 


X dr; dz; dy£ dy. (8.130) 


Utilisant la fonction delta (voir annexe 111) on peut écrire l'intégrale (8.130) 
sous la forme suivante: 


œ œ 
{| à 2 
Ki= Ta 6’ (u2)ô (u2) | | PET e i(X105 vus) dzs dy. 


00 —00 
Passons maintenant des variables z, et y, aux coordonnées polaires p et œ: 
T1 = P COS P, Y; = P Sin p. 
On obtient alors 
2x 
sin p etP(icosp+ 1 sin ®) dq dp. 
0 


Î 
K;=-75 0" (v2)  (u2) 


Mais 


2x 
i { sin y giP(vs: cos p+us sin y) dp= 
2x 1 


2x 
1 « { 
= Î (oi? —e—i9) € p V/72+u3 sin (p+) = 
0 
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27% —— 
hf TT oHeVun0 
| 27H 
Ÿ 
_—eiŸ Z | 7 0+ip/ vi tu ne af | = Ji (p Vii+ u?) cos Ÿ. 

j : 

où 
u 
COS Ÿ — — - 
Ÿ Vrii+ui 
Ainsi 


: 1 ui0’ (12) Ô (u> C Ts 
Ken ne | M (p V/r?+ ui) dp. 


Mais comme 


U 
a 1 
[GE Virru)ap=Vitrut, 
0 
on obtient 
1 U4 . 
1= 5x var (u2) Ô (u2). (8.131) 
De même 
n © 00 
ZiYs —iÏ(Xi0i+X va t-yiust-yiue) j ; 
KG | se | Pr Le DE Sd dzi dr; dys dy; = 
— 0 — 00 
_ 1 U{ : : 
= pui 0 (02) (u>), (8.132) 
© O0 
s 1 Yes  —i(xavst+-xivstyeust-yius) 
K3=-— | .. { = e 2 2 dr: dre dy dys = 
GET: 2 ne 2 ÜTe da Os 
(271) LA J 7 VE 
1 Us 5h )5(u), (8.133) 
27 vi +ui : ‘ 


: 1 C C Loi —i(xevs+xovatyeus+ vous) 
end Le Î re 
— 0 — © 


T5 Yi 


dr, dr, dye dys = 
1 


Ua 


x ru © (0 6" (u). (8.134) 
En portant (8.131) à (8.134) dans (8.129) et compte tenu des iét 
de filtrage de la fonction delta et de sa adrivée, on a: F propriétés 


a 
Bo = Kiki) (Ka Rd Ge | | 1 1 


e mm x 
FA ru 
—œ 
25—0624 
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X [u19” (v2) Ô (u2) — 10 (v2) 0’ (u2)] [u30” (vs) 8 (ua) — v30 (va) 8’ (u3)] X 


4 4 
0? 
X exp | —<- > bi rh (UIVR + up) | du, ... dus — 
1=1 k=1 


LL | | O4RGS (us — vus)? + OR; (ivs uns), 
| su (L? + uf) (v$ + us) 


X exp | + (5 +ut+r3+us-+2Rovivs+ 2Rouius) | du dus dus dus. (8.135) 


Le calcul de l’intégrale multiple (8.135) se trouve simplifié si l’on introduit 
le changement de variables 


n=Leos(+p, ee cos, 


= sin (a +f), u=£ sin $. 


co 
| (Ré?rp sin° & + R6 cos a) X 
) 


X exp _ (r2 + p* + 2Rorp cos a) | dB da dr dp — 
œ® æœ Tr=+p ex 
_—. | | 0e (ror:: | sin? œe — ForP COS & Je L 
0 0 U 
2x 
+R | cos ae Rorp Cos & da.) dr dp. (8.136) 
0 
4 œo 
Comme 57 { ce 408€ cos na da — (—1)n7, (a), utilisant les formules (3) 
U 


et (7) de l'annexe V, il est facile d'achever l'intégration dans (8.136) et d'obtenir 
l'expression cherchée de la fonction de corrélation de la pulsation 


1 : R£  Ri 
Bo (9 = 5 (RE RGRo) (1+ ++.) 
ou 
_RED-R DR 
2R$ (7) 
En vertu de (8.137), pour rt —+ 0 les valeurs de B,, (x) tendent vers l'infini, 


ce qui s'accorde bien avec le fait mentionné plus haut que la variance de la déri- 
vée de la phase d’un processus aléatoire normal stationnaire est illimitée. 11 
faut donc faire attention lors de l'étude des caractéristiques probabilistes 
de la dérivée de la phase. Ainsi, par exemple si l’on utilise l'égalité B, (x) — 


= —Bo (x) qui n’est vraie que si la dérivée BG (0) est finie, on arrive à un 
résultat erroné. 


Ba (7) = In{[i— R£(t)]. (8.137) 
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8.6.5. Spectre énergétique de la pulsation d’un bruit blanc après filtrage. 
Supposons que le processus aléatoire normal soit un bruit blanc ayant 
traversé un amplificateur à fréquence intermédiaire (A.F.I.) dont la caracté- 
ristique de fréquence est une courbe gaussienne. 

En vertu de (5.42’) on peut alors écrire 


_ pe 
Rolt)=e “, (8.138 
d'où 
s be 
R; (x) = = e * ; (8.159) 
,, ge, -Æ% 
R (t) = À (1- F } e " . (8.139) 


Le paramètre $ dans (8.138) est lié à la largeur de la bande passante de 
l'A.F.I. par la relation A — f Vn. En portant (8.138), (8.139) et (8.139') 


BE 


Fig. 8.6. Spectre énergétique de la dérivée de la phase d'un bruit blanc 
après filtrage 


dans (8.137) on trouve 
2x2 
B, (x) = in (1—e - | à (8.140) 


Le spectre énergétique de la pulsation est donné par le théorème de Wiener- 
Khintchine 


c _ pe 
Fa (©) = —$° { In (1—e S } cos WT dt. (8.141) 
0 


En développant en série le logarithme et en intégrant terme à terme on 
obtient 


oo ; œ nB2r2 — © ; L &2 

8 NS  — 2 ee NS 7h 
Folw)=8 » — je csurdr=8/ À > TE ° . (8.142 
n=1 0 n= 1 | 


25e 
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L'intensité du spectre énergétique pour & = 0 est égale à 


n=1 


où & (x) est la fonction dzéta de Riemann. 


Comme | —= 2,612 on trouve 


2 
Fa (0) = 1,868 VA = 1,864. (8.143') 
Pour & > pfona 
nf  A* 


La figure 8.6 donne le graphique du spectre énergétique de la pulsation 
d’un bruit blanc normal apres filtrage. 


Problèmes 


8.1. Montrer que la fonction caractéristique bidimensionnelle du carré 
de l’enveloppe d'un processus aléatoire normal stationnaire est égale à 


1 


ETES ET CUTEN TE ÈS «1 


O2 (l4, l'as T)—= 
Par une transformation de Fourier inverse obtenir la formule (1) à partir de 
(8.35). Vérifier que 
0“0: (u4, Us, T) 
dr dv2 


me 9 
D1=202-=0 Bez2(r), () 
voir (8.42)]. 

8.2. Montrer que la densité de probabilité unidimensionnelle de la compo- 
sante haute fréquence E? (t) cos 2 [wot — œ (t)] d'un processus aléatoire normal 
stationnaire à bande étroite de moyenne nulle et de variance 0? à la sortie d’un 
détecteur quadratique est 


_ | y | 
W: W)=5s K (55) , (3) 


où Æo(z) est une fonction de Bessel de l'argument imaginaire de seconde 
espèce et d'ordre zéro. 

8.3. Montrer que pour la distribution (8.82) le paramètre 8, coïncide avec 
la moyenne de la différence de phases Ag = œ (t + Tt) — œ (t) d’un processus 
aléatoire normal stationnaire 


A 
m; {Ag} = \ 8W, ag (9) 8 = Bo (). (4) 
1 
Montrer également que la moyenne du module de l'écart entre Aq et 0, est 


égale à 
mi {| AP — Ÿo |} = arc cos Ro (t). (5) 


8.4. Soit G(t, t) = E?(t) + Ef(t + +) la somme des carrés de deux 
valeurs de l'enveloppe d'un processus aléatoire normal stationnaire à bande 
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étroite. En utilisant (8.21) et en effectuant le changement de variables 
r, = Vusin@, r: — Vu cos 6, 


montrer que la densité de probabilité unidimensionnelle de Ë& (f, t) est égale à 


u 
À 7 Zoz(t= RD À f uRo 
Wit (u, D GERS e 0 sh a | : u > (0. (6) 
Pour t —+ oo (Ro = 0) la distribution (6) devient 
eu u 
u 202 ’ 
Wix (u)=ZSx , u>U, (6) 


c'est-à-dire la distribution du %? à qe degrés de libertés, comme il se devait 
pour la somme de deux variables aléatoires exponentielles indépendantes [voir 
(20) dans le problème 3.15)]. 

8.5. Montrer que l'enveloppe de la somme de processus stationnaires 
normaux de moyennes nulles et de variances 0%, i — 1, ..., N est distribuée 


suivant la loi de Rayleigh 


r2 
W: W=+ e n r> 0, (7) 
où 
N 
Oo? — 0%. (7°) 
i=1 


Pour le cas N = 2 trouver la formule (7) par une autre méthode en utili- 
sant la formule (2.39) où w (y | x) est la distribution de l'enveloppe de la somme 
d’un signal déterministe et d'un bruit normal (loi de Rayleigh généralisée), 
et w (x) la distribution de Rayleigh de l'enveloppe du signal fluctuant. 


Chapitre 9 


PROCESSUS ALÉATOIRE NORMAL À LA TRAVERSÉE 
D'UN CIRCUIT RADIOTECHNIQUE TYPE 


9.14. GÉNÉRALITÉS 


Comme nous l'avons noté au $ 5.1.3, dans de nombreux disposi- 
tifs radiotechniques on a affaire à la transformation de signaux, qui 
sont dans le cas général des processus aléatoires, dans un circuit 
type se composant de trois éléments en série: un élément linéaire 
d'entrée, un élément non linéaire (non inertiel) et un élément linéaire 
de sortie. 

Si à l'entrée du circuit type agit un processus aléatoire normal, 
il n’est pas difficile de trouver le spectre énergétique du processus 
de sortie. Après l’élément linéaire d'entrée le processus reste normal, 
quant au spectre, il se déforme conformément à la caractéristique de 
fréquence de cet élément linéaire. Après la transformation non lineéai- 
re les densités de probabilité du processus cessent d'être normales, 
mais on peut tout de même trouver le spectre du processus transformé 
en utilisant l’une des méthodes exposées en détail dans le chapitre 6. 
Puis il ne reste plus qu’à tenir compte de l’action sélective de l’élé- 
ment linéaire de sortie en utilisant la formule (5.14). 

Cependant souvent il ne suffit pas de connaître le spectre énergé- 
tique du processus à la sortie du circuit type, on a besoin de caracté- 
ristiques plus détaillées telles que les densités de probabilité. Le 
calcul de la densité de probabilité est lié à de grandes difficultés 
mathématiques, tant de principe que de calcul, car le problème 
a résoudre est celui de la transformation de la densité de probabilité 
d'un processus aléatoire dans un système linéaire lorsque le processus 
d'entrée n’est pas un processus normal (voir $ 5.3). 

Lorsque le processus d'entrée du circuit type n’est pas normal 
cette difficulté apparaît déjà tout au début du calcul. Il devient 
difficile de calculer non seulement la densité de probabilité mais 
aussi le spectre énergétique du processus après l'élément non linéaire, 
car pour cela il faut connaître la densité de probabilité bidimen- 
sionnelle du processus aléatoire à l'entrée de cet élément non 
linéaire, processus qui est celui de sortie de l'élément linéaire pré- 
cédent. 

Ce n’est que dans un nombre très restreint de cas qu'on peut trouver 
la densité de probabilité d'un processus à la sortie du circuit type, 
ceci dans les hypothèses spéciales quant au genre de la non-linéarité 
et aux propriétés statistiques du processus aléatoire d'entrée. 
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La méthode approchée de calcul de la densité de probabilité 
unidimensionnelle consiste à calculer un certain nombre de moments 
de la distribution (voir $ 5.3.1). Mais cette méthode conduit en fait 
à des calculs fort compliqués. 

Dans ce chapitre nous examinons quatre types de problèmes 
de calcul de la densité de probabilité unidimensionnelle du proces- 
sus à la sortie du circuit type. Les calculs seront faits par les métho- 
des exacte et approchée. 

1. Le processus aléatoire à l'entrée du circuit est la somme d'un 
signal déterministe et d'un processus aléatoire normal stationnaire 
à spectre uniforme (« bruit blanc »), la caractéristique de l’élément 
non linéaire est quadratique. Ce cas représente le problème radio- 
technique suivant. A l’entrée d'un amplificateur F. I. agit un signal 
déterministe et un bruit de fluctuation. Le signal et le bruit traver- 
sent ensemble un détecteur quadratique et puis un filtre. Il s’agit 
de trouver la densité de probabilité du signal et du bruit à la sortie 
du filtre. Pour plus de clarté, nous exprimons le problème général 
en termes de ce problème particulier. On considère deux cas : 1) l’am- 
plificateur F. I. est à large bande et 2) l’amplificateur F. I. est 
à bande étroite (la largeur de bande de la caractéristique fréquen- 
tielle est bien inférieure à la fréquence centrale). Dans le premier 
cas le processus après transformation non linéaire est supposé égal 
au carré du processus aléatoire à la sortie de l’amplificateur F. I. 
et dans le second, au carré de l'enveloppe du processus aléatoire 
à la sortie de l’amplificateur F. I. (on rejette la composante haute 
fréquence du processus). 

2. A l'entrée d’un filtre on applique le produit de deux processus 
aléatoires normaux stationnaires corrélés. Il s’agit de calculer la 
densité de probabilite du processus à la sortie du filtre. Un problème 
particulier, consistant à étudier la distribution du processus à la 
sortie d’un corrélateur pour un temps fini d'intégration, c'est-à-dire 
la grandeur 

T2 
(= | HOE(G-T) dr, 


-T/2 


si &1 (t) et E (£) sont des processus aléatoires normaux stationnaires, 
se ramène à ce problème général. 

3. La puissance moyenne d'un processus aléatoire normal ergo- 
dique Ë ({) sur un temps T fini est égale à: 


; T/2 
= | Ed. 
-T/2 


On demande de trouver la densité de probabilité de la variable aléa- 
toire nr. 
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4. Le processus aléatoire d’entrée est un processus normal sta- 
tionnaire de Markov, la caractéristique de l'élément non linéaire 
(non inertiel) est arbitraire. 
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9.2.1. Cas d'un amplificateur à large bande. Supposons que les 
éléments linéaires du circuit type considéré soient caractérisés par 
leurs fonctions de transition impulsionnelles : À; (t) pour l'ampli- 
ficateur F. I. et À, (t) pour le filtre. Soient S (£) le signal détermi- 
piste et E (t) le bruit blanc normal agissant à l'entrée de l’amplifi- 
cateur F. I]. Comme à la traversée d’un système linéaire le signal et le 
bruit ne sont pas en interaction, le processus de sortie de l’ampli- 
ficateur F. I. sera la somme du signal déterministe S, (£) et du pro- 
cessus aléatoire normal stationnaire E, (t), ces deux termes pouvant 
s'écrire sous la forme d’une intégrale [voir (5.13)]. On a: 


S, (#) = | hu (x) S (£ — +) dr, (9.1) 
Ei (9 = | M (EG — 7) à. (9.2) 


On suppose que l’intégrale (9.2) converge en moyenne quadrati- 
que (voir $ 4.3.4). 

Utilisant (9.1) et (9.2) on peut écrire comme suit le carré du pro- 
cessus aléatoire à la sortie de l’amplificateur F. I.: 


IS: +8 = | [Is (—u) +E(G—u) x 
x hu) LS (4 — v) + E (4 — v)] du dv. (9.3) 
Si & (t) est le processus après filtrage (c'est-à-dire à la sortie du 
circuit type) on a 


LO= [R(DISG-D+EU- Ta, (9.4) 


ou, en portant (9.3) dans (9.4) et en remplaçant les variables d’inté- 
gration uw et vw par u — + et v — T respectivement, on obtient 


t@= | [AG DIS (@—u)+E(4—u) x 
bi XIS(G—v) +E(4—v)] du d, (9.5) 
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K Qu, v) = À Cu — 7) he (9) lu (o — 9) dr. (9.6) 

L'expression (9.5) est la transformation intégrale cherchée reliant 

le processus de sortie du circuit type et le processus d'entrée. Nous 

appelerons noyau de cette transformation la fonction XÀ (u, v) 

ne dépendant que des caractéristiques de l’amplificateur F. I. et du 
filtre *). 

Ainsi la résolution du problème posé s'est réduite au calcul des 
caractéristiques probabilistes de l'intégrale (9.5). À cet effet nous 
allons utiliser une des propriétés des transformations intégrales de ce 
genre. Comme le noyau de la transformation est symétrique, 
c’est-à-dire À (u, v) = Æ (v, u) on peut le développer en série suivant 
des fonctions othogonales. Il vient 


K(u, = 7 qi (0) qu (u), (9.7) 


où ; (x) et À; sont respectivement les fonctions propres (solutions) 
et les nombres propres (caractéristiques) de l'équation intégrale 
suivante: 


pU)=A | K (x, y) p G) dy, (9.8) 


dont le noyau peut s'exprimer à l’aide des fonctions de transition 
impulsionnelles de l’amplificateur F.I. et du filtre [voir (9.6)]. 

Après la substitution de (9.7) dans (9.5) les variables se séparent 
et le processus à la sortie du filtre peut s'écrire sous la forme d’une 
somme (convergente en moyenne quadratique) 


[se (t) ni (DE 
(= > HOEUOL (9.9) 
où N 
s (D = | S (6 — 2) q: (x) dr, (9.10) 
ni (9 = | EC — x) qu (2) de. (9.11) 


Notons que l’équation intégrale (9.8) peut se réduire à une autre 
équation dont le noyau est égal au produit du coefficient de corréla- 
tion des bruits à la sortie de l’amplificateur F.I. par la fonction 
de transition impulsionnelle du filtre vidéofréquence. À cet effet 
portons (9.6) dans (9.8). En changeant l’ordre de l'intégration on 


*) Pour que l’amplificateur F.I. et le filtre soient réalisables il faut poser 
h, (t) = 0, h2 (t) = 0 pour t < 0. 
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obtient : 
POr)=A | her) hist) À Ai (y—7) p (y dy dr. 


. En multipliant les deux membres de la dernière égalité par 
hk; (x — z) et en intégrant sur zx on a 


je =n fn [Ce — 0 (e— 2 de de 


œo 


où f(z) — | p (x) hk, (x — z) dr. En vertu de (5.29) la fonction 


de corrélation des bruits blancs à la sortie de l’amplificateur F. I. 
est égale à 
©œ@ 


Ba, (7) = 0% [ hi (u) hi (u + +) du, 
où © est la puissance du bruit par unité de bande de fréquences. 
Par conséquent, f (2) satisfait à l'équation intégrale suivante: 


O=% [Bt (jme. (9.12) 


Comme le montre le développement (9.9), le problème de l'étude 
des caractéristiques probabilistes du processus aléatoire & (£) à la 
sortie du circuit type se réduit au calcul de la densité de probabilité 
de la somme des carrés des processus aléatoires s; (£) + n,(4), où 
S; (t) sont déterministes. Nous avons supposé que le processus aléatoire 
ë (£) est normal, donc les processus aléatoires n;({), qui sont des inté- 
grales de Ë (t), sont également normaux. Comme on se limite ici 
au calcul de la densité de probabilité unidimensionnelle, on peut 
fixer pour les raisonnements ultérieurs un certain instant {. Montrons 
que les variables aléatoires n, (t) et n; (£) pour À = j ne sont pas 
corrélées, et, étant normales, elles sont indépendantes. 

Considérons la moyenne du produit: 


Ms {Ma (4) n; ()} — 


= ma À ÊE (6 — 23 qu (e) de À EG — y) 9 Wu) dy) = 


= À [qu ps Gi) ms (EE — 2) EG — y)} dr dy. 


Comme la fonction de corrélation du bruit blanc est [voir (4.75)] 


ms {EG EG + T)} = 06 (r) 
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et compte tenu de la propriété de filtrage de la fonction delta on 
trouve (voir annexe III) 


ms na (0) n3 (0) = 0% | À qu (x) qs @) 8 (x — y) dr dy — 


= 6% | qu (x) y (a) de. 


Mais les fonctions , (rx) sont orthonormées, donc 


0, K =}, 


0, kæj, ÉLE) 


ms {nn (8) 5 (4)} = { 
ce qu'il fallait démontrer. 
La distribution conjointe des variables aléatoires normales inde- 
pendantes n; est égale au produit 
Un 


| Te 
W (y:, Y2s +. Yn;: [le Te (9.14) 


Notons que la distribution de la somme (9.9) de variables aléa- 
toires n’est pas normale, car le théorème limite central ne se trouve 
pas être vérifié (la variance de la somme reste finie lorsque le nombre 
de composantes augmente indéfiniment). 

Calculons d'abord la fonction caractéristique 6, (v, t) de la 
somme (9.9). En utilisant les formules (3.119) et (3.125) on a 


O, (v, t)—= ( ve { exp [io 3 UE X 
— j 


Xx W (Yi: Ys, ..., Un, --.)dyidy2 ... dyn ... = 


= | 7. | LP (+ 2u5 +0) — 5) dur (9.15) 
— 00 0 ]J 


En écrivant l'exposant de l'exponentielle sous l'intégrale sous la 
forme d’un carré et en intégrant on obtient après quelques transfor- 
mations algébriques simples 


—_ 1 . si 2ivo? 
O, (v, t)— LS Enr: ; (9.16) 
h; 


La densité de probabilité unidimensionnelle cherchée du processus 
aléatoire & ({) à la sortie du filtre s'obtient à partir de (9.16) par 
transformation de Fourier inverse. 
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En l'absence de: signal on a s; = 0 et en vertu de (9.16) on a 


1 
aU= 11 VAS 
j 1 — — 

À; 

En général, l'ensemble des nombres caractéristiques À, est infini, 
c'est pourquoi le calcul de la transformée de Fourier inverse des 
produits infinis (9.16) ou (9.16) représente un problème mathémati- 
que très ardu. En limitant le nombre de termes dans ces produits, 
c'est-à-dire en supposant que le processus de sortie du circuit type 
soit constitué par un nombre fini de termes de la série (9.9), on peut 
facilement arriver au résultat désiré. Dans ce cas (si tous les nombres 
caractéristiques sont différents) l'intégration qu'on doit effectuer 
pour passer de la fonction caractéristique à la densité de probabilité 
s'’accomplit assez facilement par la méthode des résidus. Néanmoins 
pour obtenir la précision requise on est obligé à prendre plusieurs 
dizaines de termes de Ia série (9.9). 

Notons également que la formule (9.16) contient explicitement 
les nombres caractéristiques À; et implicitement (dans les grandeurs 
si) les fonctions propres @; (x), dont le calcul exige la résolution de 
l'équation intégrale (9.8). Dans un seul cas particulier cette équation 
peut être résolue d’une manière simple. Il s’agit du filtre de sortie 
dont la caractéristique de fréquence est uniforme pour toutes les 
fréquences. Dans ce cas h: (t) — 6 (+) et à partir de (9.6) compte 
tenu de la propriété de filtrage de la fonction delta on trouve 


K (u, v) = h (u) h (v). (9.17) 
Comparant (9.17) et (9.7), on voit que le noyau est dégénéré : 
il ne lui correspond qu’un seul nombre caractéristique À et une 


fonction propre @ (u) — VAh, (u), À étant donné à partir de la con- 
dition de normalisation de la fonction œ (u), c’est-à-dire 


(9.16) 


À f h? (u) du = ( C2 (w) do = 1. 


+ oo 
Le rapport - = = { C? (w) dw = oi est alors la variance des bruits 


— œ 


à la sortie de l'amplificateur F.I. La relation (9.16) permet de 
trouver la fonction caractéristique 


I S? (t 2ivo? 
0, (v, D | 1 (4) Te} : (9.18) 


207 1—2ivo? 


où S, (4) est le signal ayant traversé l’amplificateur F.I. 
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Comme la bande passante du filtre est illimitée, la formule (9.18) 
correspond à la fonction caractéristique du carré d’un processus 
aléatoire normal stationnaire de variance 0°. La transformée de 
Fourier inverse de cette fonction coïncide avec (7.130) (à condition 
toutefois de remplacer © par ©6,, et a par Si). 


9.2.2. Cas d’un amplificateur à bande étroite. Comme nous l'avons remar- 
qué, ce cas diffère du précédent en ce qu'après le détecteur, la partie haute fré- 
quence du processus est filtrée et le filtre vidéofréquence se trouve attaqué par 
le signal représentant le carré de l'enveloppe de la somme des processus Ë, (1) + 
+ S, (t) [voir (9.1) et (9.2)]. On peut écrire le processus aléatoire normal à 
ur Sn à la sortie d’un amplificateur F.I. sous la forme d'une somme 

voir (8.3) 


Es (4) + Sa (4) = [As (4) + us (t)] cos ot + [Ci (t) + 4 (t)] sin @ot, (9.19) 


où u, (t) et v, (t) sont les composantes en quadrature du signal S; (t), et A, (t) 
et C; (t) les composantes en quadrature, à distribution normale, indépendantes 
(aux mêmes instants) du bruit. Le processus à la sortie du filtre vidéofréquence 
peut s'écrire comme la somme de deux composantes indépendantes (aux mêmes 
instants) [comparer avec (9.4)] 


G (4) = Ge (4) + Ce (), (9.20) 
ou 

Ge (1) = | [us (6 — +) + A3 (t — t)Fhe (x) dr: (9.21) 

Ga (= À Lu (— 9 + Ci (Et — TI he (D) dr. (9.22) 


Comme les composantes 4, (ft) et C;(t) sont normalement distribuées, 
lcurs fonctions de corrélation sont normales et égales à l'enveloppe de la fonc- 
tion de corrélation du processus ë, (t), le noyau correspondant au cas considéré 
de la transformation intégrale (9.5) et, par conséquent, de l'équation intégrale 
(9.8) s’écrira alors sous la forme 

œ 


KG = | CS 
—00 
où L10 (t) est l'enveloppe de la fonction de transition impulsionnelle de l’ampli- 


ficateur F.I. à bande étroite [voir (5.11]). Dans notre cas, il correspond à l’équa- 
tion intégrale (9.12) l'expression 


= | Bas he (nf (0) dr. (9.23) 


En écrivant chacun des termes de (9.20) sous la forme d’une somme du type 
(9.9) et introduisant les désignations suivantes: 


u () = | u (£ — 2) qu (x) dx, (9.24) 
vi (t) = | D (t— x) pi (x) dx, (9.24) 


398 PROCESSUS NORMAL À LA TRAVERSÉE D'UN CIRCUIT TYPE [CH. 9 


[où u (4) et v (t) sont les composantes en quadrature du signal S (t)}, on obtient 
ar analogie avec (9.15) l'expression suivante pour la fonction caractéristique 
u carré de l'enveloppe après la traversée du filtre vidéofréquence: 


Où (, = l ( exp Lio Dust e + (os ul} x 
j 


1 T5 + y 
X Il [or exp (— So ] dr}; dy; | = 
7 


— L ce Ÿ en ra Tu+s») Il HE az) X 
X { er { exp [io S FR t+u»] II (HS a) . (9.25) 
— 00 — 00 j j 


Si dans (9.15) on remplace s; par u; ou v;, chacune des intégrales multiples de 
(9.25) coïncide avec (9.15). Ainsi, compte tenu de (9.16) on trouve 


1 uÿ+ vi  Ojvo? 
AU TN SE  — 9 
8; (+, 1) Il RE EXP {308 oc j : (9.26) 
j n'E 
Par transformation inverse de Fourier on peut à partir de (9.26) trouver 


la densité de probabilité unidimensionnelle du processus à la sortie du circuit 
type. En l'absence de signal u; = v; = 0 et (9.26) devient 


1 ‘ 
6: (v) = II ve ” (9.26 } 
j 1— À 
J 
Tout comme dans le cas précédent, pour obtenir la distribution sous forme 
explicite, il faut résoudre l'équation intégrale (9.8) pour trouver les grandeurs 
À; et y (x) figurant dans (9.26), ces dernières y sont présentes implicitement, 
recelées dans u, et v,;. Ce n'est que si la caractéristique fréquentielle du filtre 
est uniforme sur toutes les fréquences que le produit du second membre de (9.26) 
se réduit à un seul facteur 


__ at(t)  2ivo : 
LG D = SE XP [<e- Re J' en 


où at) = Vu (t) + v° (t) est l'enveloppe du signal. La formule (9.27) donne 
la fonction caractéristique du carré de l'enveloppe d'un processus aléatoire 
normal. La transformée inverse de Fourier coïncide avec (8.36). 

En ce qui concerne les calculs des transformées de Fourier des produits 
infinis (9.26) et (9.26'), la remarque faite à ce sujet à propos de (9.16) et (9.16) 
reste vraie. 

Notons que la méthode exposée ci-dessus peut être généralisée et utilisée 
pour le calcul des fonctions caractéristiques multidimensionnelles d’un proces- 
sus aléatoire à la sortie du circuit type considéré (voir [4]). 


9.2.3. Méthode approchée de calcul des densités de probabilité. 
Il est assez difficile de résoudre au cas général l'équation intégrale 
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(9.8). Comme de plus, dans la majorité des cas que l’on rencontre 
dans la pratique, les équations intégrales se résolvent par des métho- 
des approchées, il serait intéressant d'examiner les méthodes appro- 
chées de calcul direct des densités de probabilité du processus à la 
sortie du filtre, sans avoir à résoudre l'équation intégrale (9.8). 

Considérons en tant que caractéristiques numériques d'un proces- 
sus aléatoire à la sortie du filtre non pas les moments, mais les cumu- 
lants (voir $ 3.3.2) de la distribution unidimensionnelle. 

Par définition on appelle cumulant d'ordre x la grandeur 


nf d7 
k= it] in Gi (o) | 
À partir de (9.16) on a 


ivs° (£) 


In @, (, 72 —)+ F2 7m * (9.28) 


d'où par dérivations successives on trouve * cumulant d'ordre 
du processus aléatoire à la sortie du filtre 


kn (= (20) (1) + op tnt 5 se . (9.29) 
j 7 j 


j 


D'une manière analogue on peut trouver à partir de (9.26) le 
cumulant du carré de l'enveloppe après le filtre. On a: 


— 1 à ui (1) + v5 (1) 
æ — Ci —S > n—1 
kno(t) = (20°) (nr —1)! Es + (20?) 1 n | D 5 ne . (9.30) 
En l'absence de signal on a sj = u; = v; = 0 et 


kn in 1 ; 
Lx D — (20°) (n — 1) l 2 ES : (9.30 } 
J 


Les séries figurant dans (9.29) et (9.30) peuvent s'exprimer au moyen 

des noyaux itérés AU) (u, v), ce qui exclut par là même les nombres 

caractéristiques À;. Le noyau itéré A”) (u, v) peut être calculé à 

Do du noyau principal X (u, v) par intégration d'ordre (7 —1). 
vient : 


Le) 


K®® (u, v) — |. | + K (u, x) K(zy, % 


pe 
— © 


. K (z, NT v) dzidzrs. . dt, nn 7 > 2; (9.31) 
KO (u, v) = K (u, v). 


En remplaçant sous le signe de l'intégrale (9.31) X (x;, zs+1) 
par son développement (9.7) et comme l’ensemble des fonctions 
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p; (z:) est orthogonal et normé, on obtient: 


| K'° (u, u) du — _. (9.32) 
— 00 J À; 
D'une manière analogue on a 
| | S(t—v)S ((—u) K°° (u, v) du do= Ds (0). (9.33) 
=> —0o j 3 
En portant (9.32) et (9.33) dans (9.29) on trouve 
Ka (= (20°) n | [+ | KO (u, u) du -++ 
4 LS 00 : 
++ | | S(t—u)K°%(u, v) S(t—v)dudv]. (9.34) 


Ainsi, en utilisant (9.34) on peut calculer les cumulants d'ordre 
quelconque de la densité de probabilité unidimensionnelle du proces- 
sus aléatoire à la sortie du filtre sans avoir à résoudre l'équation 
intégrale. 

Il est facile d'écrire l'expression analogue à (9.34) pour le cumu- 
lant du carré de l'enveloppe après filtrage. On a: 


kno(t)= (20% n | + | KV (u, u) du + 


+ 
al- 
g—8 


a(t—z) K (x, y)a(t—y) dx dy | .. (9.34) 


En l'absence de signal les intégrales doubles dans (9.34) et (9.34”) 
disparaissent. Il est dans ce cas assez facile de calculer sous forme 
générale les cumulants du premier et du second ordre (moyenne et 
variance). Par exemple, on trouve à partir de (9.34) 


k = m {6 (9}= 0 | K(u, u) du = 


= 6° | ho (x) | ht(u—t)dudr =0t| h(r) dx, (9.35) 
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ke = Ma {t(t)} = 204 | K® (u, u) du = 


—00 


= 20, ( f K (u, x) K (x, u) dr du = 


—00—00 


— at [ [re (x) h CAR hu—Th(z—7+) x 
X hu — th (x — 1) drdudrdt — 


= 2 | | Be, (t— %) a (x) 2 (0) dvd. (9.35) 


Il est évident qu'on peut trouver ces formules directement, en utili- 
sant l'expression de la fonction de corrélation du carré d'un processus 
aléatoire normal obtenue dans le chapitre 7 et appliquant les règles 
de transformation des fonctions de corrélation dans un système 
linéaire (voir chapitre 5). 

Une fois trouvé un certain nombre de cumulants du processus 
aléatoire, il s’agit de les utiliser pour le calcul approché de la densité 
de probabilité unidimensionnelle. Généralement, on écrit la densité 
de probabilité cherchée comme un développement suivant des fonc- 
tions orthogonales données, dont les coefficients s'expriment en 
fonction des cumulants de la distribution. En qualité de fonctions 

x? 
9 


orthogonales on prend habituellement les fonctions p (x) — 


1_e 
V2r 
et leurs dérivées [voir (2.127)]. 

Soient w:(x) la densité de probabilité cherchée du processus 
aléatoire à la sortie du filtre, et k,, k>, k:, k, les quatre premiers 
cumulants de ce développement. Les quatre premiers termes du 
développement de w, (x) en série sont 


at=se(o(S) sr (5) + 


++ ge ÉSTEETS +... ]. (9.36) 


VA 61 
. Es ka _- … _ ne 
où De et . coïncident avec les coefficients d'asyméetrie et 


d'a platissement de la distribution w, (x) (voir $ 3.3.2). 

Cependant dans certains cas, pour que l'approximation par la 
série (9.36) soit satisfaisante, il faut calculer au moins dix ou vingt 
termes. Il est alors souvent préférable d'utiliser un autre système 
de fonctions, par exemple, les fonctions de Laguerre. 
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9.2.4. Exemple de calcul des caractéristiques fréquentielles gaus- 
siennes. À titre d'exemple nous allons étudier la densité de proba- 
bilité d'un processus aléatoire à la sortie d'un circuit type formé 
par un amplificateur F.IÏ., un détecteur quadratique et un filtre 
vidéofréquence. 

Supposons que les caractéristiques de l'amplificateur F.I. et 
du filtre sont des courbes gaussiennes *) : 


_(@- wo) 
Ci(o)—e “Bt , (9.37) 
(A ES 
C:(0)=e 28. (9.38) 
Les fonctions de transition impulsionnelles correspondantes sont 
_ Bir2 
hi, (T) = h- e © Cost, (9.39) 
_ fire 
ho (T) — ne e ©. (9.40) 


Les paramètres $, et B: peuvent s'exprimer simplement en fonc- 
tion de bandes A, de l’amplificateur et A; du filtre (voir $ 5.2.3): 


A; 24» 
1. =", 9.41 
Désignant de la manière suivante le rapport de ces paramètres: 
__ B _ 24: 


et portant (9.39) et (9.40) dans (9.6), on obtient après intégration, 
supposant que wo > A1, ©@o D A: 


K (u, v)— EE X 


X exp {fau + ES u+uy]} . (9.43) 


En vertu de (9.31) le noyau itéré du second ordre est égal à 


K!° (u, V) — | K (u, TZ) K (x, pv) dx = — Bibi cos otu 0) 
“ BE VIE 
1 
x exp { — [EE + (u +0) 1}. (9.44) 


*) Voir, par exemple, la note concernant la formule (5.41). 
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De même le noyau itéré du troisième ordre est 

O0 
K® (u, v)= | K® (u, y) K (y, v) dy = 

— © 


_ B1B3 cos wo (u — v) 
7 2(32m2 VW +2) +1) (2V2+3) 
É +1 22 + 3) v? : 
X EXP {— fi LR (u— 1) +R 12) + oÿ |} . (9.45) 


On obtient l'expression exacte du noyau X (u, v) et de ses 
itérations si l’on tient compte des seconds termes qui sont des 
infiniment petits pour wo D A4, &o à A: En vertu de (9.43) à 
(9.45) on a: 


| K (u, u) du=fB;V x = A; (9.46) 
Î Ke (u, u) du (9.47) 
| K'5 (u, u) du = (9.48) 


oo 


Supposons que la partie déterministe du processus appliqué 
à l’entrée du circuit type soit un signal harmonique d'amplitude 
constante $S ({) = A, cos wot (ici la pulsation ©, est égale à celle 
de résonance de l'’amplificateur F.I.). Compte tenu de (9.43) à (9.45) 
les intégrales doubles (dans 9.34) sont: 


OO © 


| | S(t—u) K (u, v)S (t—v) du dv = À (9.49) 
{ (se-ure L = hi 4 
j jse u) K® (u, v) S (—v) du do (9.50) 
{ (se-wKe PRE ET | 
Î EL u) K® (u, v) S (t—v) du dv Vaess d 
(9.51) 
En portant (9.46) à (9.51) dans (9.34) et en introduisant la dési- 
gnation c° — Fe on peut trouver les cumulants d'ordres premier, 


second et troisième du processus aléatoire à la sortie du filtre vidéo- 
frequence. 


26* 
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Le cumulant du premier ordre (ou la valeur moyenne) est égal à 


k = OA (1 + c°). (9.52) 
Le cumulant du second ordre (ou la variance) est égal à 
___ vo#Ai 2 EL 
bn (1426 VE). (9.53) 


Le cumulant du troisième ordre (ou le moment central du troi- 
sième ordre) est 


4v?otAi 


hs Ts 


(1+ 302 Fr) | (9.54) 


Le coefficient d'asymétrie de la densité de probabilité unidimen- 
sionnelle d'un processus aléatoire à la sortie d’un filtre est: 


17 2V2+2 
ks Nino 4 2v? +1 Vv+2 3/2 
Fe bi 122) HE 
v2+1 


où c? est le rapport de la puissance du signal à la puissance des 
bruits à la sortie de l’amplificateur F.I. 

D'une manière analogue on aurait pu calculer les cumulants 
d'ordres plus élevés. Nous ne donnerons ici que le résultat définitif 
(voir [6]): 


L (2vo2A4yn (nr —1) 1 


Vi (Verivr 


x [14e V (V+2+vm+(Vv2+2—vr V v2 + (9.56) 


Connaissant les valeurs des cumulants et en utilisant le dévelop- 
pement en série suivant les fonctions orthogonales, on peut, avec 
la précision voulue, trouver la densité de probabilité du processus 
aléatoire à la sortie du filtre vidéofréquence. 

On a représenté sur la figure 9.1 les courbes de la densité de pro- 
babilité unidimensionnelle obtenues par la méthode mentionnée 
ci-dessus pour le processus à la sortie du circuit type considéré, 
lorsqu'on applique à l'entrée seulement un bruit blanc. Les courbes 
sont construites pour un rapport v constant de la largeur de bande 


A2 du filtre à la moitié de la largeur de bande ©! de l'amplificateur 


F.I. 
Sur la figure 9.2 on peut trouver ces mêmes courbes construites 
pour le cas où on applique à l'entrée un signal sinusoïdal accompagné 


9.2] AMPLIFICATEUR — DÉTECTEUR QUADRATIQUE — FILTRE 405 
ET 


de bruits, pour un rapport signal/bruit c? = 2. Pour v —+ oo, c'est-à- 
dire au fur et à mesure de l'élargissement de la bande passante du 


fx) 


Re TT 
VIT 

g 05 50 

CEZ 


Fig. 9.1. Densité de probabilité Fig. 9.2. Densité de probabilité 
d'un processus à la sortie d'un d’un processus à la sortie d’un 
circuit type (c? = 0) circuit type (c? = 2) 


filtre, les courbes de distribution tendent vers les courbes correspon- 
dantes représentées sur la figure 3.2. 

Les courbes montrent également qu’au fur et à mesure du rétrécis- 
sement de la bande passante du filtre (v — 0) les densités de proba- 
bilité tendent vers la loi normale. Cette normalisation du processus 
aléatoire à la sortie d’un système 
linéaire à bande étroite, comme nous 
l'avons noté au $ 5.3.1, est une con- 
séquence du théorème central limite. 
Cette tendance vers la loi normale 
s’accentue avec l'augmentation du 
rapport signal/bruit c? à la sortie de 
l'amplificateur F.I. 

En première approximation on 
peut estimer le degré de normalisation 
d'un processus aléatoire à la sortie du 
filtre au moyen du coefficient d’asy- 
métrie k, dépendant de v et de c 
suivant la formule (9.55) et les cour- 
bes correspondantes de la figure 9.3. 
Pour v petits et c constant, le coeffi- 


Fig. 9.3. Cocfficient d'asymé- 
trie d’un processus à la sortie 


cient d'asymétrie en vertu de (9.55) est d’un circuit type 
proportionnel à | v — / . 


1 
9.2.5. Exemple de calcul pour les circuits linéaires du type LRC 
et RC. Parfois on peut éviter les difficultés de calcul des noyaux 
itérés (9.31) liées à l'extraction de (9.30) des nombres caractéristiques 
de l'équation intégrale (9.8) ou de l'équation équivalente (9.12). 
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Supposons, par exemple, que le circuit type soit formé d'un circuit 
oscillant d'entrée de haute qualité, d'un filtre RC de sortie et d’un 
système quadratique intermédiaire sélectionnant le carré de l’enve- 
loppe et qu’on applique à l’entrée un bruit blanc normal. Désignons 
par A;et À, les bandes passantes du circuit d'entrée LRC et du 
filtre de sortie respectivement. En utilisant les formules du $ 5.2.3 
écrivons l'équation intégrale (9.23) pour l'exemple considéré de la 
manière suivante: 


7 f(6)= ce | e-ir-uie-auÿ (u) du, (9.57 
Û 
où À, = nas; A = T2 


Dérivant (9.57) deux fois par rapport à z on obtient l'équation 
différentielle du second ordre suivante: 


L pe À fo 2anee Ef (2) (9.58) 


Tr EE 
qui, après le changement de variable x — 2 RE e 2 devient 
une équation de Bessel 


eg +a+[e-(2)]y 0 (0.59) 


de plus, on a 
f@=y(@=y(2y/ te €). (9.60) 


La solution de cette équation satisfaisant à la condition z —+ oo, 
Ï (z) — 0 est donnée par 


ac 
U 
- 


1@=A7 (Ve +), (9.61) 


où u — 24 et À est une constante arbitraire. 

En portant (9.61) dans (9.57) on peut trouver les nombres caracté- 
ristiques À de l'équation intégrale (9.57). Ils sont donnés par les 
racines de l'équation J, _ (V 2uà) — 0 qui sont réelles car u > 0 
(pour plus de détail voir [4], [8], [9)). 
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Si les racines de l'équation ÿ CnÀ" = 0 sont réelles on a *): 


n=:0 


M4 8 
JE 
Ï 
| 
ni 


LC 
I 
on 
Li 
LT 


M 8 
: 
Ï 

du 
| 
D 


3 
En 
æ 


(9.62) 
—= AC 1C2 — C3 — Es 


M4 8 


LD 
C3 


1 


FT = ci — AcC?Cs + 205 + 4CiC3 — Aca. 
‘4 


M: 


I 


En développant en série la fonction de Bessel on obtient: 
re EL COS PE ee 
Ja VE RG 
] 
31(u+1)(u+2) ° 4!(-Ht)(u+2)(4+3) 
et, compte tenu de (9.62), on trouve à partir de (9.30) l'expression 
des quatre premiers cumulants de la distribution du processus à la 


sortie du circuit type considéré : 
cumulant du premier ordre (valeur moyenne) 


k: —= 0°, (9.63) 
cumulant du second ordre (variance) 


264 


ko = 1+u ? (9.64) 


cumulant du troisième ordre (moment central du troisième ordre) 
1608 


SRE TE So 
cumulant du quatrième ordre 
ne 48 (6 + Su) o8 
du A+u} (2+u) (+) (60) 


On peut à partir des relations (9.64) à (9.66) trouver les coefficients 
d'asymétrie et d’aplatissement du processus à la sortie du circuit 


*) Voir Spicgel M.R. J. Appl. Phys., 1953, v. 24, page 1103. 
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type. On a: 


45 Vi+u _ __12(6+5p) 
AVE Ten = pery (007) 
On a représenté sur la figure 9.4 les coefficients d'asymétrie et 
d'aplatissement du processus à la sortie du circuit type considéré 
en fonction du rapport des bandes 
passantes des éléments d'entrée et de 
sortie. Pour des u grands, c’est-à-dire 
dans le cas où la bande passante du 
filtre de sortie est petite par rapport 
a celle du circuit d'entrée, les valeurs 
des coefficients d’asymétrie et d’apla- 
tissement décroissent comme suit: 


0 4 8 12 16 20 


p 2 60 

k — 4 4 VE 

Fig. 9.4. Coefficients d'asymé- h H 
trie et d'aplatissement d'un pro- : ; | 
cessus à la sortie d’un circuit tendant VETS ZETO POUT H —> ©. Ceci 
type correspond à la normalisation du 
processus aléatoire à la sortie du cir- 
cuit type avec le rétrécissement de la bande passante du filtre 

de sortie, ce que nous avons d’ailleurs déjà noté plus haut. 
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9.3.1. Solution exacte. Soient deux processus aléatoires E, (t) 
et E ({) normaux stationnaires et stationnairement liés, dont les 
moyennes sont nulles, et les fonctions de corrélation et de corrélation 
mutuelle sont respectivement B, (t), B:(t), Bo (t), Boy (tr). Le 
produit E, (£) E: (4) de ces processus traverse un système linéaire 
(filtre) dont la fonction de transition impulsionnelle est égale à A(t). 
Nous nous proposons de calculer la densité de probabilité unidimen- 
sionneile du processus aléatoire &£({) à la sortie du filtre. 

Le processus aléatoire & (4) peut s'écrire de la manière suivante: 


& (4) = | Es (t — u) E2(t — u) h (u) du, (9.68) 


on suppose comme d'habitude que l’intégrale des processus aléatoires 
est convergente en moyenne quadratique. L'intégrale (9.68) peut 
s’écrire sous la forme d’une différence d'intégrales semblables à celles 
du paragraphe précédent, si au lieu de E, (4) et E, (£) on introduit 
leur demi-somme et leur demi-différence, il vient : 


“1 (£) = &4 (t) re (t) | (9.69) 
Hat) = HO EO (9.69") 
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Les processus aléatoires x, (£) et x: (t) sont également normale- 
ment distribués, leur moyenne étant nulle, et leurs fonctions de corre- 
lation et d’autocorrélation sont [voir (4.56)]: 


Bal) =+1Bi(t)+Bx(t)+Ba(T+B(0), (9.70) 
Byurs (7) = + LB (t)— Ba (t)+ Ba(t)— B: (0),  (9.70°) 
Brera (r)= + [B1(®)+ Bif9) — Bu (r)—Be(DI, (9.707) 

B,3 (7) = (Bi (x) — Biz (r)— Ba (r)+ Be). (9.707) 


En remplaçant dans (9.68) les variables E, et E, par la somme 
et la différence de x, et x: on obtient: 


E (t)— | Le (6 — u) — x (é — u)] h (u) du. (9.71) 


Ainsi le problème se réduit de nouveau au calcul de la distribu- 
tion des intégrales du carré d’un processus aléatoire normal. 
La fonction caractéristique du processus & (£f) à la sortie du filtre 
a la forme (9.16), c'est-à-dire 
1 = 
6, (v) — => : (9.72) 
| hj 


73 


La seule différence est que les nombres caractéristiques sont obtenus 
non pas à partir d'une seule équation (9.12), mais d'un système de 
deux équations intégrales linéaires non homogènes : 


Tht@= | Bulc—u)k(u) fi(u)du— | Bis (zu) À (u) fi (u) du, 


(9.73) 


fi (= À Bysn, (z—u) k (u) fi (u) du — | By, (:—u) k(u) f2(u) du. 
L L (9.73) 


Notons que si E, (ft) = E2(t), on a x (£) = Es (6), %2 (4) = 0, 
l'équation (9.73') disparaît, et (9.73) coïncide, comme il se devait, 
avec (9.12), car dans ce cas le problème se réduit au calcul de la 
distribution du carré d'un processus aléatoire normal stationnaire 
à la traversée d'un filtre. 


410 PROCESSUS NORMAL À LA TRAVERSÉE D'UN CIRCUIT TYPE [CH. 9 


9.3.2. Distribution du produit de processus aléatoires normaux 
cohérents. La résolution du système d'équations intégrales (9.73) 
et (9.73”) est liée dans le cas général à des difficultés d'intégration 
numérique. Cependant il existe un cas particulier où l'on peut trou- 
ver facilement la solution cherchée. Il s'agit ici, comme dans le $ 9.2, 
de la caractéristique fréquentielle d’un filtre uniforme sur toutes 
les fréquences, par conséquent la fonction de transition impulsionnelle 
est égale à une fonction delta, c'est-à-dire h ({) = 6 (t). Les équations 
(9.73) et (9.73) deviennent le système d'équations algébriques sui- 
vant (compte tenu de la propriété de filtrage de la fonction delta): 


À f1(2) = Bu (2) fi (0) — Ban (2) f2 (0), Q.74) 
fa (2) = Pysrs (2) Î: (0) — B 42 (2) fe (0). (9.74') 


Comme ces équations doivent être vérifiées quel que soit z, 
posant : — 0 on obtient: 


Bysxs (0) f2 (0) = [ Bus (0) —+ | f1 (0), 
Bag (0) fi (0) = | Bxe (0) ] f2 (0), 


| 17f 1 L 
Bus (0) Bros (0) = | Bus (0) —][ Bus (0)— +]. (9.75) 
Introduisons les désignations suivantes: 
oi — B; (0), © = B2 (0), of, = B32 (0) = B21 (0). 
On a alors en vertu de (9.70) à (9.70) 


Ba (0) = (0? + 0 + 20?,), (9.76) 
Bye (0) = + (0?+ 0? — 20?,), (9.76) 
Bus (0) = Bysxs (0) = À F (9.76”) 


En portant (9.76) à (9.76”) dans (9.75), on obtient une équation 


du second degré par rapport à la grandeur ra 


112 0% 1, » 2 _ 
(-—) — +7 (oios — 0)=0, 
les racines de cette équation sont 


1 Cfa + 0100 1 Oa — 402 


à — = —“"——— | (9.77) 
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La première racine est positive, et la seconde négative car 0°, < 
L 0102 [voir (4.54)]. 

En portant (9.77) dans (9.72) on trouve l'équation cherchée de 
la fonction caractéristique du produit de deux processus aléatoires 
normaux stationnaires et cohérents, soit: 


Î 
O, (v) = #11 — iv (0°, + o102)] [1 — iv (oi, — 0:02)]} 2. (9.78) 


Par transformation de Fourier inverse de (9.78) on obtient la 
formule suivante pour la densité de probabilité unidimensionnelle 
de ce produit [comparer avec (1) dans le problème 3.1]: 


2 
O121/ 


ei-cKo(elUE), (9.79) 


22 4 
O103 —Oj2 


v | nVoioi—0f, 


où K, est la fonction de Bessel de seconde espèce d'ordre zéro de 
l'argument imaginaire. 

9.3.3. Solution approchée pour un filtre Z2C. Supposons qu'à 
l'entrée d'un multiplicateur on applique un bruit blanc normal de 
fonction de corrélation 


Bi (x) = 0°6 (x) (9.80) 


et un processus aléatoire normal stationnaire de fonction de corré- 
lation 


27 e-aitt, a>0, (9.81) 


B;(r)=— 


supposons de plus que les fonctions de corrélation mutuelle de ces 
processus soient respectivement (voir $ 5.2.6): 


aoe-at, tT>0, 
Ba = | Le (9.82) 
0, t>0, 
By (T) — { ao?ear, = £ O. (9.83) 


Supposons également que le système linéaire après le multiplicateur 
soit un filtre RC, dont la fonction de transition impulsionnelle est 


k(=Be-#, 1>0, B= 0. (9.84) 


En vertu de (9.81) et (9.84) les grandeurs « et $ sont respective- 
ment proportionnelles à la largeur de bande du processus à l'entrée 
du multiplicateur et à la largeur de bande du filtre. 

Remplaçons dans le système d'équations intégrales (9.73) et (9.73”) 
les fonctions f; (z) et f2 (z) par les fonctions g, (z) et g2 (z) d’après 
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les formules 


fi (2) = : [g1 (2) + 82 (2)], 
fa (e) = + ler () — ge (a). 


Compte tenu des formules (9.70) à (9.70”), (9.80) à (9.84) et de la 
propriété de filtrage de la fonction delta, le système d'équations 
intégrales devient alors: 
pes () = ape-az | eta-Bug, (u) du + Bo-Bg2 (2), (9.85) 
0 


per (2) = ea | eta-Bug, (u) du + SE eus | e—(a+Bup, (u) du + 
0 


z 


+ afez | e-(a+Bug, (u) du,  (9.85') 


z 


2 
LU — No? . (9.86) 


En dérivant les deux membres de (9.85’) on obtient: 


pes @)= — Sea: | eta-Bug, (u) du+ 
0 


+ LÉ en: [e-(e+Bug, (u) du + 


+ atpess [e-(2+Bug,(u)du—ofe-frgs(:). (9.87) 


z 


En multipliant les deux membres de (9.85”) par —« et en ajoutant 
au résultat (9.87) on trouve, compte tenu de (9.85), une relation 
simple entre g:(z) et gi (2): 


ug, (2) — pag: (2) = —a'fes | etape x 
U 


X g1(u) du — afe-Fg (z), (9.88) 
ou 


g, (2) — age (z) — —agi (2). (9.88) 
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Pour exclure de (9.88”) la fonction g, (z), dérivons (9.88) par 
rapport à z et utilisons (9.85), il vient: 


u [g5 (2) — ag, (2)] = a° (u — Be—À:) gi (2) — 
— afePig, (2) — afe-8r [g, (2) — Bg2(z)1. (9.89) 


En comparant (9.88”) et (9.89) on voit que pour exclure g; (2) 
il suffit de multiplier les deux membres de (9.88) par « (u — Be-f:) 
et de les ajouter ensuite à (9.89). Après diverses réductions, on arrive 
à l'équation différentielle ordinaire du second ordre suivante: 


ga ()+ [a —p) 0-85 — où | ge (:)=0, (9.90) 


c'est-à-dire à une équation du même type que (9.58). En utilisant 
le procédé employé au $ 9.2.5 on peut mettre (9.90) sous la forme 
d'une équation de Bessel dont la solution satisfait à la condition 
z—+ oo, g2 (z) —> 0 [voir (9.85’)], soit: 


&@=A72 (2 + Æ—t)e *]. (9.91) 


En portant (9.91) dans (9.88”) et compte tenu de la formule de 
récurrence des fonctions de Bessel on trouve la seconde fonction 
inconnue 


am=4iy< (5-1) De. 


x Jan [2 y = (1) e” 3] (9.92) 


Si maintenant on porte (9.91) et (9.92) dans (9.85) on peut cal- 
culer les nombres caractéristiques À; du système d'équations inté- 
grales, se trouvant dans l'expression (9.72) de la fonction caracté- 
ristique à la sortie du filtre. Ce sont simplement les zéros de la 
fonction de Bessel 


” » [e À 
dont les racines sont toutes réelles car — 


p 
É — 2 >> —2. En écrivant les quatre premiers termes du développe- 
ment de cette fonction en série suivant les puissances et en utilisant 
(9.62) on obtient les expressions suivantes pour les quatre premiers 
cumulants de la distribution du processus à la sortie du filtre: 


> 0 et par conséquent 


414 PROCESSUS NORMAL À LA TRAVERSÉE D'UN CIRCUIT TYPE [CH. 9 


pour cumulant du premier ordre (moyenne) 


ke, (9.93) 


—_ 


pour cumulant du second ordre (variance) 
k= br, (9.94) 
pour cumulant du troisième ordre (moment central du troisième 
ordre) | 


8 2 
= Re, (9.95) 


pour cumulant du quatrième ordre 


. __ps 6B B B  10a18$ 


On peut à partir de (9.95) et (9.96) trouver également les coeffi- 
cients d'asymétrie et d’aplatissement : 


SV Rs 
Ka Loi 
kr (9.97) 
8 
102 +1 
ks p 
y=— = 06 (9.98) 
RTE) 


(o 4 « e e 
Pour des valeurs grandes de - , c'est-à-dire si la bande passante 


du filtre est petite par rapport à la bande passante du spectre éner- 
gétique du processus à l'entrée du multiplicateur, les coefficients 
d’asymétrie et d’aplatissement décroissent comme suit: 


30 


4 Ce. À 
VE EL œ 
B p 
; œ s . . 
et tendent vers zéro pour — —-> co. Nous avons là une confirmation 


supplémentaire du théorème de normalisation du processus à la 
sortie du circuit type au fur et à mesure du rétrécissement relatif 
de la largeur de la bande passante du filtre de sortie. 


k — 
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9.4. DISTRIBUTION DE LA PUISSANCE MOYENNE SUR UN TEMPS FINI 


9.4.1. Processus à large bande. Soit un processus aléatoire normal 
ergodique & (t) de moyenne nulle et de fonction de corrélation B: (x). 
La puissance moyenne de ce processus calculée comme le carré 
moyen sur l'intervalle de temps 7 est égale à 


Et (4) dt, (9.99) 


où l'intégrale est prise en moyenne quadratique. La fonction caracté- 
ristique de la variable aléatoire n- peut se calculer à l’aide de la 
formule générale (9.16”). Les nombres caractéristiques À; de cette 
formule sont donnés par l’équation (9.12) avec 


1 T 
[+ [TI<— , 
ha(t) = - (9.100) 
| 0, [TI>-, 


et la fonction de corrélation dans cette équation coïncide avec 
B; (t). Ainsi, dans notre cas les nombres caractéristiques donnant 
la distribution de la puissance moyenne sur un temps T peuvent 
être obtenus à partir de l'équation intégrale 


T 
À { B; (z2—7+) f(x) dr =Tf (2). (9.101) 


Notons que (9.100) donne la fonction de transition impulsion- 
nelle d’un intégrateur parfait, dont la largeur de bande est propor- 


tionnelle à £ : 
Calculons la distribution de la puissance moyenne dans le cas où 


By (x) = oie-al, à >0, (9.102) 


c'est-à-dire lorsque le processus E (f{) provient d’un bruit blanc nor- 
mal ayant traversé un circuit RC [voir (5.38)]. 

Tout comme dans les cas étudiés aux $$ 9.2.5 et 9.3.3 l'équation 
intégrale (9.101) se réduit facilement à une équation différentielle 
du second ordre, avec cette seule différence que dans notre cas 
l'équation différentielle est linéaire. En effet, compte tenu de (9.102), 
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on peut écrire (9.101) sous la forme suivante: 
T 


: — f (2) ——— fe e—a(z-t)f (t) dt + | e—a(t-2)f (T) dt 


ss 
2 


et en dérivant deux fois par rapport à z les deux membres de cette 
égalité on trouve: 


T 
z 2 
7 l')=er |'e-st-07() dr tar [e-ats-2f(r) de — 2j (e), 


ee 
2 
d'où 
T 
AOË F 
ra= le | o-21:-t1f (9 dr —20f(2)] 
ou encore 
fo + (Ë —1) af (9 0. (9.103) 
La solution générale de l'équation (9.103) est de la forme: 
f (2) = ciettez + ce7tboz, (9.104) 
avec 
{2ÀOË , 
bP=——1. (9.104) 


En portant (9.104) dans (9.101) on voit que cette solution n'est 
une fonction propre de l'équation intégrale que si b? > 0 et si de 
plus la grandeur b satisfait à l’une des équations transcendantes 


bte (aTb) —1, bctg (aTb) = —1. (9.105) 


Ainsi les nombres caractéristiques de l'équation intégrale (9.101) 
pour un processus aléatoire de fonction de corrélation exponentielle 
donnée par (9.102) sont *) 


Me or (1 + 0), (9.106) 
6 
où b, sont les racines de l'équation (9.105). 


*) Comme lo noyau de l'équation (9.101) est défini positif, tous les nombres 
caractéristiques sont positifs. 
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La figure 9.5 donne une famille de courbes des densités de pro- 

babilité de la puissance moyenne pour plusieurs valeurs du para- 
« T ’ « . 

mètre = *). Pour f = 0 (c’est-à-dire pour T = 0) on a nr = 
—= &* (1). Par conséquent la courbe B = 0 sur la figure 9.5 corres- 
pond à la distribution unidimension- 
nelle du carré d'un processus aléatoire 
normal stationnaire [voir (3.10”)]. 
Lorsque la grandeur $ croît avec le 
temps Z' sur lequel on prend la moyen- 
ne, le’ maximum de la densité de 
probabilité pour A = 4 apparaît plus 
nettement, c'est-à-dire qu’au voisi- 
nage de la valeur moyenne de la 
puissance moyenne on a m1 {nr} — 
— mi {E° (t)} = oë. Notons que la va- | 
riance de la puissance moyenne, égale 0 05 10 15 20 25 


à (voir problème 7.6, a) à: 
6 
(0 
V2 fr) = > (48 — 1 +e-'b), Fig. 9.5. Densité de probabilité 
(2B)° de la puissance moyenne d’un 


7\ bruit a la traversée d'un cir- 
(3.107) cuit RC 
tend vers zéro lorsque le temps sur 


lequel on prend la moyenne augmente indéfiniment, soit: 


264 


ci . 
Mer} += aT (9.107 ) 


Li 


La distribution de la puissance moyenne est alors asymptotique- 
ment normale 


B(y-0Ë)* 


; 1 ME 26% 
Win + Ve Œ (9.108) 


On peut étudier d'une manière analogue (voir [11]) la distribu- 
tion de la puissance moyenne d’un processus ergodique normal dont 
le spectre énergétique est 


2Q0? 2 
ES PAT (2.109) 
w® -|- ( } (5*— &5)* 


07) 


*) Ces courbes sont tirées de [11], elles ont été obtenues par une méthode 
approchée avec des erreurs ne dépassant pas un pour cent. 


418 PROCESSUS NORMAL À LA TRAVERSÉE D'UN CIRCUIT TYPE [CH. 9 


A ce spectre correspond un bruit blanc ayant traversé un circuit 
oscillant formé par une résistance À, une inductance ZL et un con- 
densateur C en série (voir $ 5.2.3), Q étant toujours le coefficient 


| ; ; | : : 
de surtension du circuit, et 9 — TE la pulsation de résonance. 


La figure 9.6 donne une famille de courbes des densités de pro- 
babilité de la puissance moyenne du processus mentionné pour 
plusieurs valeurs du paramètre p — 


— En . Pour T — Ola courbe de la figu- 


re 9.6 (tout comme sur la figure 9.5 
pour f$ — 0) correspond à la distribution 
unidimensionnelle du carré d’un pro- 
cessus aléatoire normal stationnaire. 
Au fur et à mesure de l'accroissement 
de p (augmentation du temps 7 sur 
ù lequel on prend la moyenne) on voit 


Le n— à ; ne 
0 05 19 15 20 25 apparaître le maximum de la densité 


#2 . de probabilité pour 2= 1, c'est-à-dire 


wi) 


04 J 


_. 6 

Fig. 9.6. Densité de proba- JU AU voisinage de la valeur moyenne 
bilité de la puissance moyen- de la puissance moyenne on à m:; {nr}= 
ne d’un bruit à la traver- —G@f, bien que comparativement aux 
sée d'un circuit RLC courbes de la figure 9.5, celles de la 
figure 9.6, pour des valeurs compara- 
bles de p et 5, aient une pente plus douce. La variance de la puis- 

sance moyenne égale ici à (voir problème 7.6, b) 


0! 9 2 — 2P . 0 o 
Ma {nr} = & (2p—1+e-20+2— sintp VAQ—1), (9.110) 


décroît lorsque le temps sur lequel on prend la moyenne augmente 
indéfiniment, soit: 
c _ 200 


La distribution de la puissance moyenne pour p — co tend 
asymptotiquement vers la loi normale 


(9.110) 


@oT ° 


__p(y-0Ë) 
| 4 
Win @ = SV Je ‘À . (9.141) 


9.4.2. Enveloppe d’un processus à bande étroite. Soit à ({) un 
processus aléatoire normal ergodique à bande étroite de moyenne 
nulle et dont le spectre énergétique F: (w) est symétrique par rap- 
port à la pulsation centrale w,. La fonction de corrélation de ce 
processus peut, en vertu de (4.72), s'écrire sous la forme 


B; (x) = a. (tr) cos wot, 
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où a. (t) est la fonction de corrélation d’une des composantes en 
quadrature À (t) ou C'(t) (voir $ 6.2.2). La valeur moyenne de 
l'enveloppe E (ft) du processus Ë (f) sur l'intervalle de temps 7 est 
égale à 


T T 
7 - 

Er J E*()àt= + [ LA® (+ C?(t)]dt. (9.112) 
ic D 


La fonction caractéristique de la variable aléatoire £- peut être 
calculée à l’aide de la formule générale (9.26”). Les nombres carac- 
téristiques figurant dans cette formule doivent être obtenus à par- 
tir de l’équation intégrale (9.25), laquelle dans le cas présent peut 
s’écrire sous la forme suivante: 


T 
À [ ac(5:—7T)f(t) dt =T}(:). (9.113) 


Si & (t) est un bruit blanc normal ayant traversé un circuit oscil- 
lant RLC, on a [voir (5.40)] 


ae (t)=0éie-alTli, a=>0. (9.114) 


Dans ce cas (9.114) ne diffère pas de (9.102) et par conséquent 
les nombres caractéristiques peuvent être obtenus à partir des équa- 
tions transcendantes (9.105). Il est évident que la distribution de 
la puissance moyenne de l'enveloppe du processus considéré 
diffère de la distribution de la puissance moyenne d’un bruit 
à large bande ayant traversé un circuit RC, car ces distributions 
sont obtenues à partir des mêmes fonctions caractéristiques mais 
portées dans des formules différentes [voir (9.26’) et (9.16’)]. 

La moyenne et la variance de la variable aléatoire &- sont [voir 


(9.107)] 


m, {br} — 20f, (9.115) 
Ma{tr}= ge (UB—1+e 0), BST, (0.145) 

cette dernière décroît comme 
M2 {Cr} — a (9.116) 


lorsque f —> co. 
La distribution de la puissance moyenne de l'enveloppe est 
20È 


p 


alors normale de paramètres 264, 
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Problèmes 


9.1. Un circuit type se compose d'un cuircuit oscillant RZC de coeffi- 
cient de surtension élevé, d'un détecteur quadratique dégageant le carré de 
l'amplitude ct d'un intégrateur RC, le rapport des bandes passantes des circuits 

2 : > 
avant et après le détecteur étant u — ss : Montrer que la densité de pro- 
L2 » 
babilité du processus à la sortie de ce circuit type, lorsqu'on applique un bruit 
blanc normal à son entrée, est 
00 72k2y 
302 


D) 9 = 
Wie D (— LE te | (1) 


où 0° est la puissance du bruit par unité de bande de fréquences. 

9.2. Montrer que dans les conditions du problème précédent, pour un 
rapport arbitraire des bandes passantes nu et un temps fini 7 d'intégration après 
le détecteur, la distribution du processus à la sortie du circuit type est donnée 
par la formule générale (9.16') en substituant les nombres caractéristiques À; — 


[o « « : 14: s 1 
= ge 4 Où 9j sont les racines positives de l'équation 
I 


: TT AeT ) 
), 


Ju+t e - q) Num (qj) = Jus (q5) Nu Ê qi (2) 
Jn et Nm étant les fonctions de Bessel de première et de seconde espèce. 

9.3. En utilisant la représentation d'un processus aléatoire à bande étroite 
& (4) sous la forme d’une somme de composantes en quadrature, montrer que 
lorsque le temps 7 sur lequel on prend la moyenne est fini, la distribution de 
la puissance moyenne d’un bruit blanc normal à la sortie d'un circuit oscillant 
RLC de coefficient de surtension élevé tend asymptotiquement, pour Q —+ 
fcomparer avec (3.38)], vers 


-+(r+) 
, 1 ñ Ko? 0: À 1 1 1 
Winr W) — Do: ° 776 + (7-4) | (3) 
OÙ 
_ 5 sin @o7 \. __ JE sin @o7 , 
0e (+) 5 m7 (1-5) (39 


Chapitre 10 


DÉPASSEMENTS DES PROCESSUS ALÉATOIRES 


10.1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES 


Dans de nombreux problèmes pratiques on a besoin de connaitre 
la densité de probabilité ou les caractéristiques numériques des 
durées des dépassements d'un processus aléatoire E (f), où la durée 
ta du dépassement est l'intervalle de temps durant lequel E (4) 
est supérieur à un certain niveau x = zo. Il est aussi intéressant 
de connaître la durée des intervalles Lin séparant les dépassements 
(dépassement négatif), c'est-à-dire des intervalles de temps durant 


* 


lesquels E (t) est inférieur à un certain niveau z = xzo (fig. 10.1). 


dér 


X0 


Fig. 10.1. Intersection d'un niveau donné par un 
processus aléatoire 


Parfois au lieu de la distribution de la durée des dépassements on 
étudie la distribution des zéros d'une variable aléatoire, c’est-à-dire 
des points d'intersection de cette fonction avec une droite donnée. 
Dans le cas général, on peut étudier la distribution des points d'in- 
tersection de & (t) avec une fonction donnée f (t) ou le temps global 
durant lequel le processus dépasse une fonction donnée. Ceci con- 
duit au problème de la distribution du temps où les processus aléa- 
toires se trouvent entre deux niveaux (ou deux fonctions du temps). 

Le problème de la détermination des caractéristiques probabilis- 
tes des dépassements des processus aléatoires attire depuis long- 
temps l'attention des mathématiciens et des ingénieurs. Déjà en 
1945 Rice [15] a calculé l'expression générale de la densité de pro- 
babilité des durées des dépassements sous la forme d’une série 
lentement convergente, dont les termes sont des intégrales de mul- 
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tiplicité indéfiniment croissant (voir $ 10.2.4). Déjà lors du calcul 
des premiers termes de cette série (même en utilisant des ordina- 
teurs rapides) on se heurte à de grosses difficultés. La première 
approximation de cette série n’est acceptable que pour des durées 
petites des dépassements et même la représentation qualitative 
à l'extérieur de l'intervalle des petites durées n’est pas correcte. 
Relativement simples sont les formules donnant la moyenne et la 
variance du nombre d'intersections ($$ 10.2.1. 10.2.2). 

Les travaux de ces dernières années visent non pas à obtenir 
une formule exacte utilisable pour les calculs pratiques des densités 
de probabilité des dépassements, mais à élaborer d’une part des 
méthodes approchées de calcul desdites fonctions ($ 10.3). et d'autre 
part à réaliser de nombreuses expériences permettant d'accumuler 
des données empiriques (voir [13]). 

Le présent chapitre est consacré au calcul des caractéristiques 
probabilistes des dépassements, des intervalles séparant les dépasse- 
ments et du nombre d'intersections, sur un certain intervalle de 
temps, d'un niveau donné par des processus aléatoires continus, 
dérivables tout au moins en probabilité (voir $ 4.3.3). Cette dernière 
condition est très importante. En effet pour les processus de Markov 
n'ayant pas de dérivées (déterminées conformément aux critères 
probabilistes du $ 4.3.3), les caractéristiques étudiées ci-dessous 
n'ont pas de sens. 


10.2. CARACTÉRISTIQUES PROBABILISTES DES DÉPASSEMENTS 


10.2.1. Nombre moyen d'intersections. Nous allons commencer 
par l'étude de la caractéristique la plus simple des dépassements 
d’un processus aléatoire, c’est-à-dire du nombre moyen d'inter- 
sections de ce processus d’un certain niveau z = x, par unité de 
temps. 

La probabilité d’intersection du niveau z = x, de bas en haut 
(c'est-à-dire avec une dérivée positive) sur un intervalle de temps 
suffisamment petit Af coïncide avec la probabilité des inégalités 


Lo d= 
r—Ar<E(ez ED 0. 


Soit w2 (x, y, t) la densité de probabilité bidimensionnelle de 
E (4) et de Æ® 3 l'instant r. On a alors 


P {ro— Az LE (# < 0 a) -| ï Wo (x, y, t) dr dy 


Xo—AXx 


Pour un At suffisamment petit l'intégrale intérieure peut être rem- 
placée par l'expression w2 (xo, y, t) Az = yw2 (to, y, t) At, on 
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a alors 


P {20— Az <E (9) << Zo; EU >0} = 


— At | Yo (Zo: VE t) dy = Vi (Zo: t) At, (10.1) 
(} 


avec la notation 


vi (x, t) = | yuwa (x, y, t) dy. (10.2) 


Considérons maintenant l'intervalle de temps fini (4, t + T) 
et divisons cet intervalle en V petits intervalles ne se recouvrant 
pas (4;, t; + At;) par des points intermédiaires £ — 4 tt <<... 
se. tunes = t+T; Ati =t;zs — ti. Pour chacun des inter- 
valles de temps mentionnés calculons la grandeur v;, égale à l’unite 
si sur l'intervalle (4;, &; + At;) le processus E (£) coupe le niveau 
Z = ïz, avec une dérivée positive, et égale à zéro si cette intersec- 
tion n’a pas lieu. Ces variables aléatoires sont en quelque sorte 
des compteurs d'intersections. Il est évident que le nombre total 

N 


d'intersections sur l'intervalle (4, £ + T)estv — >, v;. On suppose 
11 


que At; est tellement petit, que la probabilité de plus d'une inter- 
section est négligeable. Comme la probabilité d'avoir v;, = 1 est 
donnée par la formule (10.1), la valeur moyenne M, (xo, t, T) du 
nombre d’intersections du niveau z = x, avec une dérivée positive 
sur l'intervalle mentionné est égale à 


AN 


NT, (Zo: t, T)= m\{v} = D mt {vi} = 


i=1 


N N 
dé 
= 2 P {z0— Az: <E (4) < %o, (%), 70} = 2 Vi (To, 1) Ati. 
En passant à la limite pour V — on trouve la formule suivante 
pour le nombre moyen d'intersections du niveau x = x, avec une 
dérivée positive sur l'intervalle (4, £ + T): 

t+T 

M, (Zo; {, T) = | U: (Zo: l) dt 

t 

ou encore 
tir 


Mi (&o t, T)= | | yu (To, Y, t) dy di. (10.3) 
{ U 
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La valeur moyenne du nombre d'intersections avec une dérivée 
c : se de an vl\ 
positive du niveau x, par unité de temps (e est-à-dire lim 7: T|) 
N=#+00 
est 


tiT 
A (To t, T)=— ME EN + | YU (Lo, Y,t) dy dt. (10.4) 
î 


_—. 


Cane 
2 


Pour un processus aléatoire stationnaire, la distribution con- 
jointe du processus et de sa dérivée aux mêmes instants de temps ne 
dépend pas de t, et le nombre moyen d’intersections avec une dérivée 
positive du niveau x, par unité de temps est constant et égal à 


M (2e) = vi (c0)= | vu (xo, y) dy. (10.5) 


0 


D'une manière analogue on peut trouver la formule donnant la 
valeur moyenne du nombre d'intersections du niveau z = x, de 


haut en bas (c’est-à-dire avec une dérivée négative) sur l'intervalle 
({, t+ T). On a: 


tiT 
MY (zo. t, T) = | P {0 <E()< z0+ Ar, Se <0}= 
t 


tiT 
= ju (co, t)dt, (10.6) 


t 


( 0 
0! Ce, = — Vuve(e, y, D dy = À y lu, y, à dy. 


Cependant, comme la distribution conjointe du processus et 
de sa dérivée aux mêmes instants de temps est paire par rapport 
à la variable y [voir (4.142)], il vient: 


vi (x, 9 = (y (z, y) dy = us, à (10.7) 


et par conséquent 
LH (zo, {, T) = M, (To; t, T). (10.8) 
Pour un processus aléatoire stationnaire 


À MY (zoo. 1, T 
A ro) = ER LA, (70) = 01 (xo). (10.9) 
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La valeur moyenne du nombre total d'intersections par unité 
de temps est, en vertu de (10.9), égale à 


A (x) = 2h (20) = 2 | vus (to, y) dy. (10.10) 
0 


Notons que le nombre moyen d'intersections avec une dérivée 
de signe donné (positif ou négatif) coïncide avec le nombre moyen 
de dépassements du processus aléatoire. Ainsi les formules (10.3) 

t (10.4) donnent également le nombre moyen de dépassements. 
respectivement sur un intervalle donné et par unite de temps. 

10.2.2. Variance du nombre d'intersections. Pour obtenir la for- 
mule donnant la variance du nombre d'intersections (à dérivée 
positive) sur l'intervalle ({, £ + T) nous allons de nouveau utiliser 
les compteurs d'’intersections et considérer le second moment de 

N 


la somme v — à Vs, c'est-à-dire 
N N 
mo {v} = mm || 2: w)} = DLTCES > 2 mytvivy}. (10.11) 
FE 
Comme la variable aléatoire v; ne prend que deux valeurs: l'unité 


avec une probabilité égale à 1 (xo, t;:) At; et zéro avec une proba- 
bilité égale à 1 — vi (xzo, t:) At;, on a 


ms {v?} = vi (to, ti) At: (10.12). 
et pour it Æ } 
m:; {vi vi} = P {vi = 4. v;—=1} = ) 


= P {ro An SE()<ro (5), > 0: 


| Li 
Ar; <E() < %o dé le >0} (10.13) 
Tout comme dans le cas de (10.1) on obtient à partir de (10.13) 


oO © 


ms {vivs} = AtiAI; | | YiÿeW (To, Vis To, Ye, Li, tj) dys dye — 
ù 0 
— Us (Zo; Tos Lt: tj) At; At;, (10.14) 


«= 


ou 


Ua (Ti, Lo, y, do) — | | YiYoWx (Ti, Yi, To, Yo, 1, Lo) dy dy, (10.15): 
Ù 


0 


Wy (Ti, Yys Lo, Yo, ti, t2) étant la distribution conjointe du pro- 
cessus et de sa dérivée à deux instants différents. 
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En portant (10.12) et (10.14) dans (10.11) et en passant à la 
limite pour V —- co on trouve 


£T tETILT 


mafv}= Àoi(ro Ddt+ À À (ro co ti) dtide. (10.16) 
t { 


La variance du nombre d'’intersections (à dérivée positive) sur 
l'intervalle (f, : + T) est égale à 


Di (to, t, T) = m2 {v} — mi {v}. (10.17) 
En portant (10.16) dans (10.17) et tenant compte de (10.3) on obtient 


D; (Lo: d, T)=M; (Zo: L, T)— M} (to: d, T) + 
t+TtI+T 


+ Î | Us (To: Lo» Et: Le) dl, dt. (10.18) 
{ t 


La variance du nombre d’intersections avec une dérivée positive 


du niveau x, par unité de temps (c’est-à-dire de la variable aléatoire 
V 


7) est 


1 
UM: (to; £, T) = 7 D: (to: l, T). (10.19) 


La distribution conjointe d'un processus et de sa dérivée 
Wy (Zu, Yi, Te, Yo, ts, 2) dans le cas d’un processus stationnaire ne 
dépend que de la différence t = £; — t,. C'est pourquoi la variance 
du nombre d'’intersections, avec une dérivée positive, du niveau x 
par unité de temps est égale à 


T 
by (x 2 
bi (To, T) = 160 7 (Zo) ++ (1 —+) Ua (To: Zo, T) dt. (10.20) 
Û 


Il est évident que les formules (10.18) à (10.20) donnent égale- 
ment la variance du nombre de dépassements respectivement sur 
un intervalle donné et par unité de temps. Lorsque l’on considère 
le nombre total d'’intersections, les grandeurs mentionnées se trou- 
vent simplement doublées. 

10.2.3. Durée moyenne des dépassements et des intervalles les 
séparant. On peut facilement trouver la valeur moyenne du temps 
où un processus aléatoire ergodique dépasse un niveau x = zx,. Con- 
sidérons le temps relatif pendant lequel la réalisation de ce processus 
aléatoire se trouve au-dessus du niveau zx, sur l'ivtervalle T7. En 
vertu de la propriété d’ergodicité [voir (4.42)], pour des valeurs 
grandes de 7, cette grandeur tend vers 


P {EG >zo} = 1 — Fi (to), 
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et par conséquent le temps total où la réalisation du processus 
E (4) se trouve au-dessus du niveau x, tend asymptotiquement vers 
[1 — Fi (xo)] T, Fi (x) étant la fonction de répartition unidimen- 
sionnelle du processus aléatoire E ({). Durant un temps 7 suffisam- 
ment long, le nombre total d’intervalles pour lesquels E (4) > xo 
est égal au nombre moyen de dépassements durant ce temps, c'est-à- 
dire est égal à À, (zo) T. La valeur moyenne de la durée des dépas- 
sements est égale à 
e y _ H—Fi(20)T _ 1— Fi (x0) 
ma {ka} — 4 (zo)T M zo) PoEA 
D'une manière analogue on peut obtenir l'expression de la durée 
moyenne des intervalles séparant les dépassements d'un processus 
aléatoire ergodique 


Fi (ro) 
ms {bin} = (10.22) 
10.2.4. Distribution des durées des dépassements et des intervalles 
les séparant. Commençons par calculer la probabilité conjointe 
d'intersection du niveau z — zo dans l'intervalle (to, to + Ato) 
avec une dérivée positive et dans les intervalles (£;, t; + At:), 
i = 1, ..., N avec des dérivées négatives. Cette probabilité coiïn- 
cide avec la probabilité de la réalisation du système d’inégalités 
suivant : 
Zo — Ato € Ë (to) To, E° (to) > 0, 
zo + At EH) ze E (ti) < 0, 
Lil: 52323 De 


| Soit Wa(N+1) (z, Yr Lis Yys + + + Ts YINs Los Las + + tn) la den- 
sité de probabilité conjointe du processus Ë (4) et de sa dérivée 
à N + 1 instants de temps. On a alors 


P {2z0— Ato< E (to) < To: E (to) > 0 ; 
Z+ Am DE() > to E (4) LO, i—1,..., N}=— 


co 0 0 X9 *o 3x XoTôXx 
= [ay | … | ds... dur De | dx dx, 
tt 00 “oo x0—8%) % x) 
…. drx ons (Ts Us Lis Yas es Txs UNS lon lis cer x). 
Pour des At; (Azo = yAto, Az; = —yiAt;, i 1) suffisamment 


petits les intégrales sur les variables x; peuvent être remplacées 

par l'expression suivante: 

Wat v+1y (To; Y+ Loc Yis + + +» Los Una Los Las + + +, tn) Axïo Ati... 
.. Arx = (1) yyiye - +: YnWan+n X 

X (Zo, YU, Los Yye + er Los YN: los lis 25 t y) to At, seu At x 
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et la probabilité cherchée s’écrira alors sous la forme 
P {ro — Ato << Ë (to) ze, E” (to) > 0, 
Zo + An ZE) > 20 ë (ui) < 0. iZz1} = 
= Mo... Atx (—1)| | ... funs...ux x 
0 —o — CO 


X Wo(x +1) (Zo: Y3 Los Yis + + +1 Tor YN: Los - +. tx) X 
X dy dy; ...dyx = 
= Ato... AtXV x4s (to, fos Los is + + +, To, tn); (10.23) 
où 


Vus (Gos Los Los as + + + Los Éd) = 


oo 0 (y 
=(—10((. fun...ux x 
0 —© —00 


X Wo(x +1) (To, Y, Lo: Yis + + +» Los UN» Los Lis + + + tx) X 
X dy; ...dy, dy. (10.24) 


Supposons qu'on sache a priori que pour £ = to il y a intersec- 
tion du niveau x, avec une dérivée positive. La probabilité condi- 
tionnelle d'intersection du niveau x, avec une dérivée négative aux 
points { — {;, i > 1Â est, en vertu de (2.54), égale à 


Vat (o to -:., ro tn) (10.25) 


Win (Go: dis --., Toi tx to) = vi (ro, to) 


où w4 (Zo, to) est donné par (10.2) *). 

Passons maintenant au calcul de la fonction de répartition du 
temps durant lequel le processus aléatoire & (f) se trouve au-dessus 
du niveau zx = to, en utilisant pour cela (10.23) et la règle générali- 
sée d’addition (1.16). En introduisant de nouveau sur chacun des 
intervalles At; les variables aléatoires v; (« compteurs d'’intersec- 
tions » du niveau x, avec une dérivée négative) et en supposant que 
l'on sache a priori que pour { = {, il y a eu intersection du niveau 
Zo avec une dérivée positive, nous allons trouver la probabilité 
pour que la durée du dépassement £a au-dessus du niveau zx, soit 
supérieure à T — {y — to: 


P {a > T7], Lo} = 


e 4 —= , , a == . À * ... t IN = ; * 
= Jim RER CERTES (10.26) 
max Af;—0 U4 (ro to) Ato 
*) La fonction WA (xo. ti, . . . Zo, tN | to) n’est pas la densité conjointe 


des variables aléatoires. Elle peut être appelée probabilité différentielle. La 
fonction t, (ro, to) est la probabilité a priori (différentielle) d’intersection du 
niveau x, à l'instant t = #,. 


10.2] CARACTÉRISTIQUES PROBABILISTES DES DÉPASSEMENTS 429 


Comme 

P {v,=0,et v: —=0,et..., etvx — 0; xzo, to} = 
=vy(zoto)Ato— P {vi = 1, ou vs = 1, ou..., ouvy — 1; zo, to} 
on trouve en vertu de (1.16) et (10.23) 

P {v,=1, ou v,—1. ou..., ou vx —=1; 20, to} = 


N 
= >, (—1) ÿ P {vi,=1, et vi, —1, et ..., et v;, — 
r=1 tyio. .. CN 
N 
= 1 s TO» Lo} = 7 (— 0 >» Vres (To; lis Lo; lis, ss Lo: Li,) X 
r=i tuto. ..<N 


X Ati, Ati er At; Ato- (10.27) 


Puis après un passage à la limite dans (10.27) pour At; —+ 0 et en 
portant le résultat dans (10.26) on trouve 


Qi (TI To: to) = P {a > Ti] ro, do} = 


; co 10+-T lo+tr 
NS USE ___ 4\r-1 
mn. U (To: to) 2 (—1) \ : 
T— 0 0 


to+t2 
Vous (Zos En Los ls ses T5, L,) dt, …. dt,. (10.28) 
lo 
La densité de probabilité de la durée du dépassement est égale à 


dQ+, (Tt | x0, to) 
Le (TI To; Lo) == — (10.29) 


Le premier terme dans (10.29), soit 


Va (ro los To, to +T 
Qi (T; Lo, Lo) = —: For for Fo: fo FT) 


U (Tor Lo) 
; œo N 
ÉTTPPANT | | YYas (Los Ys Los Y1s los Lo + T) dy dy (10.30) 


est la probabilité différentielle d'intersection du niveau zx, avec 
une dérivée négative pour £ = to + t, sachant que pour { = to 
il y a eu intersection de ce niveau avec une dérivée positive (indé- 
pendamment du nombre d'intersections dans d’autres points de 
l'intervalle 46 << t << to + +). Pour des valeurs petites de + les 
termes suivants dans (10.29) sont petits et on peut les négliger, 
c'est-à-dire que l’on peut négliger la probabilité d'intersection du 
niveau z,o à l'intérieur de l'intervalle (45, to + t). La fonction 
Qi (T, To, to) décrit alors d’une façon suffisamment précise le début 
de la courbe de la densité de probabilité de la durée du dépassement. 
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Si le processus aléatoire est stationnaire, g; (T, Zo, to) 
ne dépend que de t et ne dépend pas de to: 


oo  ({) 


ÊÎ VO yyuca(ro y, ro, y1, T) dy dy: 
0 — 


QT, go) — (10.34) 
Î yWo (zo, y) dy 
0 


Pour trouver la densité de probabilité des intervalles séparant 
les dépassements il y a lieu d'écrire la probabilité conjointe d’inter- 
section par le processus du niveau zx, dans l'intervalle (£o, to + Ato) 
avec une dérivée négative et dans les intervalles (f;, #; + At;), 
i = 1, ..., N avec des dérivées positives, soit: 


P {zo < E (£o) < Zo + to, ë (bo) < 0, 
o— Ar LE()Lzro, E(t)>0, i>1}= 


*o FAX  *9 xQ 
_ j a |. fan … dx | LL dr dr... dx X 


X Wan + (Ts Us Lis Vis ee 5 Tu YN los is En) = 
—= AoAts .….. AENU 41 (To; Los Los Lis = ses To; Lx), (10.32) 
où 
Ù 41 (os dos Los las + + + Tos tn) = 


Hu | { . (uns... ynwaven (Go; Us Lo: Us + - - 
—-æ 0 0 


< TO UN: Lo: li, ._. ty) dy; en dyx dy. (10.33) 


En répétant les raisonnements ci-dessus on voit que la fonction 
de répartition des intervalles entre les dépassements coïncide avec 
(10.28) à condition toutefois de remplacer dans cette formule les 
fonctions V,:, par les fonctions U,,,. Par conséquent 


: i ; 
Qrin (T1 Tor to) = P in > T|Zo; eee 2 (1 X 


to+t to+tr to+t2 
+ | . | U ras (os Los Tortues rostr)dti... dt, (10.34) 
lo lo Lo 
et 


dQrsn (TI zo, to) : 
De (IT Lo) — MUR (10.35) 
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Le premier terme dans (10.35) 
Ua (zo- tor zo: to +7) 
TL Lo lo) = = — = 
gi (T: Zor to) ty (Zo, to) 
D 
\ \ EULAN (xo; Ys LOr Y1»r Lo to T) dy dy: 


co 0 


_ FRET (10.36) 
est la probabilité différentielle d'intersection du niveau zx, avec 
une dérivée positive pour { — {go + T, sachant que pour { — tr 
il y a eu intersection de ce niveau avec une dérivée négative. Pour 
des valeurs petites de + les termes suivants dans (10.35) sont négli- 
geables, car dans des intervalles petits on peut négliger la proba- 
bilité d'intersection du niveau zx, à l'intérieur de l'intervalle 
(£o, to + T). La fonction gi (t, zo, to) décrit alors assez bien le 
début de la courbe de la densité de probabilité de l'intervalle sépa- 
rant les dépassements. Pour un processus aléatoire stationnaire la 
densité de probabilité ne dépend pas de f{,, on a alors 


0 


Ï \ yyawa (To Y: To, V1, T) dy dy: 
-æ 0 


1051) 


Ÿ vw (xo, y) dy 
Ô 


Notons qu'en vertu de (10.31) et (10.37) pour t — co, on a 


lim g; (t, zo) = lim gif (t, to) = A1 (to), (10.37"} 
T—+00 T—00 


qi (T, To) — 


c'est-à-dire que les courbes correspondant à la première approxima- 
tion de la densité de probabilité de la durée des dépassements et des: 
intervalles tendent asymptotiquement non pas vers l’axe des abscis- 
ses mais vers une droite qui lui est parallèle. La distance de cette 
asymptote de l’axe des abscisses est égale à la probabilité diffé- 
rentielle a priori d’intersection du niveau x, avec une dérivée d'un 
certain signe, c'est-à-dire à la valeur moyenne du nombre d'inter- 
sections par unité de temps avec une dérivée positive ou négative. 
D'autre part, on a établi (voir {6]) que pour des durées importantes 
ces densités de probabilité doivent être asymptotiquement expo- 
nentielles (dans l'ouvrage mentionné les méthodes efficaces per- 
mettant de trouver les paramètres des exponentielles ne sont pas. 
données). 

Ceci montre que les fonctions g, (t, zo) et gf (T, zo) ne donnent 
pas les propriétés essentielles des densités de probabilité de la durée. 
des dépassements et des intervalles les séparant pour des grandes 
valeurs de tet, par conséquent, ne peuvent être utilisées pour carac- 
tériser plus ou moins complètement du point de vue probabiliste- 
les variables aléatoires considérées. 
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Si l’on veut trouver les termes suivants dans (10.29) et (10.35), 
on se heurte à des difficultés presque insurmontables liées au calcul 
des intégrales multiples. Nous verrons au $ 10.3 certaines méthodes 
d’approximation des courbes de distribution de la durée des dépas- 
sements et des intervalles les séparant. 

10.2.5. Extréma d’un processus aléatoire. Soit & ({) un processus 
aléatoire dérivable deux fois (en probabilité). La probabilité pour 
la variable aléatoire & (£) d’avoir dans un intervalle suffisamment 
petit (4, t + At) un maximum dont la valeur se trouve dans l'in- 
tervalle (x — Ax, x) coïncide avec la probabilité des inégalités 

z—Ar (er, —Ay<Ë0 0, 0.0. 
Si w3 (x, y, z, t) est la densité de probabilité tridimensionnelle du 
processus et de ses deux premières dérivées aux mêmes instants é, 
la probabilité mentionnée pour un At suffisamment petit est égale à 


P {a— Az <E(<z, — Ay< 0 <0,  <0}= 


x (Ù 0 


= | | | ws(z, y, 2, t) dx dy dz=— 


X—Ax —Ay —o 


0 
À | Aya, (x, 0, 5, t)dz— 


: — 00 
= —AzAt | z4(x,0,:,1d5=G(r,t)AzAt, (10.38) 
où 
0 
G(z, t) =— zW3 (x, O, z, t) dz = 


(4) 
= | Izlws(z, 0,2, t) dz. (10.39) 
— 00 
La formule (10.38) donne également le nombre moyen de maxima 
sur l'intervalle (£, £ + Af) dont la valeur se trouve comprise entre 
zx — Ar et x. Le nombre moyen de maxima par unité de temps est 
égal dans ce cas à G (x, t) Ax, et pour un processus stationnaire 
à G(x) Az. 
Le nombre moyen de maxima par unité de temps dont la valeur 
dépasse x, est égal pour un processus stationnaire à 


Hmax (z0) = | G(a) dr, (10.40) 
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et le nombre moyen de maxima de valeur quelconque est égal à 


Umax — Hmax (— co) — | G (x) dr — 


0 


oo ( 
- [ \ |zlws(x, 0, z) dr dr — | |z [we (0, z) dz, (10.41) 


— © 


où wo (y, z) est la distribution conjointe de la première et de la 
seconde dérivées du processus. 

Le rapport de G (x) à Uma donne la densité de probabilité des 
maxima. 

D'une manière analogue à (10.38), la probabilité pour que sur 
un intervalle At suffisamment petit la variable aléatoire E (4) ait 
un minimum, dont la valeur se trouve comprise entre (x — Ax, x), 
est égale à 
s0 


P {r—Ar<E( <r, 0<$ ir >0}= 


—ArAt | z(z, 0,:,1)d:=H(z,t)AzAt, (10.42) 
ù 


< Ay, 


H (x, 0 = | zws (x, 0, z, à) de. (10.43) 


Ù 


La formule (10.42) donne également le nombre moyen de minima 
de E (?) sur l'intervalle (4, £ + At), de valeur entre x — Ax et x. 
Le nombre moyen de minima par unité de temps est égal dans ce 
cas à H (x, t) Az, et pour un processus stationnaire à A (x) Ax. 

Le nombre moyen de minima par unité de temps, dont la valeur 
est supérieure à zo, est, pour un processus stationnaire, égal à 


min (co) = | H (x) dr, (10.44) 
Xo 
et le nombre moyen de minima de valeur quelconque est 


Umin = Hmin (—©) = | H (x) dx = 


Î 
| 
g — 8 
=, 7) 


zws (x, 0, 2) dz dx = | zw (0, 2) dc. (10.44) 
û 
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Le rapport de 7 (x) à limin est la densité de probabilité des 
minima. 

En vertu de (10.41) et de (10.44) le nombre moyen d'extréma 
d'un processus aléatoire stationnaire est égal à: 


© © oO 


| |zlws(x, 0,2) dz dr=— ( |z lue (0, =) dz. (10.45) 


— Œ—— 00 —œ 


Uextr — 


—, 


10.3. MÉTHODES APPROCHÉES 


10.3.1. Approximation par segments de la densité de probabilité. 
Comme nous l'avons noté plus haut, il est pratiquement impossible 
d'utiliser les expressions générales des densités de probabilité de la 
durée des dépassements [voir (10.29)] et des intervalles les séparant 
[voir (10.35)]. Les premiers termes de ces formules assimilent les 
fonctions réelles suffisamment bien seulement si les durées des 
dépassements (les intervalles les séparant) sont petites et ne sau- 
raient donner une représentation exacte, ne serait-ce que qualita- 
tive, pour des durées importantes. P. Kouznetsov, R. Stratonovitch 
et V. Tichonov [6] ont montré que pour des durées importantes les 
distributions doivent tendre vers l'exponentielle, mais les auteurs 
n'ont pas indiqué comment calculer les paramètres de ces distri- 
butions limites. 

Considérons maintenant l'une des méthodes les plus simples de 
calcul approché des densités de probabilité de la durée des dépasse- 
ments et des intervalles les séparant. Dans cette méthode la courbe 
réelle est remplacée par des segments de deux courbes: de la pre- 
mière approximation [(10.30) ou (10.36)] et d'une exponentielle, 
les deux paramètres de l’exponentielle et le point d’intersection des 
courbes approchées sont choisis à partir des conditions de continuité, 
de normalisation de l'aire se trouvant sous les courbes et d'égalité 
du moment du premier ordre de la fonction approchée à la durée 
moyenne des dépassements (ou des intervalles les séparant), cette 
dernière étant calculée par la formule exacte. 

Selon cette méthode la densité de probabilité de la durée des 
dépassements par un processus aléatoire stationnaire d’un certain 
niveau de seuil x, peut être calculée de la manière suivante. On 
trouve la première approximation g; (t, Zo) à l'aide de la formule 
(10.31). La seconde partie de la fonction approchée est une expo- 
nentielle ye-* coupant la courbe g, (t, xo) au point 1*. Les trois 
paramètres inconnus &, y et t* de la fonction approchée sont donnés 
par un système de trois équations (en général, transcendantes) : 

de la condition de continuité: 


a (T*, Zo) = Tr, (10.46) 
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de la condition de normalisation de l’aire sous les courbes: 


+ 
L] 


Àatr, zo) dr+ Le-er1, (10.46”) 


œ 
U 


de la condition d'égalité du moment du premier ordre à la du- 
rée moyenne des dépassements : 


+* 


| Tq1 (T, To) dt + (1 + at*) TL ea = mita}.  (10.46") 


U 


Pour un processus ergodique le second membre de la dernière 
équation est donné par la formule (10.24). 

D'une manière analogue on peut écrire le système d'équations 
donnant les paramètres de la fonction assimilant la distribution des 
intervalles séparant les dépassements. Il suffit pour cela de rempla- 
cer dans (10.46) à (10.46”) la fonction g; (t, zo) par la première 
approximation gi(t, xo) pour les intervalles [voir (10.37)] 
et de porter dans le second membre de (10.46) l'expression 


pour M; {Üin} donnée pour les processus ergodiques par la for- 
mule (10.22). 


10.3.2. Correspondance entre le niveau d'’intersection et la limitation 
parfaite. Le processus de sortie d’un limiteur parfait de caractéristique 


f 1, ZT Z Ti 


y=f(r)= le 1 z<z0, 


(10.47) 


est une suite d'impulsions bipolaires rectangulaires d'amplitude +1 (voir 
$ 7.2.4). La durée des impulsions positives est égale à celle des dépassements 
du niveau zxo, et la durée des impulsions négatives à celle des intervalles sépa- 
rant les dépassements du processus agissant à l'entrée du limiteur. C'est pour- 
quoi il doit y avoir une relation entre la fonction de corrélation du processus 
à la sortie du limiteur & (t), qui est un processus aléatoire impulsionnel apé- 
riodique (voir chapitre 11), et les caractéristiques probabilistes des intersect- 
Le d'un niveau donné par le processus aléatoire & (t) agissant à l'entrée du 
imitcur. 

Supposons que E (t) soit un processus aléatoire stationnaire dérivable en 
moyenne quadratique; le processus & (t) est alors également stationnaire. Soient 
deux instants f, et t> calculons les probabilités conjointes des événements 
consistant en ce qu'aux deux instants les impulsions à la sortie du limiteur 
auront les mêmes polarités ou des polarités différentes. Ces probabilités sont 
évidemment de quatre types. Pour les distinguer, nous introduisons les indices 
«+ » et « — » correspondant aux impulsions positives et négatives. Pour le 
calcul de ces probabilités nous allons utiliser la méthode exposée au $ 4.2.10. 
Comme & ({) ne prend que deux valeurs +1 et —1 et compte tenu de la formu- 


28e 
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le (13) du problème 6.4 on a 


ms (GC (4)} = P4z — P__ + Pl — P_4 = 1 — 2Fi (xo), 

ms {CO (t2)} = Pis — PP — Pi + P_4 = 1 — 2F (xo), 

ms (C4) 0 (t2)} = Br (t2 — 15) = PA + P__ — P3. — P_+, 
Pr+ + P__+ Pi + P_4=t. 


En vertu des deux premières équations du système ci-dessus, on a P+_ — 
— P_+. En utilisant les deux autres équations on trouve la probabilité pour 
que l'instant t?, l'impulsion de sortie soit négative, et à l'instant ?: positive. 
Il vient 


1 1 
PUB (2—t4)= 18; (0)— B; (2 —11)], (10.48) 


où B;% (rt) est la fonction de corrélation du processus à la sortie d’un limiteur 
parfait. 

Posons 12 = t + T, t4 — t. Dans ce cas pour 7 —+ 0 la grandeur P_+ — 
= À; (ro) 7 est la probabilité d’intersection du niveau x, par le processus E (4) 
avec une dérivée positive (comparer avec $ 10.2.1). Par conséquent, en vertu 
de (10.48) on a 


7 1, B;(T)—B:(0) 1 
RO nn a op ON 
ou *) 
1 
M(xo)= —7 B;(0,). (10.49) 


Ainsi, la grandeur —B; (0,;) peut servir de compteur des intersections 


du niveau x, par unité de temps par le processus E (ft). Ceci est évident, car en 
vertu de (4.139) la dérivée B; (t) pour un processus stationnaire est égale à la 


fonction de corrélation mutuelle des processus © (t) et &’ (t), la dérivée du pro- 
cessus à la sortie du limiteur C’ ({) représente la somme des fonctions delta 


2 D (—1* ô(t—1:), où t,ù sont les instants d'intersections. Par exemple 
hk 


CS 


pour un signal télégraphique aléatoire stationnaire (voir 8 4.2.10),ona B; (0,)— 
= —2}, et par conséquent 2À, (0) — À, c'est-à-dire que cette dérivée est égale 
au nombre moyen de zéros du signal télégraphique par unité de temps. 

Montrons maintenant que pour des t petits la densité de probabilité 
q (t, xo) des durées des dépassements par le processus E (1) du niveau r, est 

roportionnelle à la dérivée seconde de la fonction de corrélation du processus 
Ê (t) à la sortie d’un limiteur parfait (10.47) lorsque le processus E (t) est appli- 
qué à son entrée. 

Comme nous l'avons déjà noté, pour des intervalles + petits la probabilité 
de plus de deux intersections du niveau est négligeable. Supposons que la gran- 
deur 7 soit telle que l’on puisse négliger la probabilité de plus de deux inter- 
sections du niveau x, sur l'intervalle de temps (f, t + T). Supposons qu’à 
l'instant t; il y ait intersection du niveau z, avec une dérivée positive et soit 
Li = tj41 — t; la durée du dépassement. La grandeur Ë (1; + T) sera alors 


*) Comme après une limitation parfaite le processus & ({) n’est pas déri- 
vable en moyenne quadratique, on a B; (04 
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positive, si T << L;, et négative, si &; << T < T. Par conséquent, 


PEG+TD>O0}=P(G>Tt}= | gr zo) dr, (10.50) 


Pi + TT) <O0}= P {hi <T} = | q (rt, zo) dr. (10.50°) 


Cu À À 8 


Utilisant l'interprétation ci-dessus de B; (t) et compte tenu de (10.50) 
et de (10.50’) on obtient: 


© 


T 
B£ (x) = —4A (x) | qu (t, 20) dt + 4h (0) À qu (x, ro) dt = 
0 


T 


= —4hs (Zo) eu 8A (Zo) gs (r, Zo) dt, 


Cr À 


d'où , 
B} (t) = 8À (zo) q: (x, Zo)- (10.51) 
En remplaçant dans (10.51) À (x0) par son expression (10.49), on trouve 
la relation cherchée entre q; (t, xo) et Br (x): 
Bz (x) 
1 (Ts Zo) — — 25" 0.) O<TtT<T. (10.52) 


Si Bt a une discontinuité au point t, q (t, z0) devient une fonction delta, 
c'est-à-dire qu’il existe une probabilité non nulle pour que la durée du dépasse- 
ment soit exactement égale à T: 

B; (T4) — B: (T_) 


P {£a =T} — 2B; (0) 


(10.52’) 


Notons que pour un signal télégraphique aléatoire stationnaire la grandeur 
HO Lame Ton 6 %0r, T>0 
ED % 
coïncide avec la densité de probabilité de la durée aléatoire d'émission d'un 
certain signe (ou avec la densité de probabilité des intervalles séparant les 
Zéros). 


10.3.3. Méthode des impulsions de référence. Dans cette méthode 
on remplace les réalisations d'un processus aléatoire par une suite 
d'impulsions rectangulaires adjacentes d'’égale durée (impulsions 
de référence, voir $ 4.1.2), on calcule les caractéristiques probabilis- 
tes de ces suites et on les utilise en tant qu'approximations des 
caractéristiques correspondantes du processus. La précision de 
l'approximation dépend de la période de répétition (durée t,) des 
impulsions de référence. 

Suivant la valeur choisie de la durée 7, et les propriétés du pro- 
cessus aléatoire approximeé, les lois statistiques se rapportent à un 
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nombre rx différent d'impulsions formant la suite (n — 1, 2, ...). 
Nous dirons que la suite des impulsions est m fois connexe, si l’am- 
plitude aléatoire de l'impulsion À ne dépend que des amplitudes 
aléatoires des impulsions dont le numéro diffère de À d’un nombre 
non supérieur à "#2. Pour m = 0 on obtient une suite d'impulsions 
indépendantes, pour m = 1, une suite de Markov simplement con- 
nexe, pour m — 2, une suite biconnexe, etc. 

Passant à l'étude de la durée des dépassements par un processus 


aléatoire & (t) d’un certain niveau de seuil x,, introduisons les nota- 
tions suivantes : 


on € E+, si cn > To: 
En € 2 si En L To; 


et considérons le dépassement comme une suite d'impulsions adija- 
centes, dont l’amplitude ËE,, reste dans le domaine E:. 

La densité de probabilité de la durée de plusieurs dépassements 
consécutifs du niveau de seuil dans une suite d’impulsions indé- 
pendantes, c'est-à-dire la probabilité pour que À — 1 impulsions 
de suite se trouvent au-dessus du niveau de seuil, est égale à 


Po(k) = ph-1(4—p}), k=1,2,..., (10.53) 


où p, est la probabilité pour que l'amplitude de l'impulsion de 
référence appartienne à E…. 

Calculons la densité de probabilité de la durée de plusieurs 
dépassements consécutifs du niveau de seuil pour une suite simple- 
ment connexe d'impulsions de référence. La probabilité pour que 
la’ série de dépassements contienne une seule impulsion de réfé- 
rence est égale à 


Pi (1) = p+- = 1—p+,, 


où p._ et p4, sont les probabilités a posteriori de tomber dans les 
domaines E_ et Ë4 à condition que l'amplitude de l'impulsion 
précédente appartienne à E.. 

Les probabilités d'avoir deux, trois, etc. dépassements de suite 


sont respectivement : 
Pi (2) = p++p+- = p++ (À — p++), 
Pi (3) = p$+p+- = pi+ (1 — p++), 


ou sous une forme générale 
Pi(G)= pl (A —p++), k=1,2,... (10.54) 


D'une manière analogue, on peut calculer la distribution de la 
durée de plusieurs dépassements consécutifs pour une suite de con- 
nexité multiple d’'impulsions de référence. En particulier, pour une 
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suite biconnexe la probabilité d'avoir un seul dépassement à la 
fois est égale à 


Pa) =p+4- = 1—p-++, (10.55) 


où p_+- et p-++ sont les probabilités a posteriori de tomber dans 
les domaines E_ et £,, si toutefois les amplitudes des deux impul- 
sions précédentes appartiennent à £_ et E.. 

Les probabilités d’avoir deux, trois, etc. dépassements consé- 
cutifs sont respectivement : 


Pa (2) = p-++p+#+- = p-+#+ (À — p+++), 
P2 (8) = p-++p+++#(1 — p+++), 
ou sous une forme générale 


Pak) = p-++4p}5f (1 — p+r++4), #22, (10.56) 


où P+++ est la probabilite a posteriori de tomber dans le domaine 
6+ à condition que les amplitudes des deux impulsions précédentes 
appartiennent A Li: 

Notons qu’à partir de (10.55) et (10.56) on peut obtenir les for- 
mules correspondantes pour une suite simplement connexe (P+r++ = 
= pisse — = P++) et pour une suite d'impulsions indépendantes 
(P+++ = P-++ = P+r+ = P4). 

Les probabilités se trouvant dans les seconds membres de (10.53) 
à (10.56) peuvent facilement s'exprimer à l'aide des densités de 
probabilités d'ordres correspondants, c'est-à-dire 


C0 


ps = PEU >} — | wi, (x, t) dx, (10.57) 
X0 
f î Wa (Zis Tes 1 To) di dre 


P{E(t) > to, Et Tto) > zot  xo © 
P++ = nn nn — — + (10.8) 


\ W'! (x, t) dr 
Xo0 
P {8 (4) > 20. 3 (+ to) > zo, E(t +20) > zot _ 
on P{E() > ro, E (+10) > 20} 
\ \ \ Wa (Zi Toy TZ fl, To) dx; I» dr3 
Xn X0 Xn 


= 250  , (10.59) 
\ \ Ds (Z49 Lo, {, To) dr; dr: 
X0 X0 
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P-++— 
_PH(02> 7x0 S(+ To) > 10 —P {E (1) > 20, E (4 +70) > 70.8 (+ 270) > zo} 
PE (> ro} —P {8 (1) > 20, E(t + To) > zo} 
En — ——_—_—_—_—_— X 
\ wi(z, t)dr — | \ Wo (Zi Ze, t, To) dry dre 
X0 x0 Xo 


*< à | Lo (xs; Lo, L, To) dz; dX> — 
x 


a X0 
00 


ce | [{ Wa (Lis Los Tan L, To) dT: dr, dx, | . (10.60) 
X0 Yo X0 


La distribution de la durée des dépassements £a par le processus 
aléatoire d’un certain seuil x, dans l'approximation cherchée est 
donnée par le système suivant de relations: 

pour une suite d’impulsions indépendantes 


P {ta = kto} = Po (k) 


[obtenue en portant (10.57) dans (10.53)]; 
pour une suite d'’impulsions simplement connexe 


P {ta = kto} = Pi (4) 


[obtenue en portant (10.58) dans (10.54)]; 
pour une suite d'impulsions biconnexe 


P {la = Ato} = Pa (k) 
[obtenue en portant (10.59) et (10.60) dans (10.55), (10.56)]. 


10.3.4. Dépassements des processus à bande étroite. On peut arriver à une 
certaine simplification lors de l'étude des caractéristiques statistiques des 
dépassements positifs (dépassements du niveau ro = 0) lorsque le processus 
ë (4) est à bande étroite, c'est-à-dire lorsqu'il peut s’écrire sous la forme sui- 
vante (voir $ 6.2.2) 


8 () = E (t) cos [oot — œ (t)]. 


Comme des valeurs nulles de l'enveloppe £ (t) apparaissent bien plus rarement 
que les valeurs nulles de cos [wst — œ (t)], l'étude des dépassements positifs 
d’un processus aléatoire à bande étroite peut se réduire (à une certaine approxi- 
mation) à l'étude des intervalles séparant les zéros de cos [ @ot — œ (t)]. 

Soient t, et {> les instants successifs où la fonction cos [wot — ç (t)] est 
nulle. On a alors 


O9 (2 — 3) — @ (te) + p (4) = +. 
et comme œ ({) varie lentement par rapport à cos ot, on peut remplacer la 


différence œ (t2) — œ (13) par (2 — #4) p° (t:) supposant que la phase est déri- 
vable (du moins en probabilité). Ainsi, pour un processus à bande étroite l'inter- 
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CE A É R  i 


valle entre les zéros est égal à 
x 


LE EE 10.61 
@p — (41) ) 


to—*, 


En vertu de (10.61) le nombre de zéros de ë (£) sur l'intervalle( — 4 2) est égal à 
L T 
CT œo—®" (t 7 1 f 
Nr= | a Done, 
T T 


°) 


alors le nombre moyen de zéros par unité detemps pour un processus station- 
naire à bande étroite sera 


À (0) — m1, (+) = © | (10.62) 


c’est-à-dire qu'il est égal au nombre de zéros par unité de temps d’une oscilla- 
tion harmonique de pulsation wo. : 
La variance du nombre de zéros sur cet intervalle est égale à 


T 


Le is 
1 its 
— à = — B..(t.— dt. dt; — 
un, {2 (yoae£ | [ate-maa 
T 


_ L 2 


: 
| (1-7) B(t)dr. (10.63) 
(1) 

Il existe une relation simple entre la densité de probabilité W, (t) de la 


durée des intervalles entre les zéros et celle de la dérivée de la phase w,4, (x). 
En vertu de (10.61) on a 


W: t= [was (—2) +00 (c++) | : (10.64) 


10.4. DÉPASSEMENTS D'UN PROCESSUS ALÉATOIRE NORMAL 


10.4.1. Nombre moyen d'intersections. Considérons un processus 
aléatoire normal n (i) qui est la somme d’un signal déterministe 
S (t) et d’un bruit normal stationnaire E& (t) dérivable en moyenne 
quadratique, de moyenne nulle, de variance o* et de coefficient de 
corrélation À (rt). En vertu des relations 


E(#) = nt) — S(), EE) = n° — S'(), (10.65) 


on trouve en utilisant (4.177) l'expression suivante pour la densité 
de probabilité conjointe du processus aléatoire n (£) et de sa dérivée 


442 DÉPASSEMENTS DES PROCESSUS ALÉATOIRES [CH. 10 


aux mêmes instants 


ve (e D = ne {5-5 + US" @)]} . 


(10.66) 
où [voir (4.174)] 


Oo, 8 


°F: (@) dw 
= — RE (0) = ————; 


\ F: (w) dw 
0 


F;(w) est le spectre énergétique du bruit. 
Calculons avant tout le nombre moyen d'intersections du niveau 
— Zo avec un signe donné de la dérivée (nombre moyen de dépas- 
sements) par unité de temps sur l'intervalle (£, £ + T). En vertu 
de (10.4) et de (10.66) on a [voir également (9) dans l'annexe V|]: 


MT [xo-S (112 © 


1 og 
D (zo- t. T) — mr |° ee [x 
T 
_£r=S" (D) {HT _[xo-S (11° 
*< € Eu dy dt= + | e SO” 
{ 
DCE LS'UWV2 S't\° 
. 2022 1: Oo _: 
à 
ET 
(f S'(t), ie Fi 1 1 [S” Oo) |. 
À [5 1 1 7 2' 2° 2020 à 
TETE J (Or D? 


_La-sSt«)}2 
Xe ‘2% dt. (10.67) 
Examinons certains cas particuliers. En l'absence de composante 
déterministe du processus n ({), on a S — S” = 0, et en vertu de 
(10.67) on trouve [ car F, (—; : 5, 0) = 1] le nombre moyen d'in- 


tersections du niveau z = xzo par unité de temps, avec un signe 


donné de la dérivée, par un processus aléatoire normal stationnaire 
de moyenne nulle *): 


x° 
U 


Mr)=ste 2. (10.68) 


*) Notons que pour un processus aléatoire normal de spectre énergetique 
F(w) = F(0) a (processus de Markov, voir 8 4.5) la grandeur uw, est 


illimitée et par conséquent le nombre moyen d'intersections par unité de temps 
est infini. 
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Le nombre moyen d'intersections du niveau z = 0 par unité 
: LA P _« e « o 
de temps avec un signe donné de la dérivée est égal à À4 (0) = 


et par conséquent 


À (xo) 


Ho. (10.69) 


Le nombre moyen de zéros par unité de temps est égal à w, au fac- 
teur — près, soit: 


1 
ea 


ju *Fz (&w) do 


À (0) = 2% (0) = — = (10.70) 


Î Fe (©) do 
0 


al 


En utilisant (5.30) et (5.33) il est facile de trouver à l’aide dela 
formule (10.70) le nombre moyen de zéros par unité de temps d’un 
bruit blanc normal à la sortie d’un système linéaire de caracté- 
ristique fréquentielle C (w). Pour une caractéristique fréquentielle 
arbitraire on a 


œ 1 
[ w?C? (w) doi = 
2(0)=<+ | (10.71) 
| C?(w) du 
Ô 
et pour un système linéaire à bande étroite [voir (5.34)] 
œ 1 
[ &°?C3 (&w) du \ 2 
à. (0) = 2 nie = © (1+spè), (10.74) 
à a | CZ (w) do ° 
0 
où 
5 &°C$ (0) do 
Pb = 
Î C3 (w) du 


est le carré du « rayon de giration » de la caractéristique fréquen- 
tielle, lié généralement par une relation simple à la largeur A de 
la bande passante (si ce rayon a une valeur finie). Par exemple, 


pour un filtre parfait cette grandeur est égale à 5 , et pour un ampli- 
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ficateur à étages multiples de caractéristique de fréquence gaussienne 
# « 2 e 
il est égal à = (voir $ 5.2.3). 


Notons que le premier terme dans (10.71”) donne simplement le 
nombre de zéros d’une oscillation harmonique de pulsation wo 
par unité de temps. 

Pour illustrer la correspondance entre la limitation parfaite et 
le problème des intersections proposons-nous de trouver la formule 
(10.68) à partir de (10.49). Utilisons à cette fin les résultats du pro- 
blème 7.11 et écrivons la dérivée de la fonction de corrélation B: (+) 
du processus à la sortie d’un limiteur symétrique parfait (de seuil 
Zo), lorsqu'on applique à son entrée un processus aléatoire normal 
stationnaire, dérivable en moyenne quadratique, de moyenne nulle, 
de variance ©° et de coefficient de corrélation R (t). On a: 


+2 


, ut 
B(D= Se. 28 2. R'(9 "AT, 
dR dx A V/1—R2(+) 
Pour t —+ 0, le facteur PR devient une forme indéterminée 


du type 5 . Pour enlever cette indétermination notons que pour 
1——0ona 


R” (x) RT (7) 
VI-=R(G) _R@EA' (" 
VIRE (Tr) 


c’est-à-dire 


R” (x) 2 R"(T) 
7) © To 
et 
À R' (+) RETENU 
mn — — — R°"(0) = — wi. 
1-0, V1—R! (t) V ) ; 


Par conséquent, en vertu de (10.49) on a 
1 D- 1 Jo, —-— 
(ro) = — 7 B: (0.) == 7°—Le 20*, 


ce qui coïncide avec (10.68). 

Considérons un second exemple. Proposons-nous d'obtenir à 
partir de (10.67) le nombre moyen d'’intersections par unité de 
temps (avec une dérivée de signe donné), la composante déterministe 
étant une oscillation harmonique 


S (t) = 49 cos (wot + Po), 
S? (£) = — À 500 sin (© ot + Po). (10.72) 
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En portant (10.72) dans (10.67) et en remplaçant la variable d'’inté- 
gration £ par 6 = wot + po on trouve 


wo(t+T)+®o _(xo— A0 cos 8)2 


À: (Zo; l, T | Ào) = Tes { e 207 X 
Wot+Vo 
542 sin: 6 A : 6 A 
xfe EM V2rr (—-Ttsine) | de. 


Comme la fonction se trouvant sous l'intégrale est périodique 
par rapport à la variable d'intégration, il vient en choisissant T 


multiple de la période = 


À 
À; (Zo | Ào) = 5 


r. (0) 
(ce (2 acose), 


— sin? 6 


b 
Xe ?  <+V2x bsin6F(bsin6)]d8, (10.73) 
où l’on a noté 


a= 4 D, b= TE; M(0)= 7 _ 


Pour À, = 0 la formule (10.73) devient évidemment (10.69). 
Pour le niveau d'intersection zo = 0 l'intégrale du second mem- 
bre de (10.73) prend la forme suivante: 


M (014)= M (0 eo +7 Ze (È, a)], (10.74) 


où 
a+b?, ,  a°—b? 
Q = 4 ’ B — 4 9, 
et la fonction 
le (k, x) = le (—k, x) = [ et] (ku) du (10.75) 
l 


a été tabulée (voir [16]). 

Dans le cas général pour xs  O le second membre de (10.73) 
ne peut se réduire qu’à une série contenant des fonctions hypergéo- 
métriques et des polynômes d'Hermite, soit: 


A(xol A) = M (0)e ? X 


0 a on . 
DOTE = RE +). (10.76) 


n—=0 
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10.4.2. Durée moyenne des dépassements et des intervalles les 
séparant. La durée moyenne des dépassements du niveau x, pour 
un processus aléatoire normal ergodique dérivable en moyenne 
quadratique de moyenne nulle est obtenue en portant (10.68) dans 
(10.21) : 


2° 


m{}= et [1—r (2). (10.77) 


vù F (x) est l'intégrale de Laplace [voir (2.61)]. 
Pour zo © ©, compte tenu de (2.64), on trouve 


DT 
mi {ta} — 1y3s , (10.78) 


et pour zo € —0, en négligeant F (2) par rapport à l’unité, on 
obtient 


2 e20, (10.79) 


[1 vient de (10.77) que la durée moyenne des dépassements posi- 
. e 1 1 
tifs (ro = Ü) est égale à nn IG 

En portant (10.68) dans (10.22), on obtient une formule per- 
mettant de calculer la durée moyenne des intervalles entre les deépas- 
sements d’un processus aléatoire ergodique normal. On a: 


a 
ÿ 


2: T — 
ms (Ein) = EF (22) 5. (10.80) 


o 


En comparant (10.80) et (10.77) et ayant en vue la symétrie de 
la distribution normale CF (&) =1—F (—+) , on voit que la 
durée moyenne des intervalles séparant les dépassements du niveau 
Ta ° " > ° . Th 
— est égale à la durée moyenne des dépassements du niveau ee 

Notons que pour un processus aléatoire normal dont la fonction 
de corrélation décroît comme une exponentielle (processus de Mar- 
kov, voir $ 4.5) la grandeur w, n’est pas limitée et par conséquent 
les durées moyennes des dépassements et des intervalles les séparant 
sont nulles (voir également la note à la page 442). 

10.4.3. Distribution de la durée des dépassements et des intervalles 
les séparant (première approximation). Calculons la probabilité 
différentielle g; (t, zo) d’intersection du niveau x, avec une dérivée 
négative à l'instant {9 + t sachant qu’à l'instant {, ce niveau a été 
coupé avec une dérivée positive, dans le cas d’un processus aléatoire 
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normal stationnaire E (4), dérivable en moyenne quadratique, de 
moyenne nulle, de variance o* et de coefficient de corrélation R (x). 

Comme nous l’avons déjà noté au $ 10.2.4, la fonction g; (t, xo) 
est la première approximation de la densité de probabilité de la 
durée des dépassements, décrivant d'une manière suffisamment 
précise son début pour des valeurs petites de +. 

Pour pouvoir utiliser la formule générale (10.31) écrivons la 
densité de probabilité quadridimensionnelle de Ë ({) et de sa dérivée 
à deux instants to et £o + + [voir (4.178) à (4.182)]: 


1 e 
es 75 PL 5 Dust+ 


+ 2Dyxy + Day° + Dasti + 2Dastiÿi + 
+ Dasyf + 2Distrs + 2Doiyyi. + 2Diazys + 2Dosyxs)], (10.81) 


ls (z, UE Ti U1 T) - 


où D et D, sont le déterminant et les cofacteurs des éléments de la 
matrice suivante: 


1 0 R (1) R"(r) 

_|| 0 &? — R'(t) —R"(r) 
R(T) —R (x) 1 0 
R" (T7) —R"(r) 0 @ 


Les expressions explicites de ces grandeurs sont: 


D = (w! — R"?) (1 — R°) + R'?(R?—2RR" — 2w°), (10.82) 
Di = Das = w° — R°? — w?R'?, 
Dr = Di = © (1 — R°) — R*, 
D,2 = D 34 == R'R" + RR'wi, (10.83) 
D, — —D>3 = RS — R'w; _— RR'R"”, 
D;3 — RR” — oi R — R®°R", 
D: = R°( — R°) + RR*, 

on en déduit également 
(4 — R°) D = DE, — D:.. (10.84) 


En vertu de (10.81) et (10.83) on a 
L4 (Los Y: Los Yi Deep {512 (Du D ) ri + 
, s 1 (2x)204 VD 202D 13/7 “0 


+ Da (Yÿ° + gi) + 2Daayys + 2 (Die + Dis) (y — y:) 20] } . (10.85) 
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Portons (10.85) dans (10.31) et faisons le changement suivant 
des variables d'intégration : 
1 
_— 1—R° 2 : zoR' 
gs = (v+ Er): 
1 


__fi—R° E zoR" 
M (Se) (or): 
Ce changement fera disparaître les termes linéaires dans l’expo- 
sant de l’exponentielle. Compte tenu de (10.68) et (10.84) on obtient 


D. -“iR 
qi (T, PRE NX 
oo 00 _uftrui-éruu 
de EE nn À (us — À) (u— Ah) e 2") du; dus, (10.86) 
où 
ES zoR' 1 — R2 _ D , 
= De ? Di (10.86”) 


En écrivant de la manière suivante 


9° GE 92 
J (us, us) = [retro + +7 ETES 
u?+u3-2ruqu* 


+h (A+r) = Han Etr+h]e e  204- 


la fonction sous l’intégrale dans l'intégrale multiple (10.86), on 


peut exprimer la première approximation cherchée à l’aide des fonc- 
tions tabulées, soit : 

D __ *6 1-R 
—* ee : TR {re K (r, k) + 
TEST (+R?) K (r, 2) 


VE er F[1—F (x 4) (10.87) 


4 (T, x 0) — 


où F (x) est l'intégrale de Laplace et 
u+02—2ruv 


; oo © _uitot-Urus | _. 
K(r, == | e Ur dudv  (10.87') 
R R 


la fonction de répartition bidimensionnelle de la loi normale, tabu- 
lée dans [3]. On a reproduit dans l’annexe I un extrait de ces tables. 
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Les tables ont été calculées pour > 0. Les valeurs de Æ (r, h) 
pour des À négatifs sont données par (2.72). On a: 


K(r, —h)=K(r, h) + 2F (h) — 1. (10.88) 


A partir de (10.87) pour le cas particulier xs — À = 0 on obtient 
la première approximation de la distribution de la durée des dépas- 
sements positifs (c’est-à-dire des dépassements du niveau nul), soit: 


qu (rs 0) = PET rK (0) + VOS] 


et, compte tenu de (10.87”) et de la formule (11) du problème 2.6, 
on trouve [voir également (16) de l’annexe I]: 


Das 


_ V' Di, — Di, 
Q: (x; 0) = 2ro U—RE) 7e (s— arc cos D: TS) : (10.89) 
0 arc cos Cr. 


Pour tT——æo,onaR—R —R"—-D;,-=r—-h—=0, Ds — 
= wo? et compte tenu de (10.87) on obtient 


2 
XG 


lim qu (r, &)= 57e = M (0), (10.89”) 


ce qui est en accord avec le résultat général (10.37”). 
Pour des valeurs petites de Tt, en supposant que la fonction 
R(4) (x) soit continue, on trouve à partir de (10.89) 


â (0 

qu (re, 0) A r. (10.89) 
1 

Utilisons la méthode des impulsions de référence pour calculer 
la distribution des intervalles séparant les zéros d’un processus 
aléatoire normal stationnaire de moyenne nulle et de coefficient de 
corrélation À (t). Pour une suite biconnexe d’impulsions de réfé- 
rence cette distribution peut être obtenue à partir de (10.59) et 
(10.60) par substitution des densités de probabilité bi- et tridimen- 
sionnelle (voir problème 2.11) et par intégration de zéro à l'infini. 
Pour l'intégration on met les fonctions exponentielles sous la forme 
de somme de carrés, et en passant aux coordonnées polaires, on 3: 


i OO © 
VER j exp exp| — TT (zi— 2Ririxs + )| dr; dt; — 


1 


te] =» 


(1 ___arc cos “1 


I 
29-0624 
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1 
(2x)°/2/1—2R:—R3I+2RER: à 
© Oo Oo n - 
< [ { Lesn comm + 


+ (1 — RS) 2 + (1 — RŸ) 75 — 2R: (1 — Ro) ri: — 
— 2R; (1 — R2) z2t3 — 2 (R:— R5) zti)} dr; dr: dxs = 


r (2 Z2arccos R; arc cos R; 
4 +), 


R; =R(to); R2 = R (21). 


En utilisant les expressions obtenues pour les intégrales ci- 
dessus, on trouve à partir de (10.55) et (10.56) l'expression approchée 
de la distribution des intervalles séparant les zéros: 


- ___\ _2arc cos R;—arc cos R; 
PT arcs (6-00) 


: : (arc cos R:)° 
P{£a — kto} 7 &(n—arc cos À;) arc cos {#1 X 


2x —2 arc cos Ri—arc cos R: |h—2 , | 2. ' 
X[arcsr) | *#>2 (10.907) 


Montrons aussi comment la fonction de corrélation d'un pro- 
cessus stationnaire normal après un limiteur parfait est liée à la 
distribution de la durée des dépassements pour des valeurs petites 
de +. A cet effet. tout comme ceci a été fait au $ 10.4.1, nous allons 
utiliser les résultats du problème 7.11. Ecrivons: 


s x 
PB 2? + | e 02(1+R), 
JT 


dR? (1—R2)/2 ‘ (+R) 
xÿ 
DE CZ 1+R) 
JR AK V/1—R: ’ 
par conséquent 
B'(x)={R' (PSE +R (1) = 
x° 
2 -— [ RR2+(1—R2)R" R?  [zo\? 
— RER) [0 
oo - _ (1—R2)/? + (+R): ) ] 
x3 
226 f Du Re (so) 
RE: —R2)/2  (A+RR \o ° 
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A partir de (10.52) et compte tenu de (10.49) et de (10.68) on 
obtient l'expression approchée de la densité de probabilité des 
dépassements par un processus aléatoire normal stationnaire d'un 
niveau zo, Valable pour des valeurs petites de T: 


1-R End 


| D: R"° z TITR CE 
Gi (T, To) — Zu re ( 2) Je (10.91) 


Notons que pour zo = 0 l’expression (10.91) coïncide avec (10.89) 
si l'on néglige dans cette dernière les deux termes entre parenthèses. 
Dans le cas d’un processus aléatoire normal à bande étroite dont 
le spectre énergétique est concentré au voisinage de la pulsation wo, 
pour des Ne de + proches de la durée moyenne du dépassement 


égale à T1 — +, les grandeurs D, et D,, sont à peu près égales. 


En négligeant dans (10.89) les deux derniers termes entre parenthèses 


on trouve 
Ds | 
Qi (T, 0) F& - F 


20 (1— RD der [14 =] | 


ET: 


(10.92) 


où € = , &* étant donnée par la relation (8.109). 

On peut également utiliser la formule approchée (10.64) valable 
pour les processus à bande étroite. La densité de probabilité de la 
dérivée d’un processus aléatoire normal stationnaire est donnée 
par (8.117). La formule (10.64) donne alors 


TE 
Qi (T, 0) — DET { pi 3/2 + [a+ SEE TT l (10.92 ) 
| ET" et” 


Comme on pouvait s'y attendre, lorsque + diffère peu de 7%,, les 
formules (10.92) et (10.92”) donnent des résultats voisins, car pour 
des processus à bande étroite on a € 1. 

Pour calculer la première approximation g; (t, zo) de la densité 
de probabilité de la durée des intervalles séparant les dépassements 
au niveau z, pour un processus aléatoire normal stationnaire nous 
allons utiliser la formule (10.37). En portant (10.37) dans l'expres- 
sion (10.81) il est facile de voir que l'on a 


qi (T, Lo) — 1 (Tr, —Zo), 


c'est-à-dire que la densité de probabilité de la durée des intervalles 
entre les dépassements au niveau 7, coïncide avec celle de la durée 
des dépassements au-dessus du niveau —z,, ce qui découle évidem- 
ment de la symétrie de la distribution normale. En utilisant (10.87) 
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et (10.88) on trouve 


gù (rs 2) que, — 20) + TE * 
x {ne . D TRE, h>0. (10.93 


Au niveau zo  Üona 


gi (T, 0) — Q1 (T, 0), 


c’est-à-dire que les densités de probabilité des durées des dépasse- 
ments positifs et des intervalles les séparant coïncident pour un 
processus aléatoire normal stationnaire de moyenne nulle. 

10.4.4. Nombre moyen et densité de probabilité des maxima. 
Rappelons qu'un processus aléatoire stationnaire et sa dérivée 
ne sont pas corrélés aux mêmes instants, la matrice de corrélation 
des grandeurs aléatoires E(é), £”(t) et Ë”(t) peut donc s’écrire de 
la manière suivante 


14 O0 —«w 
M=| O0 æ O0 |. (10.94) 
—o 0 R“(0) 


L'expression (10.94) donne 


D = det M = &f [R() (0) — wi] = owio:, 
D: OR (0), Dis = &i, D3s = ©, (10.94) 


par conséquent pour un processus aléatoire normal stationnaire on a 


Us (x, 0, z, t) — 


1 
— En) ous "P Le 202$ 


En portant (10.95) dans (10.39) on obtient 


LR‘ (0) r2+ Air + 2°] } (10.95) 


R(#(0)x2 0 22+26?xz 
1 : 20?0% E 20° w3 
G (x) == ONI/D +. à e Fr e | o | e En 2 dz 
(27)°/* ww a 


ou encore, en écrivant l’exposant de l’exponentielle de manière 
à avoir un carré parfait et en intégrant on trouve 


R(# (0)x° x 


Gers [(R) 6 nt 20*w2 +V 21 <e 26° F Se) |- 
(10.96) 
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En vertu de (10.40), le nombre moyen de maxima par unité de 
temps de valeurs supérieures à z, est égal à 


ax (20) = | G(x) dr = 
Xo 


[VAE O p(_ VA 2) pe te p(2t.2)] (10.97) 


27 w? (DE 


par conséquent, le nombre moyen de maxima de valeur quelconque 
par unité de temps est 


R& (0) R® (0 
max = pe VO OUR. (10.08) 


Ainsi, le nombre moyen de maxima par unité de temps est de 

V R)(0) /w° fois supérieur au nombre moyen de dépassements posi- 

tifs. Pour un bruit blanc ayant traversé un système linéaire de carac- 

téristique fréquentielle € (w), ce coefficient de proportionnalite est 
ss ms 1/2 

oŸC* (w) dw | C2? (w) do 

L - VR® CO _ (k 


w? (2 


\ o2C2 (w) dw 


(10.99) 


(=) 


(pour un filtre passe-bas parfait ce coefficient est égal à 3/V5 & 
& 1,35). 


Notons que pour 2 S 1 (10.97) conduit à la formule asymptoti- 


que suivante 
Xo0 


Umax (Zo) — _… e 20? — À (2o); (10.100) 


c'est-à-dire que pour un niveau zx, élevé, le nombre moyen de maxima 
supérieurs à ce niveau tend vers le nombre moyen de dépassements. 
En effet, il est peu probable que pour zx, © o un dépassement con- 
tienne plus d'un maximum. 

En divisant (10.96) par (10.98) écrivons la densité de probabilité 
des maxima, en utilisant la notation (10.99), soit: 


12.4 — h° x 
: [VELe ZOERE 1) 


7} TL) = 
1m (x) o V2x k 


He Se VA k ral (10.101) 
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Pour 4 © 1 la densité de probabilité tend vers la loi normale: 


" = 
. PR 22 | ’ 
et pour À — 4, elle tend vers la loi de Rayleigh: 
x? 
Wim(r)e 2%. (40.101”) 


Notons également qu'en vertu de la symétrie de la distribution 
normale tous les résultats de ce paragraphe restent vrais pour les 
caractéristiques des minima d'un processus aléatoire normal sta- 
tionnaire. 


10.5. DÉPASSEMENTS DE L'ENVELOPPE D'UN PROCESSUS 
ALÉATOIRE NORMAL 


10.5.1. Caractéristiques numériques. Considérons la somme d'un 
signal harmonique et d'un processus aléatoire normal, dérivable 
en moyenne quadratique, de moyenne nulle, de variance 0° et de 
coefficient de corrélation R (rt). En utilisant l'expression (8.114) 
de la distribution conjointe de l’enveloppe et de sa dérivée, il est 
facile de trouver à partir de (10.4) le nombre moyen d’intersections 
par unité de temps de l'enveloppe d'un processus aléatoire normal 
à bande étroite, d'un niveau r = r, avec un signe donné de la dé- 
rivée, c'est-à-dire le nombre moyen de dépassements: 


r? 


_ 1 C 7 2o2w2 7. _. OU 
À (ro) = Wa (ro) jre dr Wire) (10.102) 


où W, (ro) est la fonction de Rayleigh généralisée [voir (8.17)]; 
wo, est donné par la formule (8.109). 

La relation (10.102) permet de conclure que les courbes de dis- 
tribution de l'enveloppe données sur la figure 3.6 représentent éga- 
lement, à une certaine échelle, le nombre moyen de dépassements 
de l'enveloppe. 

Le nombre moyen d'’intersections du niveau r,, avec une dérivée 
de signe donné, pour l'enveloppe d’un processus aléatoire normal 
stationnaire est égal à 


Au (rc) met (10.103) 


En vertu de (10.21) la valeur moyenne de la durée des dépasse- 
ments est donnée par la formule suivante (en supposant de plus que 
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le processus normal est ergodique) : 


mi {£a} = VE AC) qi (r) dr... (10.104) 


Pour l’enveloppe d'un processus aléatoire normal stationnaire 

à bande étroite, W, (r) est la fonction de distribution de Rayleigh 

dirai: Dans ce cas la durée moyenne d'un dépassement de l’en- 
veloppe au-dessus du niveau r, est égale à 


nb lee (10.105) 


Os 


La formule (10.22) donne la durée moyenne des intervalles sépa- 
rant les dépassements de l'enveloppe. Il vient: 


V2r 


ma {Ein} = Frs EX dr. (10.106) 


Pour l'enveloppe d'un processus aléatoire normal stationnaire 
à bande étroite cette formule prend la forme suivante: 


My {Gin} — eV2s (oz NS = _1) : (10.107) 

Si 2€ 1ona 
V2x To 1 
mn} = Sc (10.107') 


10.5.2. Densités de probabilité des intervalles séparant les dépas- 
sements et de la durée des dépassements (première approximation). 
La probabilité différentielle qf (t, ro) d'intersection par l’enve- 
loppe d'un niveau ro 0 avec une dérivée positive à l'instant 
4) + T, à condition qu'à l'instant £, il y ait intersection de ce niveau 
avec une dérivée négative (indépendamment du nombre d'intersec- 
tions de ce niveau aux autres instants entre #, et {o + t), peut servir 
de première approximation pour la densité de probabilité des inter- 
valles séparant les dépassements de l'enveloppe d'un processus 
aléatoire normal stationnaire à bande étroite. Supposons que le 
spectre énergétique F (©) d’un processus aléatoire normal E (f), 
stationnaire, à bande étroite, dérivable en moyenne quadratique, 
soit symétrique par rapport à la pulsation centrale w,. Pour pouvoir 
utiliser la formule (10.36) il faut connaître la densité de probabilité 
quadridimensionnelle de l'enveloppe E (t) et de sa dérivée £” (t) 
aux instants fo et to + t. À cet effet, conformément à la méthode 
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utilisée au $ 6.2.3, il faut connaître la densité de probabilité octodimen- 
sionnelle des grandeurs aléatoires A(£), A’(t), A(t + tt), A'(t + x), 
C(t), C'(t), C(E + +), C'(E + ©). 

onformément à l'hypothèse faite sur la symétrie du spectre 
énergétique du processus aléatoire normal initial E ({), ses compo- 
santes en quadrature À (ft) et C (ft) sont indépendantes, leurs fonc- 
tions de corrélation sont identiques et égales à 


Ro (T) = _ | F (o) cos (6, —w) t du. 
0 


La densité de probabilité octodimensionnelle en question est alors 
égale au produit de deux densités quadridimensionnelles 


Waa’(Ti, Li: Lo, L.: T) Wcc? (Y1, Yi) YU»; Yes T), 


dont chacune sera donnée par (10.81), si seulement dans la matrice 
de corrélation À [et par conséquent dans les formules (10.82), (10.83)] 
on remplace le coefficient de corrélation R (x) et ses dérivées par 
R, (t) et les dérivées correspondantes. En particulier, il convient 
de remplacer la grandeur ©, par w,. Puis comme d'habitude on 
passe aux coordonnées polaires: 


Ly = Fry COS V4, To = ro COS Vo, 
Ys = ra Sin V4, Yo = ro Sin Vo, 
Z, = 7, COS Ê1 — riŸ, Sin Ü1, 
ZT, = Ty COS Ÿr — roÙ, Sin Vo, 

, = 7, Sin 01 + ri, cos Ü:, 
y, = Fr, Sin Ê2 + r2Ù, COS Ü, 


et compte tenu du jacobien de la transformation, égal à riri [com- 
parer avec (8.111’)], on obtient la distribution conjointe de l’en- 
veloppe, de la phase et de leurs dérivées à deux instants [voir ci- 
dessous la formule (10.115) pour u = 0]. Les intégrations successi- 
ves sur Ÿ1, V2, 0,, 0, donnent la distribution cherchée de l'enveloppe 
et de ses dérivées à deux instants. En portant cette distribution 
dans (10.36) et compte tenu de (10.103), pour la première ap- 
proximation on arrive à une expression assez compliquée : 


r? 
ati 1 — Ra cos p 


æ — rDue ST un "02 1 _ RÈ 
Qù (sr) = EEE Î J(p, x)e dy, (10.108) 
où 
p= cos p; p= 01— 0; (10.109) 
= Homo tRG 108 q) (10.110) 


V Das (1 — A3) 
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et la fonction J (p, x) coïncide avec l'expression se trouvant dans 
accolade de (10.87) lorsqu'on remplace dans cette expression r 
et k respectivement par p et x. 

Pour T-—> oo, onaRo=R = R =D =p=x—=0, Ds = 
— of et il découle de (10. 108) 


« 


lim q® (x, ro) = — ee 20 = À (2o), 


o V2x 


ce qui est en ue avec le résultat général (10.37”). 


On peut montrer que pour des valeurs petites de + et de Let un 


rapport donné de — , on a en vertu de (10.108) 


Mt n)# Joe, VAE e”° {2 LG) (1-22: @} , (10.111) 
où . 
z=— (= ) - (10.112) 


- s r . . , 
Si maintenant on se donne et si l'on fait tendre + vers zéro 


(c'est-à-dire z —+ co), en utilisant les développements asymptotiques 
suivants des fonctions de Bessel 


va (et +). 
DO (1e +), 


272 


Lo (2) VE 


on obtient à partir de (10.111) 


200, V 2x 3 3 2 
qi (T; ro PRE à (Sue) Le (10.113) 


Pour trouver la première approximation g, (x, ro) de la densité 
de probabilité de la durée des dépassements de l’enveloppe au-dessus 
du niveau ro, il suffit de remplacer, dans (10.108), la fonction sous 
l'intégrale J (p, x) par J (p, —%x). On a alors [comparer avec (10.93)] 


rs 


roDore “9 


ue | 
q: (T, To) — 4; (T, To) + cv, V/2x ({— Rx * 


#2 


= °}* 


TS 1—Rocos 


xe % 1-R dy. (10.114) 


_. 


x À {+ 
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10.5.3. Calcul approché de la densité de probabilité de la durée 
des dépassements et des intervalles entre les dépassements de l'enveloppe 
de la somme d'un signal harmonique et d’un bruit normal stationnaire. 
En utilisant la méthode du $ 6.2.3, on trouve l'expression suivante 
pour la densité de probabilité conjointe de l'enveloppe, de la phase 
et de leurs dérivées à deux instants #0 et fo + Tt d’une somme d'un 
signal harmonique et d’un processus aléatoire normal stationnaire, 
à bande étroite, dérivable en moyenne quadratique, dont le spectre 


énergétique est symétrique par rapport à la fréquence du signal. 
On a: 


Wa (rss Ts Pis Tan Vs Vas Vis Vo) = 
= ep ep {55 Dutritri+ 
—+ 2u° — 2ur, cos Ÿ1 — 2ur, cos 82) + De (ri + rs +ri0,+ ri0.?) + 
+ 2D;3 (rir2 COS p — ur: COS 1 — ur: cos V2 + u°) + 
+ 2Dos (rir, cos p+ rir2 0,0, cos p— r1r,Ÿ; sin p+ r2r 0, sin p) + 
+ 2Dio(rirs — ur! cos 81 + ur; Ÿ° sin di — rire + 
+ ur, COS Ê,— ur,0:; sin V2) + 
+ 2D;s (rire cos p— rire 0. sin p— ur, COS D? + 
— Ur2Ÿ, Sin Ê2— rar, COS P— r4720, Sin P + 


ur, cos d—ur,Ÿ, sin 81} ù (10.115) 


où p = Ÿ1 — V2; u est l'amplitude du signal, et les grandeurs D, 
D,; sont données par (10.82) et (10.83). 

Comme le montre une analyse détaillée de la formule (10.115), 
pour des valeurs petites de +, les termes entre crochets ne contenant 
pas x sont des infiniment petits d'ordre O (t°), alors que les termes 
contenant uw (c'est-à-dire se rapportant au signal) sont d'ordre de 
petitesse O (ti). C'est pourquoi, lors du calcul de la valeur appro- 
chée, le premier segment de la fonction donnant la distribution de 
la durée des dépassements de l'enveloppe de la somme en question, 
est le même qu’en l’absence de signal {voir (10.114) et (11) du pro- 
blème 10.7], c’est-à-dire 


soit 
D(vr)=-se °#. (10.116) 


Le second segment, conformément à la méthode exposée au 
8 10.3.1, est une exponentielle, soit 


ve at, 
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où « et y sont les paramètres de l’exponentielle, dépendant des 
valeurs du niveau de seuil r, et de l'amplitude du signal u. 

Au point t* d'intersection de la première approximation avec 
la courbe exponentielle, les valeurs de ces fonctions doivent être 
les mêmes [voir (10.46)], donc 


2 r2tt° 
@2r2t 


e _n 
T'oirs 


e 802 — verar*, (10.117) 


Comme l’aire se trouvant sous la courbe approchée doit être 
égale à l'unité, on obtient l'équation suivante: 


SU ss 
2 | ze 4 dr+y|e-erdr=1. (10.117) 
ù ï. 


Enfin, comme le moment du premier ordre de la densité de pro- 
babilité doit être égal à la durée moyenne d'un dépassement, on 
trouve une troisième équation pour les variables &, y et t*: 


Tos r2x2 


Pr EE | re 807 dr+yre-ctdr—mf{ta}.  (10.117°) 
0 


a 8 


En intégrant dans (10.117) à (10.117), on obtient le système 
d'équations suivant : 


.. _ 48 
Ce 22 
« è 
: Er2T* ; 
e 802 —— A eat, 
—_ w2r2tt* 
o V/2x ( T'Ouro | r'e Foi + 
TOO e 20 


++ (r+ +) e-at#= mifta}, (10.118) 


où D (x) est la fonction de Kramp [voir (2.65). 
La première équation du système (10.118) donne le paramètre 
y de la courbe exponentielle : 


® _e e ,9 2 
T'OSrS OArGT* 


pv ES exp far | . (10.119) 


En portant les valeurs de y dans la seconde équation du système, 
on trouve l'expression donnant l’autre paramètre de l’exponentielle : 


_ t*w2rs 


LES, (40.119") 
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Enfin, en remplaçant dans la troisième équation du système 
(10.118) y et & par leurs expressions (10.119) et (10.119), on obtient 
pour t* l'équation transcendante suivante: 


0 
2 r2+re* 
DETOT 


o V2x Le  ———— 
VA o (pere) + Me HT um {te}. (10.120) 
La grandeur m; {&a} se calcule à l’aide de la formule (10.104). 


10.6. DÉPASSEMENTS DE LA PHASE D'UN PROCESSUS 
ALÉATOIRE NORMAL 


10.6.1. Caractéristiques numériques des dépassements de la phase. 
Considérons la somme d’un processus aléatoire normal stationnaire, 
dérivable en moyenne quadratique, à bande étroite, de moyenne 
nulle, de variance 06°, de coefficient de corrélation À (t) = Ro(t) X 
X cos w0ot, et d'un signal harmonique s (f) = u cos wof. Supposons 
que le spectre énergétique F (w) de ce processus normal soit symé- 
trique par rapport à la pulsation centrale w,. Pour calculer la dis- 
tribution conjointe de la phase et de sa dérivée nous utiliserons 
l'expression (8.115). La relation (10.4) permet alors de trouver 
le nombre moyen d’intersections du niveau Ô, par unité de temps 
(avec un signe donné de la dérivée, c’est-à-dire le nombre moyen de 
dépassements) de la phase du processus complexe considéré, soit : 


u2  % Éd Las r COS Ûn 
él). | 
à (8 T2 À [one ‘le % drdÿ. 
1 (Go) — | (2n02 ro, ° | É 
ù 0 
En intégrant tout d’abord sur Ÿ”, on trouve 
. us _ F2 208 Po 
da (Om 07 2e À 07 ar. 
1 ( 0) 6 (2x)5/? J r 


Enfin, en écrivant l’exposant de l’exponentielle sous la forme d'un 
carré parfait et en intégrant sur r, on trouve la formule cherchée 


u? sin® Û0 


M(P)=gee 2 | F(%cos 8) , |81<x. (10.121) 
En l'absence de signal (4 = 0) la formule (10.121) devient 
A1 (Bo) = Te, (10.121) 


ce qui correspond au nombre moyen de dépassements de la phase 
d’un processus normal stationnaire par unité de temps. Ce nombre 
est indépendant du niveau 8, et ne dépend que du rayon de gira- 
tion du spectre énergétique du processus normal. En vertu du résul- 
tat obtenu, la densité de probabilité de la phase est uniforme sur 
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l'intervalle (—x, x). On aurait pu obtenir la formule (10.121') 
directement à partir de (8.117) en calculant, par exemple, le nombre 
de zéros de la phase par unité de temps 

se 


2 fret (s M) dope Fer 


égal au nombre moyen d’ intersections du niveau nul avec une dérivée 
positive dans le cas d’un processus aléatoire normal stationnaire 
à large bande, dont le spectre énergétique est obtenu par translation 
du spectre initial F (w) dans le domaine des basses fréquences. 
La durée moyenne d’un dépassement au niveau Ÿ, de la phase 
d'un processus aléatoire normal ergodique et la durée moyenne de 
l'intervalle séparant les dépassements sont respectivement 


ma (ta) = 22, HE, (10.122) 


2. (0) = 21 (0) — 


ms {in}=2 EE, [8]. (10.122") 


Pour un signal faible (+ & \ , aux infiniment petits du second 
ordre près, on a en vertu de (10.121) 


ET 
2 (80) = 2e (144 V/ cos %) (10.123) 
et pour un signal intense = 1, Ô, est petit) on a 
(ej 
u202 
M(d)-sre 2%, (10.124) 


ce qui correspond à la tendance de la phase vers la loi normale pour 
des valeurs grandes du rapport signal/bruit [voir (8.63) et (10.68)1]. 
Notons qu’on obtient directement à partir de (10.121) la formule 
donnant le nombre moyen de dépassements par unité de temps du 
niveau z, par le cosinus de la phase du processus sommaire consi- 

déré, soit : 
u®(1-—:2) 


MG)=sre 2 F (=) (10.125) 
En l'absence de signal (u = 0) la formule (10.125) coïncide avec 
(10.121’), autrement dit, le nombre moyen de dépassements du cosi- 
nus de la phase d’un processus normal stationnaire ne dépend pas 
du niveau z, et coïncide avec le nombre moyen de dépassements de 
la phase. 
10.6.2. Nombre moyen de dépassements de la pulsation. Proposons- 
nous de trouver la formule donnant le nombre moyen de dépasse- 
ments par unité de temps de la dérivée de la phase (pulsation) d'un 
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processus, somme d’un signal harmonique et d’un bruit normal sta- 
tionnaire. À cette fin il faut connaître la distribution conjointe des 
dérivées première et seconde de la phase aux mêmes instants qui, 
selon la méthode générale, s'obtient à partir de la distribution 
normale à six dimensions des grandeurs aléatoires A(t), A'(t), 
A"(), CG), CE, CO. 

Supposant toujours que le spectre énergétique du processus aléa- 
toire normal initial à bande étroite (avec la condition supplémen- 
taire de l'existence de la dérivée seconde en moyenne quadratique) 
est symétrique, on voit que les grandeurs ÀA(t) et C(t) sont indé- 
pendantes, qu'elles ont les mêmes fonctions de corrélation égales 
à O°Ro (x) et que de plus les dérivées premières A”(f) et C’(t) de 
ces composantes en quadrature sont indépendantes de A(f), À "(1) 
et de C(t), C”(t) respectivement. La distribution à six dimensions 
cherchée est le produit des quatre fonctions densité de probabilité 
suivantes : 


war (zx) wc: (y')waar (x, zx”) wcc-(y, y”), 


dont chacune s'écrit facilement, sachant que la valeur moyenne 
des grandeurs aléatoires considérées est nulle, que l’on connaît 
leur variance et que À(t) et À ”(t), C(t) et C”(f) ont mêmes coeffi- 
cients de corrélation égaux à À; (0). 
Ainsi, on a 
La "” La La 1 
We(E TT YU UV) Grosso (RE O0] * 


— 1 a ( ao a 2 na na 
x exp {or prn o=n lei A6" (0) (8-4 y) +0 (2 + y") + 


+ LR (0) — wi] (x + 7°) + 20f (z2"+yy")} . (10.126) 


On passe alors aux coordonnées polaires: 


z=rcos Ê —u, zx’ = r’ cos Ÿ — Ô’r sin Ÿ, 
y = r sin Ÿ, y = r’ sin Ÿ + Ê’r cos Ÿ, 
z" = r" cos Ÿ — 20"r” sin Ÿ — 0 ”r sin Ÿ — Ê0’°r cos Ÿ, 
y" = r” sin Ÿ + 20"r’ cos Ô + Dr cos Ÿ — 0’*r sin Ÿ, 


et compte tenu du jacobien de la transformation égal à r°, on obtient 
pour la distribution conjointe des deux premières dérivées de la 
phase aux mêmes instants l'expression suivante: 
ET { 
Pa O0 no RP Oo atroi * 
TI © Oo © 


x [TS fren-amoos* 


71 ÜU —c —-æœ 
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X [w?R<® (0) (u? + r° — 2ur cos 8) + [R£S° (0) — w4] (r"? +20" ?) + 

+ 20 (rr°"— r20"2) + wo (r°2 — 2rr" 9"? + 4r'20"2 Er 0" + 

+ 4rr'8"8" + r20"2) + 2wiu (rr” sin 0 + 2r°0" sin 8 + rŸ"* cos Ÿ — 
—r" cos #1} dr’ dr” dr dÿ. 

On peut intégrer sur r’ et r”, ce qui donne 


Past = ras Ds02e (1+40/202/04,)1/2 - 


r°0’2 
st 


Le 


x {fr nexp{ [rt Zur cos Ÿ + u° + 
-x0Ù 


(uw sin Ÿ + rÜ”})? 9= 
mdr aegors |) 97 40, (40.127) 


O$e = RÀ$" (0) — w,. (10.127°) 


Le nombre moyen de dépassements du niveau Ÿ, en unité de 
temps par la pulsation du processus est donné par la formule 


Au (9) = ] SW (85, 8°) d8”, (10.128) 


où W, (0,, 8”) se calcule à io de (10.127). 
Faisant dans (10.128) le changement de variables 
rÔ" 
2 = _ , T—= CT 


et introduisant de plus les 

En le 

© * o=1+< de O8, (1+ 4852 03/0$,) 
l'intégrale ot sous une forme plus simple, soit : 
ô 


X exp { — Z tous — 25 cos D+s +(r+ssin 61} dx dû dz. 
On dé montrer que cette intégrale se réduit à l'expression 


D (0) = ——— VE FLE Tn()- + 


1 + voù _. voÙ s® 1 1 ô 
Fist Bref. $(2+2))) ue 


où la fonction Je (k, x) est donnée par (10.75). 
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Comme Ze (k, 0) = 0, on obtient à partir de (10.129) une formule 
assez simple pour le nombre moyen de dépassements par unité de 
temps de la pulsation d'un processus aléatoire stationnaire (s = Ü) 


À (9 he Votes 10.129’ 
i ( o) 20 V5 2104 (2 L Do Ô,? 5 ( ) 
wÉ 
Le nombre moyen de dépassements par unité de temps du niveau 
nul par la pulsation (nombre moyen de zéros) est égal à 
à (0) =: 2à, (0) = Se. | (10.130) 
Pour # 5 w,ona 
Au (85) — Fe (10.130) 


En utilisant (8.118) on trouve on la durée moyenne des 
dépassements de la pulsation d’un processus aléatoire normal ergo- 


ique " 


ainsi que la durée moyenne des intervalles entre les dépassements 


mi {La} — air re à (10.131) 


ra ,e 
m1 {Gin} = av ° ( D ) (1 . (10.132) 
* È er rre à 
v > Oo, on a 
ma {ta} = ma {En = (10.133) 
Comme Je (k, co) = on peut obtenir à partir de 


(10.129) la formule asymptotique pour un signal intense (s © 1). 
Dans ce cas le premier terme entre accolades de (10.129) est petit 
par rapport au second (e‘’/°*). Si de plus on se limite au domaine 
Ÿ, € w, (intéressant dans le cas d'un signal intense), on obtient 
à partir de (10.129) 


À (8) = _—. = 208 , (10.134) 


ce qui correspond à tendance de la dérivée de la phase vers la loi 

normale pour un grand rapport signal/bruit [voir (8.121)]. 
10.6.3. Densité de probabilité de la durée des dépassements (pre- 

mière approximation). Pour calculer la première approximation 
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de la densité de probabilité de la durée des dépassements de la phase 
d'un processus, somme d’un signal harmonique et d’un processus 
aléatoire normal stationnaire dérivable en moyenne quadratique, 
il faut connaître la distribution conjointe de la phase et de sa dérivée 
à deux instants de temps. On peut obtenir la fonction cherchée à 
partir de (10.115) en intégrant sur r, et r. de zéro à l'infini et sur 
r, et r; de —o à +. Nous allons nouslimiter à la première appro- 
ximation de la distribution de la durée des dépassements positifs 
de la phase (c'est-à-dire des dépassements du niveau nul). Dans ce 


cas il faut calculer W, (0, O, #, #:), et on peut alors intégrer sur 
r, et r.. On trouve 

1 sue 

W°,(0, 0, 0°, D;)=—e *9%(1+Ro) x 
| : ) rw VD — D3; 


zx°y* exp { — = D [Do2T°20 72 2DaTry 0 0, + 


+ Dent 05) + ge 1e + V0 — 2Rory — 2 (1 — Ro)ur+ 


+2(1—R);) uy]} dr dy. (10.135) 
En portant (10.135) et (10.121) dans (10.31) pour 4 — 0 et 
en intégrant sur Ÿ; et Ÿ;, on obtient l'expression suivante pour la 


première approximation de la distribution de la durée des dépasse- 
ments de la phase du processus considéré au-dessus du niveau nul: 


_ Ds, D:s V Di — DZ, 
gig (x; 0)— 2rwe (1 — Ro)!” [rare 100 Das Des d 


| K (Ro. +) +92F (+) —1 
F(<) | 


où F (x) est l'intégrale de Laplace; X (r, h) est donné par (10.87). 
En comparant avec (10.89) l'expression obtenue on trouve 


nr) ser (5) 
F(5) 
Pour T—> 0 on a en vertu de (10.89°) 
ar 0 +5 K(0 +)-[1-F(0)T 
[voir (12) dans le problème 2.8]. 


(10.136) 


ie (T: 0) = gia(T; 0) (10.136) 
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Par conséquent [comparer avec (10.121) pour do = 0] 
. [A] u 
dim ete, OR P() 


ce qui se trouve en accord avec le résultat général (10.37). 
Comme 


1 
K (r, 0)=+—-arccosr 


[voir (11) dans le problème 2.8], on a en l'absence de signal (u = 0) 


7—arc cos Ro 


Mots 0)= qua (r, 0) SE, 
| (10.137) 
0<arc cos Ro. 


Pour un signal intense u © © [supposant que X (Ro, +) 
u u 
Gig (T, 0) — qua (tr, 0), 


c'est-à-dire que la densité de probabilité (en première approxima- 
tion) de la durée des dépassements de la phase coïncide avec celle 
de la durée des dépassements de la composante en quadrature au- 
dessus du niveau nul. 


Problèmes 


10.1. Soit n ({) la somme de deux processus aléatoires normaux stationnai- 
res, dérivables en moyenne quadratique : d'un bruit à large bande, de moyenne 
nulle, de variance o£ et de coefficient de corrélation R£ (+) et d’un signal à bande 
étroite, de moyenne nulle, de variance os et de coefficient de corrélation 
R, (t) cos &9 (t). Montrer que le nombre moyen d'intersections par unité 
de temps du niveau z — x, avec une dérivée de signe donné (nombre moyen 
de dépassements) du processus n (!) est égal à 


1 2 
1. (OS lOÈ—R3(0)—OËRE (0) 7 


ou (étant donné que pour un signal à bande étroite on a —R; (0) « &?) 


Oÿ O9  20Ë(1+x? 
M | Hi | n° not (2) 
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Si le bruit est nent à bande étroite, avec un spectre énergétique con- 
centré au voisinage de ©, on obtient l'expression approchée suivante 


Q3 | À x$ 
x? + | 2 


@p wÿ | 20È(1+%2) 
PC [ha CES G) 


10.2. Etudier le cas particulier de (10.67) pour S (f) = co + cit et montrer 
que dans ce cas on a la formule suivante 


= 01 [1 '2ufo 4 (5 ] 
hs (xos {, T)= Tes = 1 + Ow, F a) X 


, {r[ Co+ci(t+T)—2zo ]-r ( mn) ._& 


(e] O 


10.3. En utilisant la distribution conjointe d’une oscillation harmonique 
de phase aléatoire et de sa dérivée aux mêmes instants, soit 


— ô (y—w0 Va?—z?), (9) 
Jla V 1— 2e 


(où a et ©, sont respectivement l'amplitude et la pulsation constantes), montrer 
que le nombre moyen d'intersections par unité de temps d'une oscillation d’un 


Wa (z, Y; t)—= 


e # # ee e e e Lé « (A) CL 
niveau donné x, (avec une dérivée de signe arbitraire) est égal à si , et la durée 


moyenne des dépassements de ce niveau est égale à 
27 1 1 . T0 
Te (5-srarcsin ©), |zo| <a. 
10.4. En utilisant (10.88), ainsi que la formule (13) du problème 2.6 et le 
développement en série de Taylor du coefficient de corrélation R (t), montrer 
que pour des valeurs petites de + la première approximation gq, (t, x) de la 


ensité de probabilité de la durée des dépassements d’un processus aléatoire 
normal stationnaire du niveau x, est 


TOŸ 25 ,{ TO 
g1(T, 0) © © 7 (2) , (6) 


h2 
ro | _,. hr 
J ()=e+n rm+ ee 
h = zowf é 
ow 


A partir de (6) obtenir les cas particuliers suivants: 
pour x/oc donné et + —+ 0 


4 
ar, 20) ue 7 (2), (7) 


tz 
pour zy/6—+ 00, T—+ 0 et — = const 


tw2 2 2202 
gi (T To) & _. (=) exp -K57 | | (8) 


30+ 
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10.5. En conservant les notations du 8 10.4.3 montrer que la variance 
du nombre de zéros d’un processus aléatoire normal stationnaire par unité de 
temps est égale à 


2 T D: 
Hi (xo; n=7s) (1-7) ur * 
0 


Da + VD 2, — Di, ) 


10.6. Montrer que le nombre moyen d'intersections du niveau yo avec 
une dérivée positive par unité de temps par la dérivée d'un processus aléatoire 
normal stationnaire de moyenne nulle est égal à 

"2 
AT 


2 
A (Yo) =Umaxe 2%! (10) 


où limax est le nombre moyen de maxima de grandeur quelconque par unité 
de temps pour le processus initial [voir (10.98)]. Notons que À, (0) = Umax. 


10.7. En utilisant (10.114) montrer que pour 2 + 00, T—+ 0, et Te = 


— const la première approximation pour la densité de probabilité de la durée 
des dépassements du niveau r, par l'enveloppe d’un processus aléatoire normal 
stationnaire à bande étroite (de spectre énergétique symétrique) est [comparer 
avec (8) du problème 10.4] 


T0 { ro \° rét20i 
gi (Tr, ro) = à (=) exp| - Tor JE (11) 


10.8. En utilisant (10.39) et (10.41) démontrer les formules suivantes 
donnant l’une le nombre moyen de maxima ur», de grandeur quelconque par 
unité de temps et l’autre la densité de probabilité Wim (r) des maxima de l’enve- 
loppe d’un processus aléatoire normal stationnaire à bande étroite, de moyenne 
nulle, de variance 0° et de coefficient de corrélation R (t) — Ro (t) cos ©ot: 


- 2n +5 
en) dE tour ne a 
max Vx (2k)5/2 _— r (257) En ? 
où 


L 


” È >  AÀ$(0 
wÿ= — 5 (0); m0 ; 


n 


mi2m 
m=0 
Ao= 1; 
: = 
Oo (K2—1)Ÿ 32 ne: Anz" 
Wim (= goes 27 - D (13) 


2247) 
n=0 T ( ) 
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cuis V2 ” 


10.9. La loi du +? donnée par la formule 
n 
xU)=[ > 4(40]"?, (44) 
R=1 


où 4} (t) sont des processus normaux stationnaires (à bande étroite) de moyennes 
nulles, ayant même fonction de corrélation, indépendants aux mêmes instants, 
est la généralisation de l'enveloppe (d’un processus aléatoire normal station- 
naire, à bande étroite, dérivable en moyenne quadratique). Montrer que la 
distribution conjointe d’un processus distribué suivant la loi du y? et de sa 
dérivée aux mêmes instants est de la forme: 


, W: (z, 7. t) _— W: (z 1) W: (z”, t), (15) 
ou 
= 23 
V2 2 n—1 = — 
Wi(z, = —— (| —) e 29 . 2>0, (16) 
5 (7 
ue 
n,,8 

W,(z, = 20802, 7 

1 (2°, ) où V/2x e (1 ) 


Utilisant (15) obtenir la formule donnant le nombre moyen de dépasse- 
ments par unité de temps d’un processus distribué suivant la loi du ÿ° du niveau 
ro [comparer avec (10.102)]: 

OO 
M (ro) = 75 Wi(ro), (18) 


7 


où la densité W; (ro) est donnée par (16). 

10.10. Montrer que la première approximation de la densité de probabilité 
de la durée des dépassements du niveau 0, — x de la phase d’un processus repré- 
sentant la somme d'un ne harmonique u cos wot et d'un bruit normal sta- 
tionnaire à bande étroite de moyenne nulle, de variance 0° et de coefficient de 
corrélation R (t) = Ro (t) cos wo est 


K (r +) 
Ho (® = aa (r 0) re) (19) 


où F (x) est l'intégrale de Laplace et X (r, h) une fonction donnée par (10.87) 
[comparer (19) et (10.136')]. 


Chapitre 11 


PROCESSUS ALÉATOIRES IMPULSIONNELS 


11.1. SPECTRES ÉNERGÉTIQUES DES PROCESSUS 
ALÉATOIRES IMPULSIONNELS (THÉORIE GÉNÉRALE) 


11.1.1. Définitions, limitations et formules générales. De nom- 
breux problèmes de la technique d'impulsions qui a pris un grand 
essort ces dernières années conduisent à l’étude des spectres de 
suites d’impulsions identiques. Les paramètres essentiels caracté- 
risant la forme géométrique et la position de ces impulsions (ampli- 
tude, durée, début, etc.) peuvent varier suivant une certaine loi 
ou être des fonctions aléatoires du temps. Ce dernier cas se produit 
lorsque les impulsions sont déformées par des bruits aléatoires ou 
lorsque la modulation de la suite d'impulsions peut être considérée 
comme un processus aléatoire. 

Nous appellerons processus aléatoire impulsionnel une suite 
d’impulsions dont les paramètres sont des grandeurs aléatoires. 

Si la forme des impulsions est donnée et leurs paramètres sont 
aléatoires, à la suite des impulsions correspond une suite de gran- 
deurs aléatoires multidimensionnelles, et plus précisément, on peut 
faire correspondre au début de chaque impulsion des valeurs aléa- 
toires de ses paramètres. 

Un processus aléatoire impulsionnel est donné par une infinité 
de réalisations, chacune d'elles étant une suite d’impulsions. Pre- 
nons une de ces suites (par exemple, la k-ième) et considérons 2N + 1 
impulsions disposées de part et d'autre de l'impulsion nulle, liée 
à l'origine du temps. 

Désignons par Z#(w) la densité spectrale (transformée de 
Fourier) de la fonction décrivant cette suite d'impulsions, et suppo- 
sons que la distance entre les impulsions extrêmes soit égale à 
(2N + 1) T. Le spectre énergétique du processus impulsionnel est 
donné par la relation suivante *) [voir (4.105)] 


‘ 2 
F(w)— a CNEIT my {| ZN? (w) [?}. (11.1) 


—+ 00 


*) En général, la grandeur 7 (dans 11.1) pour un processus aléatoire impul” 
sionnel est une grandeur aléatoire. Cependant on peut la considérer comme 
constante, égale à la valeur moyenne de la durée des intervalles de temps entre 
les débuts des impulsions successives. Soit 0% la variance des intervalles sépa- 


rant les impulsions, et supposons que sur un intervalle de temps suffisamment 
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On peut obtenir ce même spectre énergétique par transformation de 
Fourier de la fonction de corrélation d'un processus aléatoire impul- 
sionnel dont on a pris la moyenne sur le temps. Cependant dans 
l'exposé ultérieur pour le calcul du spectre énergétique d’un pro- 
cessus aléatoire impulsionnel on utilise la formule (11.1), et on 
trouve la fonction de corrélation moyenne de ce processus par la 
transformation de Fourier du spectre énergétique F(w) [voir (4.106)]. 

Considérons la réalisation E(*)(1) d’un processus aléatoire im- 
pulsionnel, dont les impulsions ont une forme donnée, tandis que 


£ NI) 


(K) (K) 
ER ln e! £ 


Fig. 11.1 Processus aléatoire impulsionnel 


l'instant de leur apparition, la durée et l'amplitude sont aléatoires 


(fig. 11.1). Les instants a pour g pair correspondent au début des 
impulsions et pour g impair à leur fin. 

Nous attribuons à chaque impulsion d'une réalisation un numé- 
ro, nombre (positif ou négatif) égal à la moitié du nombre se trou- 
vant dans l’indice de f:, correspondant au début de l'impulsion. La 
suite des instants correspondant aux débuts des impulsions est 
ordonnée, c'est-à-dire que l'on à ton+s tan. Pour les instants 
d'indices impairs ce n’est pas toujours vrai, car il peut se faire que 
l'on ait {744 << lor+y pour L >r, ce qui signifiera que la r-ième 
impulsion recouvrira toutes les impulsions ultérieures dont le numé- 
ro est au moins inférieur à L. 

Désignons par conte 169 D) la fonction décrivant dans 
le temps la n-ième impulsion de la k-ième réalisation. Cette fonc- 


tion doit être identiquement nulle à l'extérieur de l'intervalle 
(7 au). Supposons que la forme de l'impulsion soit donnée 
par une fonction déterministe du ee u (t), identiquement nulle 
à l'extérieur de l'intervalle 0 < t < 1. Les impulsions d'uneréali- 


sation quelconque du processus aléatoire considéré peuvent être 


grand Tv dans une des réalisations du processus aléatoire impulsionnel il y ait 
2N + 1 impulsions. On a alors 


Tu = (CNT + hor VIN ET (ON) T (14 
‘tendant asymptotiquement vers 
TN —(2N +17. 


7e) 
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obtenues à partir de w (it) en multipliant ses valeurs par la grandeur 
(a) en déplaçant le résultat de 491) suivant l’axe du temps et en 
le divisant par 14) — D: — {$9, Ainsi 


k) 
_( 
k (R (R 2 
CE Ù ri 1) = En u ( FOR ] . 
Ta 


La suite des 2N + 1 impulsions de la k4-ième réalisation du processus 
peut s’écrire sous la forme de la somme suivante: 


S ty u ( ]- 


ne N 


Désignons par g (w) la densité spectrale (transformée de Fourier) 


de la fonction w (f): L 


g (©) = ( u (t)e-ïut dt. 


0 


La densité spectrale pour Eat — OS EME est alors égale à 
CR 
TEA { { k) 
FR (o; tn, T)= En | u | TS Jei-v'dt = 
(R) Ta 
Un 
. (h) CR) 
= 0 | u(zx)e” oUtn xHfan] gr 
0 
ou 
(k) 
_iwt: 
FA (o; 147, 1) = EÛ 0 g (or) ein. (11.2) 


Ecrivons la densité spectrale ZŸ’(w) (transformée de Fourier) 
de la suite de 2N + 1 impulsions de la k-ième réalisation du pro- 
cessus. Compte tenu de de 2) on trouve 


(Ch) 
ZŸ (6) — D) Ent got jen, (11.3) 


n—N 


Pour calculer le spectre énergétique d'un processus aléatoire 
impulsionnel portons (11.3) dans la formule générale (11.1). Il vient: 


F(o)= lim 


No 


2 
GNENT * 


N 

CE) 

k)_(k k)) —iots 

X M, {| D ET (ot) e7 io!2n 
n=—N 


7} | (11.4) 
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La grandeur 7 est ici égale à la valeur moyenne de la durée 
des intervalles de temps séparant les impulsions successives (voir 
la note de la page 470). En mettant en facteur dans (11.4) la gran- 
deur constante, on obtient : 

de 2 
F@)=T in x x 


x ma (| >. ELA) (wr) ein 2). (11.5) 


On voit de (11.5) que pour déterminer F (wo) il faut d'abord 


trouver la moyenne de | ZŸ/(w) |? sur l'ensemble de réalisations 
(c’est-à-dire sur l'indice k). Comme 


1Z$(o)? = Z$ (0) Z$(o), 
on a 
k e : R R k R 
|ZŸ? (w) = à, 2, CNE CN Le 
n= — J=—: 


—— s (R 
x (or )g (or) ein 1231, (11.6) 


où le trait au-dessus de g indique qu'il s’agit de la grandeur imagi- 
naire conjuguée. En prenant dans la somme double les termes cor- 
respondant à r = j etayant en vue que la moyenne de la somme 
est toujours égale à la somme des moyennes des composantes, on 


trouve 
N 


m{|ZV (@)F}= 2 mn en Pig (or ]°}+ 


N N 
S' (R) (he mi ri) 
+ 2 en ms {En E X 
nf) 
—— ; (R) ,(R) 
x g (or) 8 (or) eieln 25 (11,7) 


Nous nous limitons aux processus impulsionnels, dont les carac- 
téristiques probabilistes des impulsions ne dépendent pas de leurs 
numéros d'ordre, et les caractéristiques probabilistes de l’ensemble 
des impulsions dépendent seulement de la position relative des 
impulsions. Sous cette réserve la grandeur 


K (wo) = ms {LE 10 J2 | g (ot) [°} (11.8) 
ne dépend pas du ee n de l'impulsion, quant à la grandeur 
has (o) = ms {EN ES x 1 x 


x g(or) gom)e lin]; (11.9) 
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elle dépend seulement de la différence r7 — j des numéros des deux 
impulsions. 
On a alors 
Æ 


D me Fleur )F}=(N+1)Æ(), (41.10) 


et la somme double peut s’écrire, après transformations simples, sous 
la forme suivante : 


N N 
AOMOMOMC k 
21 mn 8 tn ti g (OT) x 
N==-N J=-N 
—  , 4%) ,(@) 
X g(wT$) e7 “ln 8 h = 
N N 2N 


= 2, 2 #n(0)= 2 (2N+1—p)l4,(@)+4p(—0)1. (11.11) 

En portant (11.10) et (11.11) dans (11.7) et compte tenu de 
(11.5), on obtient la formule générale du spectre énergétique d’un 
processus aléatoire impulsionnel : 


2N 
F(&)=+ {K(o)+lim 2 (7) ro) +25 (—0)}. 
(11.12) 


O0 
Si >, k, (w) est convergente, on a 
pe 


F@)=+ {K()+ D Lip(o)+4p(—0)} (41113) 
p=1 


ou encore 


Fb)=+{K()+25 Rep (w)} . (11.13°) 


p=i 


Parfois la limite dans (11.12) peut exister même si à k» (w) 
p=i 


est divergente. 

La formule (11.12) donne l'expression la plus générale du spectre 
énergétique d'un processus aléatoire impulsionnel, compte tenu 
de la corrélation mutuelle de ses paramètres aléatoires tels que 
l'amplitude, la durée et l'instant d'apparition des impulsions. 

Supposons que les paramètres aléatoires mentionnés soient 
mutuellement indépendants, mais qu'il existe une corrélation entre 
les paramètres correspondants d'impulsions différentes. Introduisons 
maintenant les caractéristiques probabilistes des paramètres d'un 
processus aléatoire impulsionnel. Soient a? la moyenne et o*° la 
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variance des amplitudes aléatoires; R, le coefficient de corrélation 
des amplitudes des impulsions n-ième et j-ième (nr — j = p); 
Wir (TZ), War (Z, y; p) les densités de probabilité uni- et bidimension- 
nelle de la durée des impulsions; to, 0% la durée moyenne et la 
variance de la durée des impulsions et R.., le coefficient de corré- 
lation de la durée des impulsions #-ième et j-ième. En vertu de 
(11.8) et (11.9) on a 


| K (wo) = (a° + 0°) Xo (w), (11.14) 
où 

Ko (o) = | 2° 1 8 (ue) Fu (0 de: (11.15) 

hp (0) = (o®R» + a) Kp (0) Hp (@); (11.16) 

Kp (0) = | [aus (2) 8 Toy) wx(z, vi p) de dy; (1147 

H, (6) = NET }, (11.18) 


p=n—)j. 
On peut maintenant trouver à partir de (11.13) l'expression 
générale du spectre énergétique d'un processus aléatoire impulsion- 
nel, soit : 

2N 


F(@)=+ {(a* + 0°) Ko(o) + fe - 2 (1-7) X 


X(o2R,—+ a) Re[K, (vw) H, @} : (11.19) 


Dans la formule (11.19) la fonction H, (w) dépend seulement de 
la distribution conjointe des instants d'apparition des impulsions, 
et la fonction X, (&) seulement de la densité de probabilité bidi- 
mensionnelle de Pla durée des impulsions. Cette formule montre 
également que le spectre énergétique du processus aléatoire impul- 
sionnel dépend seulement de la fonction de corrélation B (t) — 
— a? + o?R(t) des amplitudes aléatoires et ne dépend pas de la 
forme de la fonction de distribution de ces amplitudes. Notons 
également que 
Rp 0) 

a —- 0° 


Ko(w) = Le K?(@)= ne 


Les formules obtenues peuvent facilement être appliquées au 
cas particulier où la suite se compose des impulsions dont l’ampli- 
tude et les instants d'apparition sont aléatoires et les durées sont 
illimitées. La formule (11.13) reste sans changement, mais les 
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fonctions XÀ (w) et k, (w) prennent la forme suivante: 


K (wo) = m;, {[EMIS} | g (o) F, (11.20) 

h (@) = m1 {EM ES e—°° (n-127] }lg(o) FP, (11.21) 
p=n—), 

g (©) = | u (1) e-iot dt, (11.22) 


0 


et la formule (11.19) se simplifie, on a 


F(&)=<+ | g (w) [° [a?+o+ 


2N 
+ lim 2 D (1-5) (RL +a)ReH, (o) |. (11.23) 
p=1 

Jusqu'à présent nous n'avons introduit d’une façon explicite 
que les caractéristiques des amplitudes et des durées des impulsions. 
Suivant les caractéristiques probabilistes des instants d'apparition 
des impulsions, les processus impulsionnels considérés peuvent être 
divisés en deux groupes. 

Dans l’un de ces groupes figurent les processus aléatoires dont 
les impulsions de paramètres aléatoires apparaissent sur des inter- 
valles de temps déterministes. Ces processus aléatoires peuvent ne 
pas être stationnaires. En effet les valeurs d’un processus aléatoire 
impulsionnel lors du passage de l'impulsion et pendant la pause 
sont indépendantes. Les valeurs d’un processus aléatoire impulsion- 
nel peuvent devenir statistiquement indépendantes si l’on considère 
deux instants correspondants au passage d’un couple arbitraire 
d’'impulsions. Enfin, la valeur d’un processus aléatoire est déter- 
minée d’une manière univoque pour les pauses séparant les impul- 
sions. Ainsi, le coefficient de corrélation d'un processus aléatoire 
impulsionnel, considéré pour deux instants séparés par un intervalle 
de durée donnée, peut prendre n'importe quelle valeur de zéro à 
l'unité. 

La valeur moyenne d’un processus aléatoire impulsionnel dépend 
également du temps. Dans les pauses séparant les impulsions elle 
est nulle, alors qu'aux instants correspondant au passage des impul- 
sions, la valeur moyenne peut différer de zéro et varier suivant les 
impulsions. Les processus aléatoires de ce premier groupe peuvent 
être représentés sous la forme d'une porteuse qui est d'une suite 
périodique d’impulsions dont les paramètres sont modulés par une 
fonction aléatoire stationnaire à temps discret. En d’autres termes, 
ces processus aléatoires impulsionnels sont la superposition d'une 
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suite aléatoire stationnaire de paramètres des impulsions sur une 
suite déterministe d'intervalles de cadence *). 

Dans un autre groupe on classe les processus aléatoires impulsion- 
nels n'ayant aucun intervalle de cadence. A la différence des pro- 
cessus du premier groupe, pour lesquels la différence entre les débuts 
de deux impulsions successives ne peut être supérieure au double 
de l'intervalle de cadence, pour les processus du second groupe 
cette différence peut être arbitraire. On peut dire que le déplacement 
d'une impulsion quelconque provoque le déplacement de toutes les 
impulsions suivantes. Ceci signifie qu'il n'y a aucune périodicité 
dans de tels processus. Avec certaines limitations supplémentaires 
imposées à la distribution des probabilités des intervalles entre les 
instants d'apparition des impulsions, ces processus aléatoires impul- 
sionnels sont stationnaires. Dans ce groupe de processus aléatoires 
impulsionnels, on trouve les signaux aléatoires télégraphiques, les 
signaux écrêtés obtenus à partir d'un signal continu par limitation. 
les suites d'impulsions normalisées formées à partir des signaux 
écrètés, etc. 

Voyons quelle forme prend l'expression générale (11.19) du 
spectre énergétique pour les groupes mentionnés de processus aléa- 
toires impulsionnels. On comprend facilement que ces deux groupes 
de processus diffèrent par la fonction }, (w). 

11.1.2. Processus aléatoires impulsionnels à intervalles de cadence 
déterministes. Pour les processus aléatoires impulsionnels à intervalle 
de cadence déterministe l'instant {7 d'apparition de la n-ième 


impulsion de la réalisation du processus peut s’écrire de la manière 
suivante : 


9 = nT + y (11.24) 


où 7 est la longueur de l'intervalle de cadence et v, une variable 
aléatoire de moyenne nulle. 


Comme dans le cas qui nous intéresse une seule impulsion appa- 
raît dans un intervalle de cadence, v, est inférieure en valeur absolue 


s T : : ie 
à — . Supposons que l'on connaisse les fonctions caractéristiques 


84, (w) et 02 (1, w», pT) des variables aléatoires v.. 
Pour le groupe considéré de processus aléatoires la fonction 
H, (w) donnée par la formule (11.18) est 


. 1 k 
H} (w) = e7”iopT m, {e (0 -v( )} 


p=n—) 


ou encore 
H, (©) = 6: (©, —w, pT) e-iurT, (11.25) 


*) Dans les termes de l'ouvrage [4] un tel processus aléatoire impulsionnel 


Fe dit sans accumulation. tandis qu’un processus non rythmé est dit avec arcumu- 
ation. 
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Dans le cas où les paramètres homonymes des différentes impul- 
sions sont mutuellement indépendants on a 


R, = 0, H,(w) = | 8, (w) [* e7iepT, 
K, (œ) = | | zg (wx) wis (x) dx | = Ka (w). (11.26) 
U 


Introduisons la notation 


ÿ(@)=lim 2 pi) U—--— = (08 Re [Kp (0) 
X Be, — w, pT)e-iorT] + a Re ([Æ, (w) 82, X 
x (w,—0, pT)—Ko(a)|01v(0)1°1e-i0rT)}. (11.27) 
Il est facile de voir que si les impulsions sont mutuellement 
indépendantes il vient en vertu de (11.26) et (11.27) que Ÿ (w) = 0. 
En utilisant (11.19) et (11.27) on peut écrire l'expression géné- 


rale pour le spectre énergétique d’un processus aléatoire impulsion- 
nel d'intervalle de cadence déterministe, soit: 


F(&)=—+ {(a? + 0°) Ko (w)— a2] 81, (a) Ka (0) + 
HV) 2104, (0) F Ka (u) x 


X im[s+23 (1-5) cosror |} . (11.28) 
Remarquant que 
oY 
Ax(w)=1+2Y ue ] cos paT = 
De 


HS S e-itn-ji)oT — 


n==N j==N 


Se : oT : 2 
_ snfev+0] (11.29) 
” 2N+1 oT * : 


sin 72. 


lim 


N—00 


; oT 2 
sin Lev+1+- | . ( 0, oT =£ 2nr (41 30 
2NT 1 DT Li À , | 


Ru O0, I — 
sin — 


11.1] SPECTRES ÉNERGÉTIQUES DES PROCESSUS IMPULSIONNELS 479 


(r = 0, +1, +2. ...), on trouve 
lim An (©) = cô (o — ee), (11.30°) 


N—00 


où r est un nombre entier quelconque (y compris zéro). 
Pour le calcul de la constante inconnue c prenons l'intégrale des 


Du ne ON 11. 27 1 
deux membres de la dernière égalité de T (r ——) à — (r+-). 
On a alors 


et 
cÔ (o— Su ) do = c = 
Hs 1 
T (+ 
+ (++) 2N 
= [ [it2lim D (1-5) cos pur | d = 
2x " N 00 = 
T (r-) 
o\ 
_ 21 s S P cos rpxt Sin px 2 
(une user 
Définitivement 
| 27 27r 
dim A; (0)=% 6 (w— r—) (11.31) 


En portant (11.31) dans (11.28) on obtient l'expression générale 
suivante pour le spectre énergétique d’un processus aléatoire impul- 
sionnel d'intervalle de cadence déterministe : 


Fo)=+ {(a°+ 0°) Ko (a) — 4°] 01, (&) [Ka (0)-+ 


+p()+a]6 (0) PAR D Sfo—)}. (11.32) 


r= = 0 


Si les impulsions sont mutuellement indépendantes, dans (11.32) 
on doit poser # (w) = 0. 

L'expression générale (11.32) donnant le spectre énergétique 
d'un processus aléatoire impulsionnel contient une partie continue 


Fe(o)= + {(a2+ 0) Ko(o) — a2|0,, (w)[° Ka (&)+ (w)} (11.33) 
et une partie discrète 
47ra° 


Fa lOiv()F Ke (o) D É(o— 2%), (11.34) 


F==> = C0 


Fa (©) = 
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se composant de raies discrètes aux fréquences multiples de la fré- 
quence = de répétition des impulsions. Notons que seule la partie 


continue du spectre énergétique est influencée par la corrélation 
des impulsions. 


En vertu de (11.33) et (11.34) pour w = 0 les densités spectrales 
pour les parties continue et discrète du spectre sont respectivement 


Fe (0) = SE [ o*03 + a°0$ + T60° + 


+2 lim D (1) (ostRLRe p+ 
p=1 


+R p+0tR3) |, (1135) 
Fa (0) = re. 6° (0) 6 (u). (11.36) 


Les expressions ci-dessus montrent que la densité spectrale pour 
@ — 0 pour le type examiné de processus aléatoires impulsionnels 
dépend seulement des fonctions de corrélation des amplitudes et 
des durées aléatoires et ne dépend pas des caractéristiques probabi- 
listes de la position des impulsions. 

Le rapport de la puissance totale des composantes du spectre 
continu à la puissance totale des composantes du spectre discret 
est égal à 


Ÿ [(a?+ 0?) Ko (w)—a? 104, (0) [À (w)+-4 ()] du 


= ——— —————. (1137) 
ge 5 [a (fe (#9) 


Il est facile de voir que si les paramètres des impulsions sont 
constants on a 6, (o) = 1, w(o)=0, Æo(ow) = Kœ(®) = 
= | tTog (wto) l°. La partie continue du spectre disparaît alors, et 
la partie discrète coïncide avec le spectre de puissance d’une suite 
périodique d’impulsions non modulées. C’est pourquoi dans les 
cas où les déformations des impulsions sont dues aux bruits, on 
peut identifier la partie continue du spectre (11.33) avec le spectre 
des bruits, et la partie discrète (11.34) avec le spectre du signal 
utile. Dans ce cas le rapport u, calculé d'après (11.37), donne le rap- 
port de la puissance des bruits à la puissance du signal. Dans d'autres 
problèmes où la modulation d'une suite d'impulsions a un caractère 
statistique, la partie continue du spectre contient une information 
utile. 

Si les paramètres des impulsions sont, en plus des déformations 
purement aléatoires, modulés par une fonction périodique donnée 
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du temps, la partie discrète de l'expression (11.28) du spectre éner- 
gétique doit être complétée par des termes contenant des fonctions 
delta aux fréquences correspondant aux composantes du développe- 
ment en série de Fourier de cette fonction périodique. 

Nous étudierons au $ 11.2 certains cas particuliers de processus 
aléatoires impulsionnels d'intervalle de cadence déterministe, pour 
lesquels l’un des paramètres des impulsions est une variable aléa- 
toire. La formule (11.32) permet d'étudier des cas plus généraux, 
lorsque les déformations aléatoires de plusieurs paramètres des 
impulsions interviennent simultanément. 

11.1.3. Processus aléatoires impulsionnels apériodiques. Consi- 
dérons maintenant les processus aléatoires impulsionnels sans inter- 
valle de cadence déterministe. Supposons que les intervalles sépa- 


rant les impulsions successives soient mutuellement indépendants. 
Désignons par 


UD) = Es — 19) (11.38) 


l'intervalle séparant les instants d'apparition de deux impulsions 
successives d’une réalisation. Soit 64, (w) la fonction caractéristi- 
que de la variable aléatoire u, et supposons que cette fonction ne 
dépend pas de », donc ne dépend pas de la position de l'intervalle 
u\ Sur l’axe du temps. On peut montrer que, en vertu de l'hypothèse 
faite, le processus impulsionnel sera stationnaire (au sens général). 

Pour l’étude du spectre énergétique du processus aléatoire im- 
pulsionnel considéré nous reprenons la formule (11.12). Supposant 
toujours que les amplitudes des impulsions sont statistiquement 
indépendantes de leur durée, la fonction X (w) est alors donnée 
par les formules (11.14) et (11.15). Pour déterminer k, (©) on ne 
peut utiliser (11.16), car cette relation a été obtenue dans l’hypo- 
thèse que les intervalles de temps séparant les instants d'appari- 
tion des impulsions ne dépendent pas de leur durée. Il y a lieu main- 
tenant de renoncer à cette hypothèse. En effet, l'intervalle de temps 
u. entre les instants d'apparition de deux impulsions successives 
est égal à la somme de deux variables aléatoires : de la durée +, de 
l'impulsion et de la durée de la pause 713 séparant les impulsions. 
Par conséquent, dans le cas général les variables aléatoires pu, et 
T Sont liées. Désignons par 6,4: (w) et O1 (w) les fonctions carac- 
téristiques des variables aléatoires 7, et 12. Dans la suite nous nous 


limitons au cas où les durées de l’impulsion et de la pause sont 
indépendantes. On a alors 


Oiu (o) = Oir (©) Gite (w). (11.39) 


Comme pour nr = j 


ni 


(R R k R R) 
CEE 
re) 1 
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on a en vertu de (11.9) pour les amplitudes non corrélées 


hn-; (oO) = am, {4 8 (wtŸ) g (ot!) x 


X exp [— iot{" — iot*) — jo 5 LONIE 
T—=)} 
où a est la moyenne des amplitudes. 
Les variables aléatoires 


* # 
Ti, TP, Tns Téotan—bjy= D He 
ge 


étant indépendantes et @,, (w) ne dépendant pas du numéro de 
l'intervalle, on a 


hn-5 (o) = 497577! (—w) ire (—&) X 


X ms {10 g (ott))} m, {1 g (tt) e-i215 7). 
Compte tenu de 
1 
g (wT$") e-iwrf" =| u (t)eiwrC1) qe — 
û 
1 o° 
ioxr(À 
—{ u(4{— 2 ee" dr, 
[u 
et en introduisant les désignations suivantes 
i 
gi lo) = [u ( — 2) eviex dr = g (a) ere, (11.40) 


‘0 
Q (o) = ms {nf 8 (rt )}= (ze (ur) wie (x) dr, (11.41) 
0 


Qu Co) = ms {5 gi (utÿ)} = À gs (wz) wie (x) dx, (11.42) 
on obtient ° 


hp (o) = 4°Q (w) Qs (@) Ogre (—0) 05° (—w). (11.43) 
Remarquons que < (0) = Q: se — To £(0) en vertu de 
Qu to a -[u (1 — x) dr. 
En RE: (11. 44 et (11 49 dans (11.12) on trouve 
F(&)=—+ {(a+ 0°) Ko (&)+2a° Re[ Q(—w) x 
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2N 
x Qu(—) Gier(a) lim D (1-5) x (w)]}. (11.44) 
N—00 Di 


Pour © = 0 on a 


° P p—1 a 1 
lim 2 (1-77) Oiy L)= T5 , 


et pour © —= 0 la somme ci-dessus est divergente et peut ètre repré- 
sentée sous la forme d'une fonction delta. 

On obtient l'expression analytique suivante pour le spectre 
énergétique d'un processus aléatoire impulsionnel apériodique: 


F)= + {[1+(2)"]kotw)+ 


Q(—w) Qi (— 0) GO. (w) g* (0) + 
+R RE ]+ ES 6 (w)} . (11.45) 


La formule (11.45) montre la différence importante existant 
entre le spectre énergétique d’un processus aléatoire impulsionnel 
apériodique et celui d’un processus aléatoire impulsionnel d'’inter- 
valle de cadence déterministe. Le spectre (11.45) ne contient pas de 
partie discrète, présente dans le spectre d’un processus d'intervalle 
de cadence déterministe (mise à part la composante discrète cor- 
respondant à la composante constante du processus). 

Pour les processus aléatoires impulsionnels sans intervalle de 
cadence déterministe, il est intéressant, du point de vue pratique. 
de calculer le nombre moyen d’impulsions M (?) apparaissant durant 
l'intervalle de temps t. Il est facile d'établir la correspondance entre 
la grandeur M (t) et la fonction caractéristique des intervalles 
successifs séparant les débuts des impulsions. Si l'on considère 
le nombre d'impulsions dans un intervalle de temps t donné 
comme une variable aléatoire v, la probabilité pour que durant 
ce temps £ il apparaisse exactement »r impulsions est égale à = 


P{v=n} = Fa (0 — Fa (0, 


où 
F: o={ EE | [Oiu (@)]" e-iuf du | dt. 
0 00 


La moyenne de v(f) est égale à 


M()=m{v(}= > nP{v=n}= XF (= 
Fos ee 
1 | Oiu (ip) et d 


1—Ou (ip) p 9 


a—1ico 


31 * 
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Notons que (11.46) permet d'exprimer la fonction caractéristique 
6, (w) de la longueur de l'intervalle entre les impulsions en fonc- 
tion du*nombre moyen M (t) d'apparitions des impulsions pendant 
le temps é, soit: 


Ou Gp)= ER, (11.47) 


u (p) = | M (t) eP'dt. 
0 


On peut trouver à partir de (11.46) la fréquence d'apparition 
des impulsions, c'est-à-dire le nombre moyen d'impulsions par 
unité de temps À (f) — _ en utilisant la règle bien connue du 
calcul opérationnel de transformation de l’image lors de la division 
de l'original par #, soit: 

1 TI Oiu (v)ePf do 


AE = Sr TET-PKTHE 


a—io P 


(11.48) 


La grandeur À (ét) dt est la probabilité a priori de l'apparition 
d’une impulsion sur l'intervalle (4, & + dt). On peut montrer que 
la probabilité a posteriori m (t) dt pour que l'impulsion (quel que 
soit son numéro d'ordre) apparaisse sur l'intervalle (£, & + dit), 
sachant qu'une impulsion ait apparu pour £ = 0, est égale à 


m (t) dt = M"(t) dt. 
En vertu de (11.46), il vient 


a—<+ico 
, 4 Oju (ip) 
m()=M = Î qe" dp. (11.49) 


En utilisant le théorème de Taüber pour des transformations de 
Laplace unilatérales *), on trouve les valeurs asymptotiques pour 
À (#) et m (t), soit: 


: Oiu (ëp) | 
OP TE) T° ES 
: Ou (Ep) Nr. j 


*) B. Van der Pol and H. Bremmer. Operation calculs based on the two-sided 
Laplace integral. Cambrige, 1950. 
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11.1.4. Processus aléatoires impulsionnels du type mixte. Nous avons 
déjà vu des processus aléatoires impulsionnels de deux types qui se distinguent 
par les propriétés probabilistes des instants d'apparition des impulsions. Pour 
l'un de ces types chaque impulsion apparaît sur un intervalle de temps déter- 
ministe, pour l’autre il n'y a aucune périodicité. Cependant, dans certains pro- 
blèmes de la technique d'mmpulsions on rencontre des processus du type mixte 
où les paramètres des impulsions ainsi que le nombre d’'impulsions sur les inter- 
valles de cadence sont en général aléatoires. C'est par exemple, le cas des proces- 
sus aléatoires impulsionnels se déroulant dans les systèmes multiplex à modula- 
son EE on codées, dans les systèmes utilisant le multiplexage statisti- 

e [5], etc. 
ii Considérons un processus aléatoire impulsionnel mixte satisfaisant aux 
conditions suivantes: 

— toutes les impulsions sont de la même forme donnée par la fonction 
normée Fer) unité u ({), qui est identiquement nulle a l'extérieur de 
l'intervalle (0, 1); 

— il n’y a pas de corrélation intercadence; 

— il n’y a pas de relation os entre les variations des différents 
paramètres des impulsions (amplitude, durée, instant d'apparition); 

— dans un même intervalle de cadence les durées des impulsions et des 
pauses sont statistiquement oops 

— les caractéristiques probabilistes des impulsions et des pauses ne dépen- 
dent ni de leur position à l’intérieur de l'intervalle de cadence ni du numéro 
d'ordre de l’intervalle de cadence et sont données par les grandeurs suivantes: 
la moyenne a et la variance o* de l'amplitude de l’impulsion, la densité de 
probabilité w;+ (x) de la durée de l'impulsion, les fonctions caractéristiques 
Oiyre(w) et Ou (w) de la pause et de l’intervalle entre les débuts de deux impul- 
sions successives à l’intérieur d'un intervalle de cadence. 

De plus, désignons par p, la probabilité pour que dans un intervalle de 


O0 
cadence de durée T il y ait exactement r impulsions | > Di 1). 
r=0 
En appliquant la méthode du 8 11.12 (voir également $ 3.3.6) on obtient 
pour le spectre énergétique l'expression sous la forme de la somme d’une partie 
continue Fc (w) et d’une partie discrète Fa (w) 


F(@) = Fe (@) + Fa (o), (11.51) 
avec 
RE - 1—05, (w) |? 
Fot)= D pr 7 À r (a®4-02) Ko (a) — a?Kce (| 84e (u) a 
r=0 
: Q(—w) Qi (—0) 6; je (0) 1— 0, (w) ' 
4ra? 


Fa (w) = 


ra Ace (u) | Bjr (ü) [EX 


O0 
x À Pr 
r=0 


Ici, tout comme dans les 88 11.1.2 et 11.1.3, on a 


1— 6;,, (w) : 


1 — Oju (w) 


s 8 (o— +). (11.53) 


Ko (6) = | 2 | g(wx) [(°wx (z) dz, (41.54) 
0 
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Kœ (@) — | zg (@x) wir (x) dz |*, (11.55) 
0 

Q (w) = E (@r) wir (x) dr, (11.56) 
0 

Q1 (@) = | zg (— oz) ce Vp,r (x) dr, (11.57) 
4 

g (6) = ju () e"ivtae. (41.58) 
n 


Le spectre au voisinage de la pulsation © — 0 est dans le cas général 


2 
Fe (0)= PL g2 (0) (220% +- 0207 + 0213), (14.59) 
Fa (0) = Tete g2 (0) 6 (w), (11.59°) 


où To, 0+ sont la moyenne et la variance de la durée des impulsions: A, À: le 
nombre moyen et le second moment du nombre d'impulsions sur l'intervalle 
de cadence T. 

Pour les processus aléatoires impulsionnels d'intervalle de cadence déter- 
ministe on a p, = 1, pr = 0 pour r -Æ 1 et on peut obtenir la formule (11.32), 
comme un cas particulier, à partir de (11.51) à (11.53) (dans ce cas l'instant 
d'a pARIOR de l'impulsion détermine la durée de la pause v comptée à partir 
du ë but de l'intervalle de cadence). 

Pour les processus impulsionnels apériodiques p, — O0 pour toutes les 
valeurs finies de r et T = Tor + co pour un intervalle moyen 7, donné de 
valeur finie entre les impulsions. Dans ces conditions le second terme dans 
l’accolade de (11.52) s'annule, et après avoir levé l'indétermination on trouve 
pour (11.53) l'expression Fe K> (0) 8 (w). Ainsi pour les processus apériodiques 

U 


on obtient (11.45) à partir de (11.51) à (11.53). 


11.2. CAS PARTICULIERS DE PROCESSU S ALÉATOIRES IMPULSIONNELS 
À INTERVALLES DE CADENCE DÉTERMINISTES 


"4 11.2.1. Modulation d'amplitude. Considérons une suite d’impul- 
sions équidistantes de forme donnée, d’égale durée et d'amplitude 
aléatoire. Désignons par t, et T la durée et la période de répétition 
des impulsions (fig. 11.2). Comme dans ce cas wi, (t) — Ô (£ — ©), 
on en déduit 


Ko (o) = Kh (@) = T5 18 (oto) F°. (11.60) 
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Comme de plus 64, (w) = 1, on trouve à partir de la formule 
générale (11.32) 


2TÈ a 
F (©) — T | g (wto) F X 


oO 


X {2 11+ (w)] + 0° ÿ Ô (o Su }} ; (11.61) 


T— — © 
2N 


Yi (@) =2 lim 2 (1 57757) R, cos poT. (11.62) 
PT 


Pour © = 0 en vertu de (11.35) et (11.36) on a 
_ 276 g(0) .. 
F(0)=—— x 
2N : | 
7. , 2 » 
N [ 9 +20 lim 2 (4 5) R,+ 7 dd (o) | . (11.63) 
Si les amplitudes aléatoires d’un couple quelconque d'impul- 
sions d’une suite ne sont pas corrélées (R, = 0, p#0), on a 
Y1 (w) = 0 et à partir de (11.61) on obtient alors 


F (w) = 2 | g (ut) |° {+ a ÿ ô (w— +-)} . (11.64) 


T=— 00 
On peut négliger la corrélation des impulsions si le temps de corré- 


lation est tel que Tcor € T. Si, par exemple, on étudie à la sortie 
d'un récepteur la suite des 


impulsions vidéo déformées par  , 
des bruits de fluctuation, on : | 
peut admettre que ces impul- T 
sions ne sont pas corrélées si la  ! | 
largeur de la bande passante est 
Ÿ. 

AŸ F - 

La partie continue du spec- 
tre énergétique (11.64) à a Fig. 11.2. Suite d’'impulsions équi- 
même forme que le spectre d’une  distantes de même durée et d'ampli- 
impulsion unique, et son inten- tude aléatoire 
sité est proportionnelle à la va- 
riance 0°. La partie discrète de ce spectre correspond à une suite 
périodique d’impulsions de même forme, mais d'amplitude cons- 
tante égale à la moyenne a. Ainsi, lorsque la forme des impulsions 
est donnée, le spectre considéré n'est déterminé que par deux 


caractéristiques numériques des amplitudes aléatoires: leur moyen- 
ne a et leur variance 0*. 
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SJ 


L'énergie correspondant à la partie continue du spectre est 
20°1à n ; 
7 — | | g (@to) |? do, 


et celle qui correspond à la partie discrète est 


2a°t: t 27 : e 2rr 
— 00 r—= — © 
__ 2a*t s 9 To \ [2 2x , 2a°t; n 24 
+ pp. > g (2nr +) TT SZ T Î | g (@To) | G). 
T—= — © —œo 


Le rapport des énergies correspondant aux parties continue et 
discrète du spectre est 


u=(=)", (11.65) 


c'est-à-dire qu’il est égal au carré du rapport de la moyenne quadra- 
tique à la moyenne de l'amplitude aléatoire de l'impulsion. 
Revenons au cas général où la fonction Ÿ;, (w) n’est pas nulle. 


Si > |R, | est convergente, la limite du second membre de (11.62) 
=1 


existe et Ÿ, (w) est donnée par la formule suivante *) 
ÿ(w)=2 À R}Cos por. (11.66) 
p=i 


Désignons par œ(w) la transformée de Fourier du coefficient de 
corrélation _ À (t), soit 


p (w) = 4 | R (x) cos wr dr. (11.67) 


La fonction  (w) correspond au spectre énergétique du processus 
aléatoire modulant l'amplitude des impulsions. 

Soit 2A la largeur finie du spectre p (w), donc q (wo) = 0 pour 
| wo | > A. Supposons tout d'abord que 


A+. (11.68) 

En vertu de (11.66), 1 - 11 (©) est une fonction périodique 

de période 7. qui dans l'intervalle de — F à + coïncide avec  (w). 
2n 


Si l'inégalité (11.68) n'est pas vérifiée mais À < en écrivant À 


T°? 


*) Si & (kT) est un processus stationnaire à temps discret, représentant une 
suite d’amplitudes aléatoires, 1, (w) est la densité spectrale de ce processus. 
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sous la forme de la somme de deux termes 


A=++A, A<F 


—. (11.69) 


on obtient à partir de (11.67) 


[+ 


R(n=} 


EN 
1 
+ p (&) COSOT do + -— | p (w) cos ot do — 
x 


Cu) à 


T 
— R;, (t) + Ro (t). (11.70) 


On peut alors écrire la série (11.66) comme la somme de deux 
séries : 


: Vi (©) = Pas (@) + Yi (o), (11.71) 
où 
Ÿ11 (@) = 2 ÿ Ri, p COS pOT ; (11.72) 
P=1 
V2 (@) = 2 > R2, p COS poT. (11.73) 
p= 


Les fonctions #11 (w) et 12 (w) sont des fonctions périodiques 
égales (à la constante unité près) à la fonction  (w): la première 


dans l'intervalle jusqu’à + . la seconde dans l'intervalle de + à À, 
la seconde fonction périodique étant déplacée par rapport à la pre- 
mière d’une demi-période _ . La fonction de corrélation correspon- 


dant à cette partie du spectre est une somme de fonctions delta 
ô (t — pT) d'intensité décroissant au fur et à mesure de l’augmen- 
tation du numéro p. 

Pour A arbitraire on procède d’une façon analogue, en écrivant 
le coefficient de corrélation comme la somme correspondant à la 
partition de l'intervalle d'intégration dans (11.70) en intervalles 


multiples de _. . 


11.2.2. Suite d’impulsions rectangulaires. Considérons à titre 
d'exemple le spectre énergétique d’une suite d'impulsions rectan- 
gulaires équidistantes, non corrélées, de durée t,. Comme dans ce cas 


. à OT 
SID“ — 
| g (@to) TE) _. ï (11.74) 


9 
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on a en vertu de (11.64) 


OT 


27: ne 2 ” 2. à - 27r 
FO pire ÿ 6 (w— T ) | (11.75) 
HD Free 
La forme du spectre énergétique (11.75) est donnée sur la fi- 


gure 11.3. 

Par transformation de Fourier inverse on peut facilement trouver 
à partir de (11.75) la fonction de corrélation d'une suite d’impul- 
sions rectangulaires non corrélées d'amplitude aléatoire (fig. 11.4). 


T2|g(WToN* 


— Srectre discret 


Spectre continu 


Fig. 11.3. Spectre énergétique d'une suite d’impul- 
sions rectangulaires mutuellement indépendantes 
d'amplitude aléatoire 


Fig. 11.4. Fonction de corrélation d'une suite d'impulsions rectangu- 
laires mutuellement indépendantes d'amplitude aléatoire 


La partie discrète du spectre se transforme alors en une suite périodi- 
que de triangles: 
À (ro—ft—rT |) rl | <rtos 
Ba (t) — 0, [T—rT|>%, (11.76) 
r=0, +1, +2, ... 
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La partie continue du spectre énergétique se ramène à un trian- 
gle disposé symétriquement par rapport au point t — 0 (pointille 
sur la figure 11.4), soit: 


: WTo 2 
O°TS 2 - 1e 5 
Be(rt)=-7 ss — | do = (to—|t|), [TT 
= 00 TD 


(11.76) 

Supposons maintenant que les impulsions soient corrélées, le 

coefficient de corrélation des amplitudes aléatoires de tout couple 
d’impulsions dont les numéros sont distants de p étant égal à 
sin pTA " 

Rh — — pTA (1 1 . 17) 

Si la largeur de la bande A satisfait à l'inégalité (11.68), le 

spectre énergétique d’une suite d'’impulsions rectangulaires corré- 


lées sera une suite de bandes de largeur 2A se retrouvant périodi- 
9 
quement aux pulsations multiples de + (qui est la pulsation de 


répétition des impulsions), limitées en bas par l'axe des abscisses 
WTO \ * 


et en haut par la courbe 


(fig. 11.5). La largeur de ces 


Lo 
2 
bandes augmente avec A et pour À — _. les espaces entre les bandes 


disparaissent. Dans ce cas le spectre énergétique ne diffère pas 
d'un spectre infiniment large 
(fig. 11.3). En général, lorsque . / 
la largeur de bande A est un 
multiple de la moitié de la 
fréquence de répétition des 
impulsions, comme le montre 
(11.77), le coefficient de corréla- 24 
tion s’annule (p0) et parcon- 7? 
séquent %Ÿ1 (w) = 0, c’est-à-dire 
que le spectre énergétique coiïn- 
cide avec un spectre correspon- 0 
dant à une bande infinie. Il vient 
de (11.77) qu'au fur et à mesure Fig. 11.5. Partie continue du spec- 
de l'élargissement de la bande, tre énergétique d'une suite d'impul- 
les maxima de la grandeur R, sions rectangulaires corrélées 
pour un p donné décroissent en 
raison inverse de À, par conséquent la déformation de l'enveloppe 
du spectre continu pour ZA © 1 devient moins apparente. 
11.2.3. Suite d’impulsions exponentielles se recouvrant. Légère- 
ment modifiée, la formule (11.61) peut être utilisée pour calculer 


NN 


ñ SÈ 
SÈ 
E 
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le spectre énergétique d'une suite d’impulsions se recouvrant, de 
durée infinie. En vertu de (11.23) il suffit de remplacer dans (11.61) 
le facteur +5 | g (wto) [° par | g (w) [*, g (w) étant donné par (11.22). 
Soit à titre d'exemple une impulsion exponentielle 


u(t =et, a>0, 1>0, 


apparaissant périodiquement au début de l'intervalle de cadence. 
L'amplitude des impulsions est aléatoire, de moyenne a et de 
variance 6°. Soit 

R,=erêr, p>0, B>0 


le coefficient de corrélation des amplitudes. En vertu de (11.62) 
on a alors 
2N 


OA 2 (15557) 777 cos por — 
‘ P=1 


© 


=2 e-PÊT cos poT — 
1 


sh BT 


ch Ts — | 


# 


A partir de (11.22) on trouve également 


œ 


g (©) — | et! eu dt — 


U 


1 
a—+iw 
A partir de (11.61), compte tenu de la remarque faite ci-dessus, 
on obtient alors 
9 
me À 


x fer + 0° 2 6 (o— ee) } (11.78) 


Pour BT —+ œ la relation LS donne l'expression du spectre 
énergétique des impulsions exponentielles non corrélées se recou- 
vrant, soit: 


2e S 6 (o— +) |. (11.78) 


F (wo) = T 


2 
Faro L° 
T= — © 

On a représenté sur la figure 11.6 la partie continue du spectre 
énergétique des impulsions exponentielles corrélées. 

11.2.4 Modulation de position des impulsions. Considérons une 
suite d’impulsions de forme donnée, de mêmes amplitude a et durée 
to, dont l’instant d'apparition sur intervalle de cadence de durée T 
est aléatoire (fig. 11.7). 
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Comme dans ce cas © — 0, wa, (t) — Ô (£ — To), compte tenu 
de (11.60), la formule générale (11.32) donne 


2Téa? o 
F()= 18 (070) le {1—1 O1 (w) + 


++ Rene D fo )}, (41179) 


ou 4 
RO) line (1-4) * 


X Re{[0 (0, —ow, pT)—|@;,(w)[Je-ie?T}. (11.80) 
Remarquons qu'en vertu de (11.35) et (11.36) pour w = 0 on a 


F:(0)=0, Fa(0)= LE 6 (w). (11.51) 
Notons encore que les égalités (11.81) sont toujours vérifiées (même 
si l’on tient compte de la dépendance statistique des déplacements 
temporels des impulsions). 

A la différence du spectre 
(11.61) qui ne dépend pas de 
la densité de probabilité du 
paramètre aléatoire, le spectre 


€ tu) 
r10) 


To +— 


05 


0 27 47 67 6x NX w 
MOT TE À FT 


Fig. 11.6. Partie continue du Fig. 11.7. Impulsions d'égale ampli- 

spectre énergétique d'une suite tude et d'égale durée apparaissant 

d'impulsions ane d'amplitude à des instants aléatoires 
aléatoire 


énergétique (11.79) dépend des deux premières fonctions caracté- 
ristiques des écarts aléatoires par rapport à rzT des instants d'appa- 
rition des impulsions, le carré du module de la densité spectrale de 
l'impulsion étant tout comme dans (11.61) un facteur de propor- 
tionnalité. 

Lorsque les instants aléatoires d'apparition d’un couple quel- 
conque d’impulsions sont indépendants, on a 


83 (©, —w, pT) = | 64, (o) F, 
et en vertu de (11.80) %:(w) = 0. 
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On a alors dans ce cas 


2t3a? : 
F(o)= | g (To) |? x 


x {1—1 O1 (0) + F1 (a) S ô (o— +) } (11.82) 


T=— 00 


La relation (11.82) montre que les intensités de la partie discrète 
du spectre sont proportionnelles à | 64, (w) |”, et les intensités de la 
partie continue du spectre le sont à 1 — | 6,4, (w) |. La somme de 
ces intensités est égale au carré du module de la densité spectrale 
de l'impulsion (puissance d’une impulsion isolée). Comme 6;, (0) — 
— {, pour © — 0 la densité spectrale de la partie continue du spectre 
tend vers zéro [voir (11.81)]. 

La puissance correspondant à la partie continue du spectre est 


À 1g(oT0) 11 —1 81, (u)[°] de, 


celle qui correspond à la partie discrète est à peu près égale à 


Se r | | £ (ut) F1 ss (w) |° do. 


Notons que la formule (11.79) peut également être utilisée dans 
le cas des impulsions de durée infinie se recouvrant. Pour cela il 
y a lieu de remplacer le facteur 


TUE ! ! ! To LE (or) ls par | £ (w) É 


( 2.5. Modulation unilatérale 
des gens Pros en durée. Un cas 
très important de processus impul- 

+ sionnels aléatoires d'intervalle de 

cadence déterministe est une suite 

Fig. 11.8. Impulsions d'égale G'inpulsions équidistantes de forme 
amplitude ct de durée aléatoire L : | 

apparaissant à des instants fixes donnée, de même amplitude et de 

équidistants durée aléatoire (fig. 11.8) obtenue 

par déplacement aléatoire du flanc 

arrière de l'impulsion. Comme ici o = 0, 64, (w) = 1, l’expression 

générale (11.32) donne : 


(&) — Ke (@) + 


++ ke) D 6(o—2)}, (1183) 


T—=-0 
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où 
AE 
: P ss 
Ve (&)= lim 2 D (1-35) Re{[K,(@)—K(w)le-ierT}. (11.84) 
p=1 


La fonction Æ, (w) est donnée par la formule (11.17): 


Kp (@) — [fav (oz) g (oy) war (x, y, pT) dx dy. 
0 Ù 


Les fonctions ÆX5 (w) et KX« (w) peuvent être obtenues à partir 
de Æ} (©) par un passage à la limite pour p — 0 et p —+ œ. Pour 
wo — 0 on obtient [voir (11.35) et (11.36)] : 


F(0)= EE Q x 


2N 


x [ot+21im > (1-52) Ce, p-+ RE 6 (u) |. (11.85) 
Ré UE 


À la différence des spectres (11.61) et (11.79) dans le spectre 
énergétique (11.83) on ne peut séparer les caractéristiques probabi- 
listes du processus et la densité spectrale d'une impulsion isolée, 
elles font partie de X, (w). 

Si les durées aléatoires de tout couple d’impulsions sont indé- 
pendantes, on a Æ, (w)=X+ (w), et en vertu de (11.84) on a 
Ÿ3 (©) = 0. On obtient alors à partir de (11.83) 


[Ko (0) — Ka (0) + Ka (0) S 6 (w— +) | : 


T-= — 00 


2 


F (wo) — = 


(11.86) 


Pour des variances ©? très petites des durées des impulsions 
aléatoires, la structure du spectre énergétique (11.83) est la mème 
que celle d’une suite d’impulsions équidistantes d'amplitude aléa- 
toire. En effet pour ©, € T on a: 


Kp (o) & 18 (oo) F | À aywx (x, y, PT) dx dy = 
0 0 


= | g(wto) * B: (pT), (11.87) 


où B, (t) est la fonction de corrélation des durées aléatoires des 
impulsions. | 
En vertu de (11.87) on a également 


Ko (@) = 18 (oto) (° B+ (0) = (ot + x) | g (wto) |*, (11.88) 
K æ (&) = | 8 (oto)  B+ (oo) = % | 8 (oto) f°. (11.89) 
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En portant (11.87) à (11.89) dans (11.83) on trouve 


D] 


F (w) — ci +aoclim > (1—--) X 
 p=i | 
x Rip cos poT + ti > S(o— +) } > (11.90) 
si T x — 00 


Rep= ETS . (11.91) 


En comparant (11.90) et (11.61) on voit que le spectre énergé- 
tique des suites d’impulsions modulées en durée par des bruits, pour 
une faible déviation temporelle, est le même que dans le cas de la 
modulation d'amplitude. 

Etudions plus en détail la modulation unilatérale en durée 


des impulsions rectangulaires. Pour les impulsions rectangulaires 
on a 


1 x ; 
10 
zg (0x) = | ze iotx di — e—iou qu — 12 ; 
(U 
et par conséquent 
K» +! (A—e-ivx) (1—eivr) w,.(z, y, PT) dx dy = 


= 11+@(—0, 0, pT)—ciee@, (u)—e-ivne,.(—u)], (11.92 


où 6, 64 sont les fonctions caractéristiques bi- et unidimension- 
nelles des écarts aléatoires des durées des impulsions par rapport à 
la durée moyenne To. 


Passant à la limite pour p — 0 et p — œ on obtient à partir 
de (11.92) 


Ko(w) = 12— ei0%0,. (w)—e-ivmB,, (—0)], (11.93) 
K% (@) — _. [1 + [1e (&0) [7 —eivreB,, (&)—e-io06,. (—o)] (11.93) 

et 
Ko(0)—Ko= 7 _ [1—| 817 (©) F°]. (11.94) 


Lorsque les impulsions sont indépendantes, l'expression (11.83) 
donne pour la partie continue du spectre 


Fe(w)= #2 (1 —| 84: (0) 1, (14.95) 
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et pour la partie discrète 


Fa(o) = [14 | Or (w) | — evr08;; (w)— 


— 67070 0, (—w)] y &(o— +) | (11.96) 

11.2.6. Modulation bilatérale des impulsions en durée. Soit une 
suite d’impulsions rectangulaires modulées en durée. Supposons 
maintenant qu'en plus du flanc arrière (cas du paragraphe précé- 
dent), le flanc avant subisse aussi un déplacement aléatoire. Toute 
impulsion de la suite peut alors s'écrire de la manière suivante (voir 


page 472): 
 {u A Re mt D Pr = 2 gr vor J}: 


OÙ Tri» Tn2 Sont des déplacements aléatoires des flancs par rapport 
à leur position en l'absence de modulation et u (1 =1,0<1<1. 
Les fonctions X,.; (o) sont dans ce cas égales à 


En Le < 


Ka-j5(0)= m1: {-[1—e 2 e ni {Le * €@ 
i&TO iwr() 1OTN iwt() 
[ie 2 2 e —i+e ?e ? hs 


Ci D) 


X 


— iO 
ou encore 


(R) 
Kh-; (w) _ —iofr(À +10 ] _ 


e” i0T0p 


h h) _ (A 
— eine el +2) 5 ge 02) j . (11.97) 


Supposons maintenant que les deux flancs de l'impulsion soient 
déplacés d’une même grandeur, mais dans des sens opposés (modu- 
lation bilatérale symétrique des impulsions en durée). 


Comme dans ce cas Tny = | Tao | = 7%», la relation (11.97) donne 
alors 


, 1 
Kp(0)= 7 [O2 (©, — ©, PT)+ Os (—0, o, pT)— 


— ei0T08.. (o, O, pT)—e-i'ot6,. (—©, —0, pT)], (11.98) 


où 6.-est la fonction caractéristique bidimensionnelle des déplace- 
ments aléatoires des flancs par rapport à leur position en l'absence 
de modulation. 


En vertu de (11.98) on a 
K> (@) = _ [2 | Os (©) |? — Of. (w)eisvo— 6, (—w)e-ivtw], (11.99) 
Ko (o)= 2 12— 844 (2u) eiute — ,, (— 2) eine]. (11.99°) 


32—0624 
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Lorsque les impulsions sont mutuellement indépendantes on 
trouve pour la partie continue du spectre 
90°? 0? 
Fe (@) = + [Ko (©) — Ko (0)] = {2 [1 —| x (&) |] + 185: (w) — 
— @;; (20)Jeisto + [0 (—w)—8;,.(—2w)je-ivw}, (11.100) 
et pour sa partie discrète 


4sa® 


Fa (w@) — COTES rs [2 | Oi (w) F su Of: (wo) et0To — 


—6?,(—0) e-ivte] s ë (o— —-) . (41.104) 


r = — 00 
Si la fonction caractéristique est paire, les relations (11.100) et 
(11.101) entraînent 


Fe (@) = {1 —| Os (@) +18 (w)— Ou (2a)]cosats}, (11.102) 


Fa(@)= ee — {| + (©) |? — 81: (&) coswro} > ô(o +) ; 


(11.103) 


En comparant (11.102) et (11.95) on voit que le spectre continu 
dans le cas d’une modulation bilatérale symétrique en durée diffère 
du spectre continu dans le cas d'une modulation unilatérale par 
le terme supplémentaire 


4a3 > 
ar (O1: (w) — 8. (20)] cos wtse 


La modulation des impulsions rectangulaires en position est 
parfois considérée comme un cas particulier de la modulation bila- 
térale en durée, lorsque les deux flancs de l'impulsion sont déplacés 
dans un même sens de Thy — Tn2 = To (l'indice « 1 » se rapporte 
au flanc avant et l'indice « 2» au flanc arrière de l'impulsion). 
Raisonnant comme pour une modulation bilatérale en durée, on 
pourrait arriver, dans le cas de la modulation en position, aux résul- 
tats du $ 11.2.4. 

Remarquons que si les flancs avant et arrière de l'impulsion 
se déplacent indépendamment l’un de l’autre et si de plus deux 
impulsions quelconques d'une suite sont également indépendantes, 
on a en vertu de (11.97): 


Ka (D) = 5 [1 Oix (0) | —e-i0%8 1e, (—ù) Bic, (—@)— 
— 60%08;;, (0) Gir, (©) + | B1re (©) PJ, 
Ko (@) — _ [2—e-'01060,,, (—o) 617, (—0©) — ei. (w) Oix (0) ]; 
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par conséquent, dans notre cas la partie continue du spectre éner- 
gétique est 

2a? 
w2T 


Fe(o)= 512 —| Six (0) [P— 1] 817, (@) (11.104) 

Nous avons désigné ici par O4, et 64, les fonctions caracté- 
ristiques des déplacements aléatoires des flancs avant et arrière 
de l'impulsion. 

Si les caractéristiques probabilistes des déplacements des flancs 
avant et arrière sont les mêmes, en comparant (11.104) et (11.95) 
on voit que dans le cas envisagé les parties continues des spectres 
énergétiques et les parties apériodiques des fonctions de corrélation 
ne différeront des spectres et fonctions de corrélation correspondants 
en cas de modulation unilatérale que par le facteur constant 2. 

Mentionnons qu’en vertu de (11.97) posant Tyy = Va + Ta — To 
et v, — —7T,2 et ayant en vue que les impulsions sont mutuellement 
indépendantes, on a 


Ko (@) = | Byv (wo) |? [1 — 2Re 84 (©) + | O1 (wo) ]*, (11.105) 
Ko (wo) = 2[1 — Re 6; (w)], (11.106) 
puis on obtient le spectre énergétique d'un processus aléatoire im- 
pulsionnel d'intervalle de cadence déterministe avec modulation 


simultanée (mais indépendante) des impulsions en position et en 
durée 


F(e)=4 {211—Re 84 (0)]—[61, (0) f x 
X [1—2Re@;,(w)+]|81: (0) f]1—+ 1861 (0) f° x 
x 1—2ReGic(u)+]@i (u) FE D s(o— +}. (11.107) 


T= — © 


Il est évident que l’on peut obtenir (11.107) directement à partir de 
(11.32). 

Les relations (11.82) pour des impulsions de durée constante 
T = To et (11.95), (11.96) pour des impulsions de position invariable 
Ter pulsu de cadence v = 0 sont des cas particuliers de 
(11.107). 


11.3. CAS PARTICULIERS DE PROCESSUS 
ALÉATOIRES IMPULSIONNELS APÉRIODIQUES 


11.3.1. Impulsions de durée constante, apparaissant à des instants 
aléatoires. Soit une suite d’impulsions de durée constante To, appa- 
raissant à des instants aléatoires indépendants (fig. 11.9). 

Comme dans le cas qui nous intéresse wi (x) = Ô (x —t0) 
on à 


Q (w) = tog(oto), Qi: (@) = Togs (OT). (1.168) 
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En vertu de (11.15) on trouve également 
Ko (o) = % | 8 (to) f. (11.109) 


La fonction caractéristique 6. (w) pour des impulsions de durée 
constante est égale à eivto et, par conséquent, en vertu de (11.39) 


—— To £ 


Fig. 11.9. Impulsions d'égale durée apparaissant à 
des instants aléatoires 


on a 


Oin (©) = Oie (@) etre, (11.110) 
En portant (11.108) à (11.110) dans (11.45) on obtient pour a = 0 
Da?T2 2 
Fo) = {[1+ (2) 1e (oo) F+ 


g (— ot) #1 (— 070) e7 8, (w) g2 (0) 
1—Oju (@) LE: ô (u)}- 


+2Re 


Compte tenu de 


1 
81 (—@To) e7i20 — | u (1 — x) e-iuto (1—x) dr — 


1 
= | u (x) e-ivtex dr = g (TL) 
(1) 


et de 
g (—@to) &g (@To) = | £ (wto) f°, 
on trouve 
Ou (&) 


Fo) RÉ e ro F [+ (4) +2Re +7 60] 


Après des transformations simples il vient finalement: 


F (6) = 2 | & (@to) l° [ (2) + 


1 11.411 
+mavreortr0)]. (41411 

Si.a —0, on a 
_ 20° 25. en (w) [* , 


11.3] PROCESSUS ALÉATOIRES IMPULSIONNELS APÉRIODIQUES 501 


Notons que (11.111) correspond au spectre énergétique d'une 
suite d’impulsions de durée constante et d'amplitude aléatoire. 
Ce spectre dépend seulement de la variance o* et de la moyenne a 
des amplitudes et non de leur densité de probabilité. 

Nous allons étudier quelques cas particuliers des suites d'impul- 
sions de durée constante t, apparaissant à des instants aléatoires. 

11.3.2. Distribution exponentielle des pauses. Supposons que les 
pauses entre les impulsions successives aient une distribution expo- 
nentielle 


de 22 
Wire (t)= 7e Ts, 


T, = T — To Lt > 0. 
On a alors 
1 e'UTo 
Geo) Ou()= re 
et à partir de (11.111) on obtient 
2a°rè 
Fo)= + | £ (0T) | x 
2 1 1 
(=) + = +75) (41.112) 
d sin 
sin OT) 2 
Hum lon — 
2 

Pour to Ti (11.112) devient ,,, 

2a°2 a2To 
Fo) + |g (0%) E [1 + 

à _ \soeeee 
o1\2, 1 , À impulsion isole 

+ ; | + 6 (w) | (41.112) \ 
Dans cette approximation le 02 
spectre continu coïncide, à un . 


facteur constant près, avec le 
spectre d’une impulsion isolée. 


La figure 11.10 donne le 0 2 4 6 8% 


spectre énergétique continu 
d’une suite d’impulsions rec- 
tangulaires de durée cons- 
tante To — = et d'amplitude 


constante a pour une dis- 
tribution exponentielle des 


WTo 


Fig. 11.10. Spectre énergétique d’une 
suite d’impulsions rectangulaires de du- 
rée constante pour une distribution 
exponentielle de la durée des pauses 


pauses. Dans ce cas 
‘ OTo 2 
sin 

9 2 

WT 
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et 
sin? co 
8a? 2 2a?T: 
F(w) — EC TE +—750(@). (11.115) 
sin &T) 2 
Re | 00 — 
2 


11.3.3. Distribution normale des pauses. Considérons maintenant 
le cas où les pauses entre les impulsions suivent une loi normale 
de moyenne 7, = T — rt, et de variance of. On a alors 


Or (©) — exp (ioT,— Le \ 


O;, (©) — exp (ir - ©) 
et en vertu de (11.111) *) 


2a°ti e 
F(o0) = | g (ut) |? X 


_0°w? 
41—e 

2 
Guo* 


++ 6(w)|. (11.114) 


a 
— ee a 
UT 


1—2%e ? coswT+e 


Pour des impulsions rectangulaires d'amplitude constante 
(co = 0) on a en vertu de (11.114) 


0,0 OT 
[ES 0 0 
Ba? (1—e | SIn® —— 


a M - rs (11.115) 


Ü 0 @e 
1 — 2e 2 coswT+e À 


Pour to € T le spectre (11.115) a des maxima aux pulsations 
21h 


Fe (@) — 


On = 7 ; les densités spectrales pour ces pulsations étant égales à 
si HT 2 _ 2x2n20$ 
__ 2a*t$ T 1+e Fe , 
RE ee De eue, © 0509) 
: 1—e 7 


Calculons la largeur Aw, du rebondissement du spectre énergétique 
au voisinage de l'harmonique numéro 7 de la pulsation de cadence 


271 e « e [1 e LU 
7; au niveau où ce rebondissement coupe le spectre d'une impulsion 
*) En toute rigueur, la pause entre les impulsions ne peut être normalement 


distribuée, car c’est une grandeur essentiellement positive. Cependant si ou & T 
l’exemple envisagé présente un intérêt pratique. 
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isolée. Les points d’intersection, comme le montre (11.115), sont 
les racines de l'équation transcendante 


2 
sue 
cosoT —e  * 
La valeur approchée de ces racines est donnée par l'équation 


.. oT \2 
Sin —— 


( Ou } 2 
T on oT 
pa 
An à ju : 
Posant © = ©, + 5 On obtient l'estimation 


40 un 
T2 


Aw, = 


Pour ©, — 0 la largeur du rebondissement tend vers zéro, l’inten- 
sité F (w,) augmente indéfiniment et le spectre devient un spectre 
de raies d’une suite périodique d’'impulsions, se succédant à la 


pulsation de cadence = | 


11.3.4. Signal écrêté. Un signal écrêté est une suite d’impulsions 
rectangulaires de hauteur a et de durée aléatoire, apparaissant à des 
instants aléatoires (fig. 11.11). Un tel signal apparaît à la sortie 


JUULIU L: 
Fig. 11.11. Signal écrêté 


d'un limiteur parfait, lorsqu'un signal aléatoire est appliqué à son 
entrée (voir $ 7.2.4). Supposons que la durée de l'impulsion et la 
durée de la pause, qui sont des variables aléatoires, ont même loi 
de distribution, et que @:. (w) est la fonction caractéristique cor- 
respondant à cette loi. On a alors 


1 | 
: 4— -10 
gt)=g(e)= [e-ivraz= 5 
Û 
et 
sin \°? 
° 2 
leaf =t —— |. (11.116) 
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En vertu de (11.41) et (11.42) on a 


Q(—u)=Qi(—0)= — FO, (41.447) 
En portant (11.116) dans (11.15) on trouve 
Ko(&)=-7 [1 —Re 8, (w)]. (11.418) 


De plus, comme dans le cas envisagé 


T 

Bo) =), T=%: 

(ceci en vertu de l'hypothèse que les durées des impulsions et des 
pauses sont indépendantes et ont même loi de distribution), on 


spectre d'une, 
impulsion iSolee 


0 2 4 6 8  Guù 
Fig. 11.12. Spectre énergétique d'un 
signal écrêté pour une distribution 


normale de la durée des impulsions et 
des pauses 


obtient pour o = 0 à partir de (11.45) 


H4a? Oix (w) [1 — Or (W)}° a? 
F (w) —= Tu {1—Ree,. (wo) — Re Re + 0 (o) 


et finalement, après des transformations simples, 


4a? D 1—@1r(w) , 0° : 


___4a 1—] 614 (o) |° La 
7 To? 1—2 Re Bi (u)-F [On (w) [? T 2 PU ETS) 
Pour w = 0 la partie continue du spectre (11.119) est 
F(0)=+ Mar}, (11.120) 


où M}, {t} est la variance de la durée de l'impulsion égale à la va- 
riance de la durée de la pause. 
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Si les durées des impulsions et des pauses du signal écrêté sont 
normalement distribuées, on a 


e T 2 
Giro) =exp (io 0%), o<T, 
et en vertu de (11.119) 


2 _ 79%? 2 
F(o)= = ++ 6(v).  (11.121} 


1—2% 2 cos + e 


Sur la figure 11.12 on a représenté le spectre énergétique cor- 
respondant à la distribution normale des durées des impulsions et. 
des pauses d'un signal écrêté pour ©: = 0,17. 


11.4 QUELQUES TYPES DE PROCESSUS ALÉATOIRES 
IMPULSIONNELS MIXTES 


11.4.1. Nombre aléatoire d’impulsions standards de position donnée. 
Proposons-nous de calculer le spectre énergétique d'un processus 
dont les réalisations sont des paquets d’impulsions modulées en 


To 


a 


T Ê 
Fig. 11.13. Nombre aléatoire d'impulsions standards 


‘dans les positions données 


amplitude de durée constante To, séparées par des pauses 15 égale- 
ment constantes, le nombre d'impulsions dans les paquets étant 
aléatoire (fig. 11.13). Dans le cas envisagé on a 


Ko (o) = K> (©) = % | £ (oto) |? 
Gin (@) = Or (@) Ours (wW) = efv (ru+to), 
Q (o) = Ttog (oto), Q: (©) = Tog (—wTo) ei. 


En portant ces valeurs dans (11.52) on trouve l'expression de la 
partie continue du spectre énergétique 
21202 = 211302 : 
Fo) =] 8 (050) D rpr= | (wT)P. (11.122) 


r—0 
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L'expression (11.122) ne diffère du spectre énergétique continu 
d'un processus, dans lequel une seule impulsion modulée en ampli- 
tude apparaît dans chaque intervalle déterministe, que par le fac- 
teur À, égal au nombre moyen d’impulsions dans le paquet. Cette 
expression montre également qu’en l'absence de modulation (o = 0) 
la partie continue du spectre de la suite de paquets d’impulsions 
de longueur aléatoire est toujours identiquement nulle. 

A partir de (11.53) on trouve l’expression suivante pour la partie 
discrète du spectre énergétique : 

F, (w) = . 4na®15 | (6%) |* 


T° 


T® sin? w (to+Tt*) 
© 


X > Pr Sin? r@ (to TS) > ô(o— me), (11.123) 


r=0 R= — 00 


qui dépend de la loi de distribution du nombre aléatoire d'impul- 
sions dans un paquet et n’est aucunement influencée par la modu- 
lation. 

Supposons que les impulsions dans le paquet soient distribuées 
suivant la loi de Poisson [voir (1.39)] 


pr= ee"? (41.124) 


où À — À, est le nombre moyen d’impulsions dans le paquet. 

Supposons que T5 —= To et To € T, on peut alors négliger la 
probabilité de |” apparition d'un paquet d’impulsions dont la durée 
soit supérieure à l'intervalle de cadence 7. En portant (11.124) 
dans (11.123) et en prenant la somme, on obtient: 


2rar? à 
Fa (o) = | g (Wto) [° x 


4—07 2251200 Ços (À sin 207 s 2xk 
«nent ÿ 0 (0-2) 


— Q— —— 
Sin“ WT) 


= (11.125) 


k= — © 


Remarquous également que pour p, = 1 et p. =0,r#naà 
partir de (11.122) et (11.123) on obtient l'expression des spectres 
énergétiques des paquets contenant x impulsions modulées en am- 
plitude : 


Fe (©) = EE | g (6To) |”, (11.126) 


ue a 


Fa (o) = Leur) pe Se 200 sin? roTo s S(o—%), (11.127) 


sin OT 
Rk=— — 0 


où To = To + T. 
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Si T = nTo, on arrive à la formule (11.64) donnant le spectre 
énergétique d'une suite, dans laquelle sur un intervalle détermi- 


niste To =T apparaît une seule impulsion modulée en amplitude. 
11.4.2. Impulsions de durée constante apparaissant à des instants 
aléatoires. Considérons des paquets d’impulsions de durée constante 


T 


T t 


Fig. 11.14. \mpulsions de durée constante apparais- 
sant à des instants aléatoires 


modulées en amplitude. Ici les instants d'apparition des impulsions 
dans les paquets sont aléatoires (fig. 11.14). On a alors: 


Ko (©) = Kœ (&) = T5 | 8 (oto) f°, 
Q: (o) = Tog (—wTo) er, 
Q (wo) = tog (to), 

Qin (@) — Gire (©) evo. 


En portant ces valeurs dans (11.52) et (11.53) on trouve 


Oo 


Dar? — 2 1—6, (w) 
Feb)= RE er) ED pr {r (2) 184 @)F| SE 
r=0 


| + 


a 


_ 2 8 1—0! 
AC — 9 Re 2 0) 0 Ein nn, (41.128) 


2 Re Oiy (&) + | Gi (w) [? [1 — Biu (w)T° 
Anar? : ; 
Fa (©) = | g (to) F | O1 (©) FX 


a. 8, ww) € 2xk 
x 3» (ent 2 (o— +). (11.129) 


Les formules (11.122) et (11.123) sont des cas particuliers de 
(11.128) et (11.129) pour 84, (@) = eïv (to+16), 

Supposons que les durées des intervalles séparant les impulsions 
soient normalement distribuées 


Où (o) = €XP (io ci?) , Ci To L Ti & à (11.130) 
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On a alors en vertu de (11.128) et (11.129) 
sh ea 
nS o\2 2 
Fe (o) = le @r)r À Pr ir (=) + NUE on 
r=0 ch — COS WT, 
(r+1) 00° © D cos ru 1 
— exp | — ET | Giu? + EE 5 X 
h 5 ——C08 WT (ch Le — cos ut: 
010? 0°? 
X [1—ch 5 coswr, — exp o = } X 
X (cos rOT, — COS TOUT, COS WT: ch= pain rüT: Sin OT: sh © =] , 
(11.131) 
Anar É 
Fa(o)= Re | 8 (to) D pr x 
r—=0 
(r+1) ofw2 nu mou” 2nk 
X Exp | — ——— T3 > ô(w— +). (11.132 
- ch cos OT: À 


Supposons que le nombre d’'impulsions apparaissant durant le 
temps 7 soit distribué suivant la loi de Poisson. En portant (11.124) 
dans (11.131) et (11.132) et en prenant la somme on obtient 

sh SE 


2a°ti : 0? 
—7— 18 (6%) Far + Gin 
ch 5 ——C08 WT; 


Fe. (©) — 
ou? 
+.) 


(A) 
ch 5 
: | L o?w3 
2 cos ni | cos (a a rue) + 


es 
— COS WT: 


cos OT, — 


Ta nes a Fu 
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— exp FL À US Fe eo Fe 1e” Tino.) — 
o?w? 


0?w? SLT DE 
— COS OT: ch—— cos (2e 2 sin e) + 


+ sin OT, sh © sin (re _ sin OT: ) | , (11.133) 
Fe ie 
Fat) = ns | g (oto) Fe : {1+exp[ — A (1—e Th 
ch FD — cos UT. 
— 2exp | À GS Le mue) le s(e + sin nn) } X 


x 2 S(o—). (11134) 


Notons que pour p, = 1, p, — : r#n, on tire de (11.128) 
et (11.129) l'expression du spectre énergétique des paquets formés 
de n impulsions modulées en amplitude apparaissant à des instants 
aléatoires à l’intérieur d’un intervalle de cadence. 

11.4.3. Signal écrêté sur des intervalles de cadence déterministes. 
Considérons un processus aléatoire impulsionnel, représenté par des 
segments finis du signal écrêté sur des intervalles de cadence déter- 
ministes, c'est-à-dire des suites d’impulsions rectangulaires indé- 
pendantes de hauteur constante et de durée aléatoire, apparaissant 


T t 


Fig. 11.15. Segments de signal écrêté sur des 
intervalles de cadence déterministes 


à des instants aléatoires (fig. 11.15). Supposons que les durées des 
impulsions et des pauses suivent une même loi de distribution et 
soit @4: (w) la fonction caractéristique correspondant à cette distri- 
bution. On a alors 


gun=i=, O6, (u)-= 6}: (0), 
Ko(@)=<[1—Re@:. (0)], 
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Ke (2) = 5 [1 —2 Re Os (w) + | Gi (w) I, 


Q(— 0) = Qi (— 0) =—< [1 — Bi (w)]. 
En portant ces valeurs dans (11.52) et (11.53) on obtient 


Fe (@) + un D Pr {2r [{ — Re 6,. (@)] — 
7—=0 | 

— 877 2 

—|6;. (0) |? [1 —2Re 6: (0) +161. (w) e) | 1x (&) 


— 6, (o) 
. 4— 2r 
rss (r— Emil (11.435) 
1—6;,(w) 1—6;, (w) 
Fa (©) — Sabu (@) +161: (0) [1181 (o) F x 
1—6f7 (0) [2 ss 21k 
xD» PT > ô(w— +) - (11.136) 


Supposons que les durées des émissions et des pauses soient nor- 
malement distribuées. On a alors 


6;. ()—exp {ivre _ +} ; (11.137) 
Or << To & T. 
En portant (11.137) dans (11.135) et (11.136) on trouve 
w r sh a 2rH1 Ga 
4a? 2 e 
Fe (©) = Tw? à Pr (ET ch 02 w°— cos 20T) X 
r=0 ch + cos WTo 


9 ,,9 
- 


O0 
X (ch —— — COS &To) (ch ro%w?— cos 2rwto) + 


1 


2 (2 
+ — 59 ———— |1+ch É COS OTo — € (cos 2roTto + 
2 (ch = + cos ue) 
2 02.62 
+ch COS OTo COS 2767) — sh un sin OT) Sin ro] . (11.138) 
0? 
Sa? C — 9 — — C08 WT ” ; 
Fa(o) Tu ch 0w— cos 20% > (ch rO+&° — COS 2ruTo) X 
r=0 
- 2 sé 
x e  Dô(o— +). (11.139) 


R= — 00 
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Supposons que le nombre d’impulsions apparaissant durant le 
temps 7 soit distribué suivant la loi de Poisson. En portant (11.124) 
dans (11.138) et (11.139) on obtient après sommation 


AO 0? w= s s% LE 
La? À sh 9 ch 5 — COS WTo € 2 
Fe(w) — To? O2? “_ cho?w2— cos 2utp 2 . 
ch 5 + cos WTo 


-0?w2 cns 2wta) 


X [1 + e-a(i-e" 754) _90-1(1e cos (1e "7% sin 207) ]+ 


". __ 


+01 
2 (ch L + cos ut) 


2 2 
020 
2 


= [1+ch COS WTo — 


0? w?2 
2 


0202 2 
— e=1(1-e" 950% cos 20%) [ cos (Ae” 1% sin 2wto) +ch X 


0202 _- 
X cost, cos (e”°T° sin 2wTto) — 


— sh Æ — sin @ToSin (he” 7% sin 20) | , (11.140) 
0 w2 2 9 
à Ch———coswTr _ 71% ee 
CS er NE Me 2 Modo 


Two? chow?— cos 209 


—2e-n(1-e TER cos (he %% sin 207)] 9 (o 7 ). (41.441) 


R= — 00 


Problèmes 


11.1. Soit une suite d'impulsions rectangulaires indépendantes d'ampli- 
tude constante a et de durée to, d'intervalle de cadence déterministe 7, sup- 
posons que l'écart v du temps d'apparition des impulsions par rapport à la 
valeur moyenne représente un processus aléatoire normal stationnaire de moyen- 


ne nulle et de variance 0} & T3. Montrer que le spectre énergétique et la fonc- 
tion de corrélation de ce processus aléatoire impulsionnel sont : 


F (w) — 2 sin fie ve LT e7 20? D Ô (o—+) |, (1) 


@°T 2 J 
T= — 00 
| B (x) = Ba (t)+ Be (t), (2 
ou 
2a° 23rTt 
Bal) = Fe D ar COS T (3). 
r=1 
0,,\2 

—4n2r2 | 

ar = + € (+) sin? T0, (3”} 
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Bol) = TRES et (T|— To) + 
+ Las 1450 284 (1 + D + Ki (LT |—vo)} + 
203 
de 3 La (6 14-vo)— 282 (1) + Ke (lt 1—50)]} à (4) 
1 l D. 
HOT (5): KO=— ne “, 1>0. (4) 


© (zx) est la fonction de Kramp [voir (2.65)]. 
11.2. Montrer que si dans les conditions du problème 11.1 la distribution 
de l'instant d'apparition d'une impulsion est uniforme sur l'intervalle de —aT 


À aT(0 <a <5-+). on a alors 


Sa ., 
F(o)= ep sin? #0 | 1 — 


sin aw7 2x sin aw7 2xr 
= Rrs ŸT giss 2 0 (o— |: 6) 
T=— 0 


si la distribution mentionnée est 


1 1 
DOS: [Iz|<aT, 
Vi 
On a 
HA 
F ()= 2 sint 0 | 1—/3 (awT)+ = J3(aoT) S 6 (o— ee }| . (6) 
r= — 00 


11.3. Considérons dans les conditions du problème 11.1 le processus dont 
les instants d'apparition des impulsions sont corrélés. Sachant les densités 
de probabilité uni- et bidimensionnelles des instants aléatoires d'apparition 
des impulsions par rapport au début de l'intervalle de cadence, soit: 


{ 
1 7204 
Win (= € , 1 
tv (4) 20, (7) 
1 R, (1) Vite 
Was (ti Los T) = [ ,® Ve 1x 


402 [1—R2 (x) LOS, [1—RE (rt) 


ty+t : 
<e(—mpnemi)  ( 


t>0, 220, DT, 
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montrer que le spectre énergétique du processus aléatoire impulsionnel considéré 
est 


Sa 2 
F (w)= 2a°t5 2 . 
DE: C5 d 


402w° es R? (PT) cos pwuT 
à (re 2 2 s[1+ 2 2 AA EE AV APN)] 


2 i Ç 9; 
+R Tr > so )}. (8) 


T = — © 


11.4. Soit une suite d'impulsions rectangulaires indépendantes d'amplitu- 
de constante, apparaissant à des instants fixes sur l° intervalle de cadence déter- 
ministe 7. Supposons que la position du front arrière varie de telle sorte que 
la durée des impulsions soit une variable aléatoire de moyenne % et de variance 
o? & T°. Montrer que le spectre énergétique de ce processus aléatoire impul- 
nel est 


ss 
070 


97° Lu? 9  —— _ 2,2 
Fh)= [1e + (12e À cosuro+e 7 )x 


| S 6 (w— 2xr | (9) 


r— — 00 


11.5. Montrer que si dans les conditions du problème 11.4 la distribution 
de la durée des impulsions est uniforme sur l'intervalle 


T 
To + AT (o< a<s-+) * 
on a 
2a° sin® awT sin awT 
F (w) = TT Fi + (1 —2— 57 008 Wto+ 
sin® awT ds 
+) D 6(-T)]. uo 
r— — 00 
Si la distribution mentionnée est exponentielle de paramètre m. > a on a 
8a°t; 
FO)= TT To T 


sin® 9n2 7 
.T sine + siNnOT , “0% ( Eu 
++ Œy a te | 2 6(o—-+-)|, (1 
= — 0 


_ To 


33—062* 
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et si la distribution de l'écart de la durée par rapport à la valeur moyenne 
coïncide avec la loi d’une sinusoïde de phase aléatoire, on a 


F(o)= Sr {178 (a0T)+ 


27 S 27r 
+7 {1 —2Jo(awT) cos To + JE (æwT)] >, ô (o— T 1h «< (12) 
T=-©œ 
11.6. Montrer que dans le cas d’une modulation bilatérale en durée les 
spectres énergétiques des processus impulsionnels considérés dans les problè- 
mes 11.3 et 11.4 sont: 


pour la distribution normale: 
; Lu eu? 
FG)= | (1+e is cos to) (1—e Fe )+ 
an 00? . OT < 21r 
+R in S S(o— +) |. (13) 


f=—-0 


pour la distribution uniforme: 
4a° f sin* aw7 (% awT sin un) 


CSS SE ESS CRSNENRES CORSA ES ET 


a°w°T? a2w2T= 2auwT 


2 
; sin aw T sin 200 0 
FLN RSR Ô (o— ne 14 
awT T + (14) 
T=—0 
pour la loi d'une sinusoïde de phase aléatoire 


F(u)= { 1 J3 (OT) +{J8 (aoT)— Jo (2auT)]x 


[es 
45 e. 2 
X cos OTo+ J3 (œwT) sin? _ > ôÔ (o— — }} . (15) 


T= — 70 


11.7. Obtenir l'expression suivante pour le spectre éncrgétique d'un proces- 
sus aléatoire impulsionnel d'intervalle de cadence déterministe, représentant 
une suite d'impulsions de durée constante to. l’amplitude et l'instant d'appa- 
rition de ces impulsions étant des variables aléatoires et indépendantes : 


F(0)= À | g (uto) IE ot+a2[1—1 0, (0) F4 
, 2% < ; 
+) OR OP D (0% )}, 6 
où Do 


2N 
Ÿ (w) — 2 Ji > 57) Re {0°R O6: (w, — (0), PT) eoPT DL 
4 p=i 


+a?[82, (0. —w, pT)—]| 83, (w) [?] e7fopT,, (17) 


Notons que si l'on remplace % | £ (@To) | par | g (©) | la formule (16) 
devient valable pour des impulsions de durée infinie se recouvrant. 
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11.8. Obtenir l'expression suivante pour le spectre énergétique d'un pro- 
cessus aléatoire d'intervalle de cadence déterministe représentant une suite 
d’impulsions apparaissant au début de l'intervalle de cadence, dont les ampli- 
tudes et les durées sont des variables aléatoires indépendantes: 

9 


F(w)=+ | (a? +02) Ko (io) —a2Ko (0)-+- (0)+ 


LaK @) + DE (o— Su )] , (18) 
où Do 
2N 
ÿ (0)=2 lim D (-—) Re {02RK D (&) + 
p= 


+a[Kp(u)—Ks(w)je" #7; (19) 


11.9. Montrer que le spectre énergétique d'une suite d'impulsions rectan- 
gulaires indépendantes. apparaissant au début de l'intervalle de cadence déter- 


| Ù I | bar | 


Fig. 11.16. Nombre aléatoire d'impulsions de pola- 
rité donnée 


ministe 7? — 4, et dont les amplitudes et les durées ont les distibutions discrè- 
tes respectives: 


vx (9 = + (5 (2— 40) + 8 (x — 240)}, 


ve (0) = 16 (y — 10)+ 6 (y— 210), 


a la forme suivante: 


. OT 
Am bre 


OTh I 


+9 (148008 2) S 6 (o——) |. (20) 
Tux — 00 


Pour w = 0 les densités spectrales sont [comparer avec (11.35) et (11.36)] 


19... 81 
Fe(0)=2% 4êto Fa (0) = 27 486 (w). (21) 

11.10. Supposons que sur des intervalles déterministes T on voit apparaître 
avec la même probabilité des impulsions rectangulaires de durée 7, d'amplitude 
+1 ou —1 (fig. 11.16). Montrer que le spectre énergétique et la fonction de 
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corrélation de ce processus aléatoire impulsionnel sont : 


F(w)=2T —— ; (22) 


R(D=1—LE,  [<l<T. (23) 


Conseil: obtenir (22) de deux manières différentes: à partir de (11.61)et de 
(11.119). Dans le second cas tenir compte de 


é 1 inoT etoT 
-ino 
Girl) = Dre F3 sciet 
1 FE 


11.11. Soient les durées des impulsions et des pauses d’un signal écrête 
distribuécs suivant la loi du +°?: 


21 


2: 1 2 \m 7 


Montrer que le spectre énergétique de ce signal est 


w2T2 Ro 


‘ 1—\1+ : 
Flo} = 2 : +7 6 (). (25) 


Considérer le cas particulier de la distribution exponentielle (cas d'un 
signal télégraphique aléatoire, voir 8 4.2.10) pour m = 0 


a°T 
4 


+) 


et comparer la formule (26) avec (4.119). 


F (w)= +2 6 (u) (26) 


CHAPITRE 12 


CARACTÉRISTIQUES ÉNERGÉTIQUES DE LA MODULATION 
PAR PROCESSUS ALÉATOIRES 


12.1. FONCTION DE CORRÉLATION D'UNE PORTEUSE 
MODULÉE PAR PROCESSUS ALÉATOIRES 


12.1.1. Méthodes de modulation, porteuse et processus de modula- 
tion. En radiotechnique, pour transmettre une information on fait 
agir les signaux basse fréquence recelant l’information utile (pro- 
cessus de modulation) sur un ou plusieurs paramètres de l'oscillation 
haute fréquence (porteuse). C'est ce qu'on appelle généralement 
modulation. Les différents procédés de modulation sont soit des 
transformations linéaires des processus de modulation dans les 
systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps, soit des 
transformations non linéaires des processus de modulation et de Ia 
porteuse. 

La modulation linéaire d'amplitude est réalisée dans des mul- 
tiplicateurs (voir $$ 5.2.5, 5.4.3). Un multiplicateur, qui est un 
dispositif linéaire à paramètres commandés par le processus de 
modulation, peut également être considéré comme un système li- 
néaire non inertiel (amplificateur) faisant varier l'amplitude de la 
porteuse suivant une certaine loi, fonction du processus de modu- 
lation et de la caractéristique de l’amplificateur. Dans une autre 
méthode non linéaire de modulation d'amplitude on applique la 
somme d'une oscillation porteuse et du processus de modulation 
à l'entrée d’un système non linéaire non inertiel (mélangeur). Le 
processus de sortie contient également une composante proportion- 
nelle au produit des processus d'entrée. Ce procédé se trouve à la 
base d’une opération plus générale appelée en radiotechnique chan- 
gement de fréquence. 

Lorsque le processus de modulation agit sur le paramètre angu- 
laire de la porteuse c'est la phase instantanée qui varie. Suivant 
le mode d'action du processus de modulation sur la phase on dis- 
tingue la modulation de phase où la phase est proportionnelle aux 
valeurs du processus de modulation, et la modulation de fréquence 
où c'est la dérivée de la phase instantanée (fréquence) qui est pro- 
portionnelle aux valeurs du processus de modulation. 

Les méthodes linéaires de modulation du paramètre angulaire 
peuvent être utilisées dans des lignes introduisant un retard 
variable dans le temps (voir $$ 5.2.5 et 5.4.2). 

On utilise couramment les systèmes de rayonnement continu 
à modulation d'amplitude, de fréquence ou de phase pour la trans- 
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mission de l'information. Le signal porteur peut être non seulement 
une onde harmonique haute fréquence (comme dans les réseaux de 
transmission actuels), mais également un bruit représentant un 
processus aléatoire stationnaire à bande étroite (intéressant, par 
exemple, dans les systèmes optiques de transmission). La résolution 
d'un bon nombre de problèmes pratiques dans ces domaines de la 
technique exige l’étude des spectres énergétiques des signaux modulés 
auxquels est consacré le présent chapitre. 

Dans ce qui suit nous convenons que le bruit porteur est un pro- 
cessus aléatoire E ({) normal, stationnaire, à bande étroite, de moyen- 
ne nulle et de spectre énergétique F: (w) disposé au voisinage de 
la pulsation w,, et que les processus n, (£) et n (£) modulant l’am- 
plitude et la phase de la porteuse sont des processus aléatoires nor- 
maux stationnaires (et, en général, stationnairement liés). Les 
processus aléatoires de modulation peuvent être tant à large bande 
qu'à bande étroite. Supposons que leurs moyennes soient nulles, 
et soient 05, O%, Ra (t), Ro (t) les variances, les coefficients de 
corrélation et le coefficient de corrélation mutuel des processus 
Na (£) et no (é) respectivement. Supposons également que le bruit 
porteur et les processus modulant soient statistiquement indépen- 
dants. Notons que nous pouvons considérer la porteuse comme un 
bruit sans perdre de généralité, car une porteuse harmonique en 
est un cas particulier. 

12.1.2. Expression générale de la fonction de corrélation. Ecrivons 
un processus aléatoire à bande étroite [voir (6.42)] sous la forme 


& (4) = E: (4) cos lwot + 3 (1)], (12.1) 
le bruit porteur modulé (modulation mixte) sera alors 


C (1) = E: (1) E (t) cos loot + ps (t) + 1 (2)], (12.2) 


où Æ (1) et w(t) sont des processus aléatoires fonctionnellement 
liés aux processus de modulation n, (£) et ns ({) suivant les carac- 
téristiques des modulateurs d'amplitude et de phase. Il faut noter 
que le processus © (£) n’est pas stationnaire même si les processus 
modulant le sont. 


Calculons la fonction de corrélation (puis sa moyenne prise sur 
le temps) du bruit porteur modulé (12.2), soit: 


B; (4, 7) = m {GO GG +T)} = m {E (0) E (+7) x 
X E(H)E(t + +) cos loot + q: (t) + p (#)]l cos lwo (£ + +) + 
+ qu + Tr) +vb(t + 7)]}. 


En écrivant le produit des cosinus sous la forme d'une somme, on 
obtient 


Bet, 1) =5m{E (DE (+TDEUHE(+T X 
X cos [oot + y (8 + T) — ps (4) + b (+ 7) — Ÿ 1} + 
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+7 m {E O EH (C+TDEUWE(U+T X 


X cos [2wot + @ot + ge (6) + ps ( + T) + 
+p(n +vp(t+rT,)]}. (12.3) 


En vertu des limitations mentionnées plus haut le premier terme 
du second membre de (12.3) ne dépend pas du temps {, mais seule- 
ment de la différence t. Lorsque l’on prend la moyenne de B: ({, 7) 
sur la variable £ le second terme de (12.3) s'’annule. Par conséquent 
la fonction de corrélation moyenne dans le temps est égale à 


B* (r) = (Be (, D) = mi {E (0 EC +DEDE( + X 
X cos [oot + qe (4 + T) — qe (ft) +p(t + Tr) —#p(1)]}, (12.4) 


ou, tenant compte de ce que la porteuse ne dépend pas des processus 
de modulation on a 


B* (x) = _ Re [e-ivotm, {E (4) Es (+ 7) et RO 


Xm£E (t)E (e+the-itttt+n-#(1)], (12.5) 


Notons que dans la formule (12.5) les deux premiers facteurs entre 
crochets se rapportent au bruit porteur, et le troisième aux pro- 
cessus de modulation. Pour une porteuse harmonique d'amplitude 
constante A4, et de pulsation w, (ou pour une porteuse quasi déter- 
ministe d'amplitude et de fréquence constantes, mais de phase 
aléatoire œo) on a 


m {Es (0) Es (t + ve-ils (+ 0-01} = A2. (12.6) 


A partir de (12.5) on peut trouver comme cas particulier l’expres- 
sion de la fonction de corrélation moyenne d'une oscillation har- 
monique modulée en amplitude et en phase (fréquence) par des 
processus aléatoires cohérents, soit: 


B* (1) — Si Re [e-ivotm, {E (G)E (t+t)e-lttsn-v(0n]. (12.7) 


12.1.3. Porteuse et processus de modulation à distribution normale. 
Prenons maintenant la moyenne de chacun des deux facteurs figu- 
rant dans (12.5) en supposant que la porteuse et les processus de 
modulation soient normalement distribués. 

Compte tenu de l'expression (8.16) de la distribution conjointe, 
à deux instants, de l'enveloppe et de la phase d’un processus aléa- 
toire normal stationnaire, on trouve 


mi {E: (4) E (+ re "90 con D 
oO © TI À 


= [ | | | riroe i(02-00)W, (Ti, los Vis Vo, T) dÿ, dÜ: dr, dre = 


0 0 =1r-x 
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TT (02-014 POLE cos(02- 01- 00) 
{ ; 1-RÈ dô, do. | dz, d2a. 


| 
4x 


x [ 


Comme l'intégrale intérieure (sur Ÿ, et Ÿ>) est égale à une fonc- 
tion de Bessel de premier ordre de l'argument imaginaire on a 


m4 {E: (£) E: (£ + T) en -9,0)) = 


NX -71 


= ER, (r) | Se 2 ds —202Ro(t), (12.8) 


où À, (t) est le coefficient de corrélation du bruit porteur *). 

Passons à l’étude de la moyenne du facteur contenant les fonc- 
tions de modulation. A cet effet il y a lieu d'établir tout d'abord la 
relation fonctionnelle entre les processus aléatoires Æ (t), 4 (4) 
d'une part et n: (f), nv (t) de l’autre, en utilisant pour cela les carac- 
téristiques des modulateurs d'amplitude et de phase. 

Pour une caractéristique linéaire par morceaux d'un modulateur 
d'amplitude la relation entre Æ (t) et n: (t) est donnée sous la 
forme suivante : 


EL 1) > — a, 
E&= A RU EE (12.9) 
0, Na (4) <— ka. 
La grandeur m — Ia max est appelée taux de modulation 


a 


d'amplitude. 

Si on représente la caractéristique linéaire par morceaux du 
modulateur par une intégrale curviligne (voir $ 7.2.3), on peut 
écrire la fonction E ({) de la manière suivante 


! y iul1+ <— 
EU=se | que [ ka À Qu, (12.10) 


où c est le contour représenté sur la figure 7.3. 


*) Dans le cas d'une porteuse harmonique (quasi déterministe) Ro (tr = 1. 
ct (12.8) devient (12.6). 


QE 


OË — 
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Comme les valeurs instantanées d’un processus aléatoire normal 
peuvent être en valeur absolue aussi grandes que l’on veut, on peut 
en principe toujours s'attendre à une surmodulation (m > 1). 
Cependant si la variance de n, est petite par rapport à k,, on peut 
pratiquement négliger la surmodulation. Le temps relatif v,, de 
surmodulation est donné par l'égalité suivante 


“ha 
1 20° k 
Vo e Fi dr=1—F(#). 
+ On V2x Î Ga 


Pour 6, < ka, en utilisant le développement asymptotique 
(2.64) on obtient 


ka V 27 
Au contraire, Si Ca > Æa (forte surmodulation), en développant 
la fonction de Laplace en série de puissances {voir (2.63)] on trouve 
Ut — 
VA 
Supposons que la caractéristique du modulateur de phase soit 


linéaire. Dans ce cas la relation existant entre les fonctions aléatoi- 
res % (i) et no) est très simple 


Vmn © 


Ÿ (4) = kono(t). (12.11) 
Avec les notations 
t t 
n=?, No — ED , 


Ns = Age (L), = Age (4 +7) 
et compte tenu de (12.10), on obtient 
m£E (4) E(t+r)e-itt+n-#tn = 
— _ | Î m {einiuitineustins- ins} ei(ui+us2) 
Ct Co 
Introduisons la fonction caractéristique quadridimensionnelle 
de quatre grandeurs n1, M», 3, 14, Corrélées, normalement distri- 
buées (dont les moyennes sont par hypothèse nulles), soit: 


du; dus 


a n 
UyUs 


(12.12) 


, 
4 


& 
O, (ui, Ue, Us, Us, T) = XP {> >» OnOnRhn (T) Una } , (12.13) 


k=1in=1 
où 0% et o° sont les variances de la k-ième et de la n7-ième variables 


aléatoires; R2, est leur coefficient de corrélation mutuel. Par con- 
séquent, pour # = n la grandeur R;,, = 1, les autres étant données 


522 MODULATION PAR PROCESSUS ALÉATOIRES (CH 12 


par les caractéristiques probabilistes des processus de modulation: 


Ca 
Sé Mn urS O3 = O4 = ky0o 

Ri2 (T) = Ra (tr) = Ra (nr), 
Rai (T) = Ris (T) = Ro (T), 
Ris (T) = Ru (T) = Rao (t);, 

Ri3 — Ra = Ro (O), 
Ro (T) = Ro (t) = Rya (T), 

Roy = Riz = Roa (0). 

En vertu de (12.13) on a 


ms {ermuitineustins—ins} = (SR (Us U, 1, Fe 1, t) 
ou 


° . . . 0° a 
m;, {einiu-inaustins- ins} == EXP { _— TE [ui 2R;: (T) wie + ul} x 


ce 


x exp{—Kgoÿ 11 — Ré ()l}exp { —” 
x (ue (0 Ro (gs (0) — Ron ( a .. (4244) 


Dans le second membre de la formule (12.14) le premier facteur 
correspond à la fonction caractéristique bidimensionnelle du pro- 


cessus 0 


, le second à la fonction caractéristique (lorsque l'argu- 


ment est égal à l'unité) de la différence k, [ne (€ + T) — no (t)] *), 
le dernier facteur tient compte de la corrélation entre les processus 
aléatoires n, (£) et n, (£). 


En portant (12. 12) dans (12.12) on trouve 
m{E (t)E(t+Tt)e- ft 


—e""poglt-Rg(T] Le | | exp { _ (Æ) [u° +2R;: (t) bats + 0] } X 


C4 Co 


[ Éç0a0® 
k 


X EXP | (LRag (0) — Rag (T)] 3 — [Rya (9) — Ra (T)] u:)} X 


x eltur-tuz) ee .. (12.45) 


En réunissant (12.5), (12.8) et (12.15) on obtient l'expression 


générale de la moyenne prise sur le temps de la fonction de corré- 
lation du bruit porteur, modulé en amplitude et en phase par des 


*) Voir (4.126) pour t = 0. 
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processus aléatoires normaux stationnaires cohérents, soit: 
B*(1)= 0% Ro(t)e7 "9 01 RoCI se 


x Re ['e-iver _ | | exp (— [u® + 2R;(T) Lu + ul } X 


kp0Op0a 
x exp À —T (LRag (0) — Rap (11 — LRga (0) — Roa (T)1u:)} X 
x eilui+u2) ee | : (12.16) 


Si les processus de modulation n, (4) et n, (£) ne sont pas cohé- 
rents, On a Rav (T) = Roa (7) = 0, l'expression (12.16) se simplifie 
alors et peut s’écrire comme le produit des fonctions de corré- 
lation : 


B* (rt) = oËRo (t) B£ (7) By (t) cos wot (12.17) 
ou encore 
| B* (x) = B4 (7) BE (1) B4 (r), (12.17°) 
où 
Bk(t)= = | | exp[ —+ (%)" (3 +2Rauus +1?) ] X 


du dus 
RÉMRMEE (12.18) 


Be (x) = e7"00601-Ro I, (12.19) 


Si 69 = 0 on a By; (rt) = 1 et (12.17) donne alors l'expression 
de la fonction de corrélation du bruit porteur, modulé seulement 
en amplitude; si ©, = 0 on a B, (xt) = 1 et la formule (12.17) 
donne la fonction de corrélation du bruit porteur, modulé seulement 


en phase. Si dans la formule (12.17) on pose À, (rt) = 1 et 0 — ; 


on est ramené au cas d'une porteuse harmonique. 

Les spectres énergétiques des signaux modulés par des processus 
aléatoires peuvent être obtenus à partir de (12.17) par transforma- 
tion inverse de Fourier. 
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12.2.1. Porteuse harmonique. La fonction de corrélation d’une 
oscillation harmonique modulée en amplitude par un processus 
aléatoire normal stationnaire, pour une caractéristique du modu- 
lateur d'amplitude linéaire par morceaux, est donnée par (12.17) 


pour où = À, Ro(r) = 1 et B, (x) = 1, c'est-à-dire que l'on a: 
Ba (t) = . BE (T) cos wo, (12.20) 


où Bk(Tt) s'obtient par la formule (12.18). 
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Supposons que le spectre énergétique de la fonction de modula- 
tion n4 ({) se trouve dans le domaine des fréquences basses, et la 
fréquence la plus basse du spectre dont on doit tenir compte est 
inférieure à la fréquence porteuse. 

Pour le calcul de l'intégrale double dans le second membre de 
(12.18) il suffit d'utiliser le développement (7.73), les variables 
d'intégration se séparent alors et l’expression pour BA(t) devient 


Ba (r) = cos D ne, (12.21) 
où : 
= | PPS || rt in du, (12.22) 
qui, compte tenu de (7.85). s'écrit 
he (5) pv (3) (12.23) 


avec 
x? 
Là D : 


1 
p (x) — VE : 
qÜ) (x) est la dérivée r-ième de @ (x), r > 0 


22 


gt (z) = F(x) = mn | e 2? di; 


p-9(x) — | F (2) &. 
En portant se 23) dans (12.21) on trouve 


PA cos ue D 2 roro | 2) | RC. (12.24) 


r--{) 


Considérons d’abord le cas ©, < k, où l’on peut négliger la surmo- 
dulation. On a 


Ba (T) = 


(—2) ka 5 . (D) is 
P Ca )  P (< Oa 2) 1, 
en négligeant les autres termes de (12.24) (pour r >: 2). Ainsi 


: 4302 rt k2 
Eha(t)= | 57 1 Ra (| COS WT — 
"a : a 


E Ra (t)coswot. (12.25) 


A A°o 
= —- COS OoT+ — 
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Le spectre énergétique correspondant à Ba (t) est 


Fua (0) = 24 \ COS W,T COS WT ÀT + 
ü 


n a d 
2A50 a 


+ \ R; (Tr) cos ot cos @t dt = n 456 (o — w5) -+- 
1 
4362 © 
— | R; (x) cos Goo) rdr+ À F | Ra (tr) cos (© +) t dt. 
a 


0 


En supposant que la largeur du spectre énergétique F, (w) 
du processus aléatoire de modulation est bien inférieure à w,, on 
peut négliger le dernier terme dans le second membre de (12.26) 
et écrire le spectre de l'oscillation modulée en amplitude sous la 
forme suivante: 


A00 à 


7= Fua (0) = 5 6 (0— 09) + (SP. 2ka ser, (@—w). (12. 


L'expression (12.26) montre alors que pour 0, & k, le spectre 
d'une oscillation modulée en amplitude est la superposition sur sa 
raie spectrale discrète pour © — «, du spectre continu du processus 
de modulation, de plus ce spectre est multiplié par le coefficient 
constant (5e) et se trouve déplacé de w, dans le domaine des 
hautes fréquences. Cette relation linéaire entre les spectres de l’os- 
cillation modulée et du processus de modulation est caractéristique 
pour le cas d’une très faible modulation [comparer également (12.27) 
et (5.129)]. 

L'autre cas limite correspond à ©, © k,, c’est-à-dire à une forte 
surmodulation (temps relatif de surmodulation voisin de !/). 
Dans ce cas, en utilisant la formule (8) de l'annexe V, il serait utile 
d'écrire les coefficients hk, comme suit: 


re œo (— 1)" 2)" 
= + (22) = (12.28) 


et se limiter dans la somme sur m au premier terme. À partir de 
(12.21) et (12.28) on trouve alors 


CP C0 


Aÿ02 = 
MA (T)= DE COS @pT À. (12.29) 


: r— Î 
"or! Tr? (1- D ] 


526 MODULATION PAR PROCESSUS ALÉATOIRES [CH. 12 


Comme 
fo 
Lie 
Ne) Ne 12.29" 
(1-7 = |00, r=22+1 (12.29) 
L : 9n- 1V/x . 
(—1) ne re 2n,n= 1,2, ..., 
on a 


A30° 1 Rat), À 
BA (Tt) = DE COS WoT {+ mA + AT 
a 


(2n — 3) !] ï 
+3 È TT DES L Rà m}. (12.30) 


L'expression (12.30) ne diffère . (7.31) que par le facteur se 
trouvant devant l'accolade, alors, compte tenu de (7.32). on peut 
l'écrire sous la forme suivante: 


Aÿ 
Ba (T) = _. {[+ + arc sin la (x) | Rat) + V 1— A5 (x) } COS @oT. 
(12.31) 
En comparant (12.31) et (7.32) on voit que pour une forte sur- 
modulation le spectre d'une oscillation modulée en amplitude coïn- 


cide avec le spectre du processus aléatoire de modulation ayant 
traversé un détecteur linéaire, ce spectre se trouve multiplié par 


dans le domaine des hautes fré- 


quences. À la différence du cas d'une surmodulation faible la modu- 
lation est ici une transformation essentiellement non linéaire fai- 
sant apparaître dans le spectre de l’oscillation modulée des harmo- 
niques combinatoires. Par conséquent le spectre de la porteuse 
modulée est un peu plus large que celui du processus de modulation. 

Notons que de la même manière on peut obtenir des formules 
analogues aux formules (12. 26) et (12.31), mais donnant les expres- 
sions de la fonction de corrélation d’une porteuse modulée en ampli- 
tude pour le cas où le processus de modulation est un processus aléa- 
toire normal stationnaire à bande étroite, dont le spectre se trouve 
concentré au voisinage de la pulsation on, la largeur du spectre 
étant telle que À € wAn. Lorsque la surmodulation est négligeable 
on à 


À Rio “ cos (&9+ @m) T + 


Bña (T) = 


FR TE 7 Ro (t) COS (Wy—@n)T, (12.32) 
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où Ro (t) est l'enveloppe du coefficient de corrélation du processus 
de modulation. 

L'expression (12.32) montre que le spectre énergétique du pro- 
cessus de modulation se trouve transposé intact (multiplié par le 


AZ ; 
facteur constant 515) aux pulsations @o + ©m €t @o — Om. En 
a 


cas de forte surmodulation, le spectre énergétique de l’oscillation 
modulée, considéré dans la bande A, au voisinage de la porteuse 
&o, Cette bande satisfaisant aux inégalités À < A, & ©9 — Om, 
peut être obtenu par transformation de Fourier d’une fonction de 
corrélation de la forme [voir (7.36)] 


À 


Re {LE LRoo (9)]— 14 — Rèo (R)]K [Ro (R)]} cos our. (12.32) 


Bia (T) = 


12.2.2. Bruit porteur. Revenons au cas général, lorsque la por- 
teuse E ({) est un processus normal stationnaire à bande étroite. 
En vertu de (12.17) et (12.17’) la fonction de corrélation du bruit 
porteur modulé en amplitude par un processus également normal et 
stationnaire, pour une caractéristique linéaire par morceaux du 
modulateur, est 


Bÿa (x) = B (x) Br(r) (12.33) 
De Ba (1) = oëRo(t) Br (1) cos wo, (12.33) 


où CËR, (rt) est l'enveloppe de la fonction de corrélation de la por- 
teuse; B£E(t) la fonction de corrélation donnée par la formule 
(12.18) et dépendant de la fonction de corrélation du processus de 
modulation. 

Tout comme dans le paragraphe précédent, nous allons étudier 
séparément le cas d’une modulation faible et celui d’une forte sur- 
modulation. Dans le premier cas (6, < k:), compte tenu de (12.25), 
on obtient à partir de (12.33”) 


292 
Bhia (x) = oëRo(t) coswur +2 Ra (tr) Ro(r) coswor. (12.34) 
a 


Le spectre énergétique du processus de modulation s'obtient par 
transformation de Fourier de l'expression (12.34): 
Fua (wo) = 40Ë [ Ro (t) COS OT COS WT dt + 

0 


40202 À 
+ = = | Ra (t) Ro (T) cos w,T cos @Tt dt — 
a 
Ü 
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2020? pe 
= F:(w) + Ée | Ra (T) R (T) cos (w, — ©) t dr + 
20202 © 
+ LES Î Rat) Ro(r) cos (ao+w)Tdr. (12.35) 
* U 


Si la largeur de bande du spectre énergétique F, (©) du pro- 
cessus de modulation est bien inférieure à w, on peut négliger le 
dernier terme dans (12.35). En utilisant alors la relation suivante 
de la théorie des intégrales de Fourier 


| 8: (x) Ba (r) cos wr dr = | Filu)F(@—u)du (12.36) 


et compte tenu de la propriété bien connue de la transformée de 
Fourier de l'enveloppe de la fonction de corrélation d’un processus 
aléatoire à bande étroite (voir $ 4.2.4), on peut écrire comme suit le 
spectre énergétique d'un bruit porteur modulé en amplitude: 


Fua (o) = F(0)+ | Fat) Fi(oo—0—u) du = 
= F4 | Fa(@o—v) F;(v—w)dv, Ga & ka (12.37) 


Ainsi lorsque la surmodulation est négligeable, le spectre éner- 
gétique d’un bruit porteur s'obtient par superposition du spectre 
de la porteuse et de la convolution (avec un coefficient de propor- 
tionnalité égal à k;?) de ce spectre avec le spectre du processus de 
modulation déplacé de w, dans le domaine des hautes fréquences. 

En cas de forte surmodulation (o, © k:) compte tenu de (12.31) 
on obtient à partir de (12.33”) 


Bña (t) = ne R,(T) {[5+are sin Àà (r) | Ra (T) + 


+VI-Ri } coswt. (12.38) 


En vertu de (12.38), (12.36) et (7.32), pour une forte surmodulation 
le spectre énergétique d'un bruit porteur modulé en amplitude 
s'obtient par convolution du spectre de la porteuse et du spectre 
du processus de modulation ayant traversé un détecteur linéaire. 

On peut également utiliser les formules (12.37) et (12.38) lorsque 
le processus de modulation est à bande étroite. Dans ce cas pour une 
surmodulation forte (considérant seulement la bande de fréquences 
se trouvant au voisinage de la fréquence centrale) l'expression 
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(12.38) s'écrit alors comme suit: 


fa (T) = SE (2E (Rao (01 11 — À Ro (T1 K Lao (0)]} Ro (T) cos or. 
(12.39) 


On voit que le spectre énergétique d'un bruit porteur modulé en 
amplitude s'obtient par convolution du spectre de la porteuse et 
du spectre de l'enveloppe du processus de modulation. 
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12.3.1. Modulation de phase d'une porteuse harmonique. Soit 
d'abord une porteuse harmonique. La fonction de corrélation d'une 
oscillation harmonique modulée en phase par un processus aléatoire 
normal stationnaire. pour une caractéristique linéaire du modula- 
teur de phase [voir (12.11)], est donnée par la formule (12.17) avec 

° À: | 
=, HRo(t)=1. B;(t)=1. 


c’est-à-dire 


Bâ (T) = nr By (Tr) coswot = Eu e AT RO cos, (t). (12.40) 

En comparant (12.40) et (5.125) on voit que les expressions de 
la fonction de corrélation étudiée et de la fonction de corrélation 
d’une oscillation harmonique après la traversée d’une ligne à retard 
aléatoire normalement distribué (après avoir remplacé les indices n 
par œ pour À — w,) sont identiques. C'est pourquoi en étudiant 
le spectre énergétique d'une oscillation modulée en phase par un 
processus normal on peut utiliser les résultats du $ 5.4.2. 

Supposons que le spectre énergétique de la fonction de modula- 
tion ny ({) Soit à basse fréquence et que la largeur de ce spectre 
soit bien inférieure à la pulsation porteuse w,. Alors on déduit 
directement de (5.127) que le spectre énergétique Fuy (©) d'une 
oscillation harmonique modulée en phase s'écrit 


Fuy (o®) = x Afe he 446 (© — ©9) <- 
+ Aîe “hi où "| Le RGO 1] cos (o—w,)tTdt. (12.41) 


Le premier terme de (12.41) correspond à la raie discrète d'une por- 
teuse non modulée (dont l'intensité est affaiblie de exp [—kiox] 
fois), et le second à la partie continue du spectre énergétique. 


34—0624 
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Pour k,0% > 1 l'intensité de la raie discrète de la porteuse est 
négligeable, et la courbe de la partie continue du spectre énergé- 
tique tend asymptotiquement vers la forme gaussienne [voir (5.128)] : 


_ : (0—6n)° 
A: 1 2x 2hÈ 0 ‘. 
ddr (12.42) 
où wo — —R; (0). La largeur de bande de ce spectre est égale à 
Si k909 € 1, on obtient en vertu de (5.129) 


A°k° 
0 


Le 
Fuo(o) Æ A5 (wo — wo) + — Fe (© — wo), (12.43) 


où Fo (w) est le spectre énergétique du processus de modulation. 

Ainsi pour 4,09 < 1 le spectre énergétique d’une oscillation 
harmonique, modulée en phase par un processus normal, est la 
superposition du spectre discret de la porteuse et du spectre du pro- 
cessus de modulation déplacé de w, dans le domaine des hautes 
fréquences. 

12.3.2. Modulation de phase d'un bruit porteur. A partir de (12.17) 
on trouve pour B£ (t) = 1 l'expression de la fonction de corréla- 
tion d'un bruit porteur modulé en phase par un processus aléatoire 
normal stationnaire, soit: 


Bio (T) = 0ËRo (t) e "606 L1—Fol0)] cos @ oT. (12.44) 


En conservant les hypothèses faites plus haut sur le spectre du 
processus de modulation n, (f) et compte tenu de ce que R, (x) 
est une fonction variant lentement par rapport à cos wot, on obtient 
par transformation de Fourier à partir de (12.44) la formule sui- 
vante pour le spectre énergétique d'un bruit porteur modulé en 
phase : 


Fuo (o) = 20: | Ron e "9% 1-RolO cos (w — wo) Tdt. (12.45) 
u 


Notons qu’à la différence du cas d’une porteuse harmonique, 
l'intégrale (12.45) est également convergente pour & = w, ce qui 
montre qu'il n’y a pas de composante discrète dans le spectre d'un 
bruit porteur module. 

Pour k,0, > 1 on peut développer l’exposant de l'exponentielle 
dans la fonction sous l'intégrale de (12.45) en série de Taylor. En 
ne conservant que les deux premiers termes on a 


oo - hE0G iv : 
Fuy (©) — 20ë | R(t)e a cos(o—wg) Tdt. (12.46) 
U 
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Si le spectre énergétique d'un bruit porteur est une courbe de 
Gauss 


__(@ = wn)? 


Fo)= VE 6e PF, B<a 


où f ne diffère de la largeur de bande du spectre que par le facteur 
V x, on a [voir (5.42’)] 
PTE 
Ro (t) —= QC 4 


On trouve alors à partir de (12.46) 


Fee (- +-Hh$ 0 0° ie) ce 

Fne (®) — 20% je = MNT COS (@ — ©) Tt dt — 
0 

(&—4w0)* 


PEVT FU E (42.47) 


71/1 FRE CF 


Ainsi lorsque le spectre du bruit porteur est gaussien, pour 
k:0% > 1 le spectre énergétique de la porteuse modulée en phase 
est également gaussien, indépendamment du spectre du processus 
de modulation. 

Considérons l’autre cas limite lorsque 4,0, < 1. En développant 
l'exponentielle dans la fonction sous l’ intégrale de (12.45) en série 
de Taylor, en ne conservant que les deux premiers termes et en 
négligeant ko? par rapport à l'unité, on obtient 


Fuo (6) & 205 | Ro (r) 1 + ÆoëR, (1)] cos (6 — wo) 7 dt = 
U 


— Fy(o) + 2020: | Ro (x) Ro (x) cos (© — wo) t ét 
0 


ou encore, compte tenu de (12.36), 
ke Te 
Foy (©) & F3 (6) + | Fo(@o—v) Fe(v—%) dr. (12.48) 
Par conséquent, pour k,0,< 1 le spectre énergétique d'un bruit 
porteur. modulé en phase par un processus aléatoire normal sta- 
tionnaire est la superposition du spectre de la porteuse et de la 
convolution (avec le coefficient de proportionnalité k;) de ce spectre 
avec le spectre du processus de modulation déplacé de w, dans le 
domaine des hautes fréquences. 
12.3.3. Modulation de fréquence. Considérons le spectre énergé- 
tique d’une oscillation harmonique, modulée en fréquence par un 
processus aléatoire normal stationnaire n, (t). Dans ce cas la phase 


34% 
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1 (£) est égale à l'intégrale indéfinie de " (4) 


Ÿ (4) = ÆEur \ No (4) dt 


Cr 


et n'est donc pas un processus aléatoire stationnaire. C'est pourquoi 
les formules obtenues au $ 12.1 ne peuvent en toute rigueur être 
appliquées à l’étude du spectre énergétique d’une oscillation modu- 
Jée en fréquence. Cependant on peut faire correspondre à 4 ({) un 
certain processus aléatoire stationnaire dont le spectre énergetique 
coïncide avec la moyenne temporelle du spectre énergétique du pro- 
cessus aléatoire non stationnaire 14 ({), égale en vertu de (4.158) 
à Le [si Fo (©) — 0 (w*) pour w — 0]. Le spectre énergétique 
Fur (©) d'une oscillation modulée en fréquence par un processus 
aléatoire normal peut être obtenu à partir de (12.41) en remplaçant 
k, par kur et oGR,(T) par ofr/èur(t), de plus 


O0 F 
Où rRur (t) == _. Pi cos WT do (12.49) 
u 
et 
Fo (e 
Or = \ _ du << ©. (12.49") 


Comme dans le cas de la modulation de phase, on peut étudier 
deux cas particuliers. Pour kur our à 1 la courbe du spectre éner- 
gétique d'une porteuse harmonique modulée en fréquence tend vers 
une courbe gaussienne [comparer avec (12.42): 


(Co — Wo)° : 


2RMFOMF : (12.50) 


A V2 
9 


Fur (©) — 
) LE TT OUT 
et pour mr Omr < 1 

Aëki F Fe («w ne Wp) 


NE (12.51) 


Fur (0) = 1456 (© — wo) -:- 
Lorsque kr —> 0 (absence de modulation), il ne reste dans le spectre 
(12.51) que la raie discrète de la fréquence porteuse. 

De même que dans le cas d'une oscillation harmonique modulée 
en fréquence, le spectre énergétique d’un bruit porteur modulé en 
fréquence par un processus aléatoire normal stationnaire peut être 
obtenu à partir de (12.45) en remplaçant 4, par kur et 0% R;(t) 
par OrAmr(t) [voir (12.49)]. Pour les cas limites les formules 
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(12.46) et (12.48) donnent 
M FT 


Fur (w) ad 20È | Ro (t) e # Cos (© — ©) tat, KMFOuF > 1, (12.52) 
(Ù 


de 
(c— w9)* * 


ke 
Fur (o) = F: (0) -- sn | Fo(oo— tv) F3: (v —0) 


knurOmMr 1. (12.53) 


12.4. CHANGEMENT DE FRÉQUENCE 


12.4.1. Mélangeur. Comme nous l'avons déjà noté au début 
de ce chapitre, on réalise un changement de fréquence en appliquant 
la somme de deux processus à un système non linéaire non inertiel, 
appelé mélangeur. Le processus à la sortie du mélangeur contient 
une composante proportionnelle à l’un des processus d'entrée dont 
le spectre se trouve déplacé dans le domaine désiré des fréquences. 
Dans la modulation d'amplitude. le spectre du processus de modu- 
lation se trouve déplacé dans le domaine de la fréquence porteuse. 

Considérons tout d'abord l'expression générale de la fonction 
de corrélation du processus & (t) à la sortie d’un mélangeur de carac- 
téristique y — f(x), lorsqu'à son entrée on applique la somme 
E (4) + nf) de processus stationnaires indépendants de moyenne 
nulle de variances of, o et de coefficients de corrélation R (+) 
et Rat). En utilisant la méthode des intégrales curvilignes (voir 
$ 6.1.3), avec les restrictions ci-dessus on obtient 


3 j! £(ius) & (ie) Os (ui, Ua, T) X 


47 
Ci Co 


B; (rt) — 


X On (u:, Ua, T) du, dus, (12.54) 


où g (iu) est une fonction liée à f (x) par l'intégrale curviligne (6.17). 

Si de plus on suppose que Ë ({) est une porteuse harmonique 
d'amplitude constante À, et de pulsation w, et que n(t) est un 
processus aléatoire normal de modulation, en vertu de (12.54) on 
a (voir $ 7.2.1) 


B.()= » » 


n—=0 k—0N0 


2R 
n 


EnO 
k 


+ Ra(r) Af cos nor, (12.55) 


onu? 


in+k ; k = —— 
han = [ g(iu)u"J,(Au)e © du (12.56) 
C 
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et 
Eo = À, É, :=,2; n > 1. 


Supposons que la largeur du spectre A, du processus de modula- 
tion soit bien inférieure à w, et qu'après le mélangeur il y ait un 
filtre accordé sur la pulsation w, dont la bande passante A est telle 
que A, << A < ws. Les conditions imposées permettent, lors du 
calcul du spectre énergétique du processus filtré, de ne prendre la 
transformée de Fourier que des termes de la somme (12.55) cor- 
respondant à nr — 1. Ainsi on obtient l'expression suivante pour le 
spectre énergétique d'une porteuse harmonique modulée en ampli- 
tude à la sortie du système mélangeur — filtre: 


© o=* 
Fui (w) 250 >, 7 ee 
R=0 


© 

k 
| Ry(T) cos ot cos wTt dt 
U 


ou, tenant compte du fait que À, < wo, on a 
Fa (@) = 47h ét à ds FA PER 


1. 7 


k=2 


— @)T dt. (12.57) 


Dans la formule (12.57) le premier terme correspond à la raie 
discrète à la fréquence porteuse, le second au déplacement dans le 
domaine de la pulsation w, du spectre du processus de modulation 
multiplié par un certain facteur constant, le dernier terme provient 
des déformations non linéaires dans la bande de fréquences au voi- 
sinage de la porteuse. 


1 
Si la caractéristique du mélangeur £g Gu)= - est linéaire par 
morceaux, compte tenu de (12.56) on trouve Rois annexe V) 


2 12 
On" 


ik ( PAIE 
UT TD | u* "Ji (Aou)e * du = 
C 
A k Aë - 
= ————— if (=. 2, —- }- (12.58) 
sh, k a 
Fan 


2 


Si le rapport de la puissance de la porteuse à 1 puissance du 
5 _… < 1, la fonc- 


n 
tion hypergéométrique dans (12.58) est voisine de l'unité (aux ter- 


processus de modulation est petit, c'est-à-dire si 
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mes de l’ordre de près), on a alors [voir (12.29°}] 
A , k = 0, 
| 
A k = 1 
° A2 8x 
UT E eee nn TU 0 k=—2n 
ok+2r2 (1) ” se = n, 
= œln — DES es e PRES 
DT À, k — 2n - 1, 


n—1À, 2, ..…. 


Fua (o) = nr AS (0 —w6) Fin (© — &o) + 


ne 


+ 4 2n —1)!} . 
#5 SRE { RT*" (T)cos (0 — og) TaT. (12.59) 
U 


Si le rapport Fe la puissance de la porteuse a la puissance du 
processus de modulation est grand. c'est-à-dire si 4° © o%, en 
utilisant le développement asymptotique de la fonction hypergéo- 
métrique (voir annexe V), on obtient à partir de (12.58) (aux termes 


de l'ordre de N près) 
hi [aaë re (1 — —+) 12 (2-5) 
On a alors 
Fra (w) = HA 5Ô (o — &o) g me LF, (0 — D). (12.60) 


Considérons maintenant un bruit porteur normalement distri- 
bué. En vertu de (12.54) on a [voir (7.75)] 


HE 
B;(T)= D lon Ra(r) + 08 R (r)l", (12.61) 
=0 
où ‘ 
| L (07 +02 Ju? 
lin = | g (iu) u'e * du. (12.61) 


Comme R: = Ro (t) cos w,t, on a en vertu de (12.61) 


h° 
B, (x) = > DE Le (x) RG RG (T) An" (x)cos "ot. (12.62) 
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Remplaçons les puissances des cosinus par la somme des cosinus 
des arcs multiples [voir (7.17) et (7.18)] et réunissons les termes con- 
tenant cos wot. Désignons par B:, (rt) la somme de ces composantes, 
il vient 


EE EE An — 1 
s h°= k | ( } 
k 1°) 
B:; (t) Le S > Te — 6m 1) De 


X GEO RE (x) RAT (x) cos ot. (12.63) 


En prenant la transformée de Fourier de B:, (t) on obtient le 
spectre énergétique Fm (w) du processus à la sortie du système 
mélangeur — filtre (la bande passante A du filtre satisfait aux 


inégalités À & w9 et A > An, A > À): 


Fa (w) — AEF; (0) + Ë | Fa (wo— v) Fe (v— 00) dv +- 


” [= | Fee Qn — 1 
ss HU re ) n | 
D D 
k=3 n=1 
X GER se ee 1) | a (x) fe l(t)cos(&— wo) t dt. (12.64) 
(] 


Le premier terme dans (12.64) reproduit (à une certaine échelle) 
le spectre énergétique d’un bruit porteur. le second est proportion- 
nel à la convolution de ce spectre avec le spectre du processus de 
modulation et le dernier terme provient des déformations non 
linéaires au voisinage de la porteuse. 


Pour une caractéristique du mélangeur g (iu) — _. linéaire 
par morceaux, on trouve à partir de (12.62) [voir (7.77)] 
Se . CUnrope k-! 
hi +, UT = | ue 2? du-- (04 + 0?) ER Hy-o (0) — 


c 
or 1 


(—1)7-1(2r— 31! (040) 2? , k—2r, 
0 0, k=9r41,r>1. 


12.4.2. Modulateur équilibré. Pour diminuer les déformations dues à la 
non-linéarité dans les mélangeurs on utilise le montage du modulateur équilibré 
représenté sur la figure 12.1. Le processus C (t) à la sortie d’un modulateur 


équilibré est 
D) = fin @) + E4)) — fn (@) — 8 (91. (12.66) 


(12.65) 
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Supposant toujours E (#) et n (?) stationnaires ct indépendants et utilisant 
la méthode des intégrales curvilignes on peut écrire comme suit la fonction 
de corrélation du processus à (t) : 


[ | £ (ét) £ (ius) Osn (us, Us, T) X 
c! ce 


X [G:: (us, us, T)— O2: (— uy, Us, T)— Oo (Us. — us, T) + 
— Os: (—u, —u2. Tt)] dus due. (12.67) 


1 
B: (tT)= An£ 


Si de plus on suppose que Ë& (t) est une porteuse harmonique. et n ({) un 
processus de modulation normalement distribué, on obtient à partir de (12.67) 
[voir (7.72)] 


i ——— En à “il 
B; (rt) Æ £ (éus) g {iu.) exp { ——5 [ui —-2R; (T) jus ui; * 
Ci C9 E 
X {> [(—1)%— 117, (Aou) Jan (Agü2) COS auvr du, dus, 
n=1 
d'où 
Se 0 hat. k Lk 
B: (x) == 4 D ÿ EH — R, Cr) cos (2n — 1) ot. (12.68) 


n—1 k=—1{ 


avec k,, donnés par la formule (12.56). 


Fig. 12.1. Modulateur équilibré 


A la différence de (12.55), l'expression obtenue de la fonction de corré- 
lation est la somme des seuls harmoniques impairs de &o, ce qui correspond à 
l'absence de raies spectrales dans le domaine des vidéofréquences et au voisinage 
des harmoniques pairs de la porteuse. 

Pour un bruit porteur on obtient à partir de (12.67) 

Hs pos 
En (u?+us) 


B; (t) _. g (us) g (ue) e 


C1 C9 
X "AR HU Sh [B: (t) uiue] dus du, 
d'où l'on tire 
USE ohoë"—! 
= 0 2n—1 R ‘ 
B- (T) — 4 D D KT (2n —1)1 LT EUR tre" (T) Ry (t) (12.69) 


n=1 k—0 


avec »- donnés par la formule (12.61). 
Comme R£ (17) — Ro (t) cos &ot on voit de nouveau qu’au contraire de 
(12.62) l'expression (12.69) contient seulement des harmoniques impairs de we. 
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12.4.3. Modulateur en anneau. On peut encore exclure certaines compo- 
santes spectrales à la sortie du modulateur en compliquant son schéma. L’une 
des méthodes possibles consiste à réunir deux modulateurs équilibrés. On arrive 
ainsi au schéma du modulateur en anneau. Le processus à (t) à la sortie de ce 
modulateur est égal à 

S (9 = fin (0 + 86 (0) — fn (0 — 8 (01 + In (0 — E (01) — 
{IE nl. (412.70) 


D'une manière analoguc à (12.67). on peut écrire comme suit la fonction 
de corrélation du processus à (4) 


1 À 
B; = | | g (ius) g (ius) y» Os: [(— 197 u3, (—1)lu] x 
C1 Ce m,i,n, R=0, 1 
X Gonf(—1}rus, (—1)f ue] duy dus. (12.71) 


De plus si & (t) est une porteuse harmonique, et n ({) un processus de modu- 
lation normal, on déduit de (12.71) 


Lu 


2 = 5 (uÿtug) 
PRO | | g(iuy)g(ius)e 7 sh [B» (T) uyue] X 
C1 C9 


X { > [(— 13% —1]Jn (Aous) Jn (Aou:) cos nur } dus dus, 


n—=1 
d'où l’on arrive à 
“ ® o-*-1 
e _ n : 2h— 9h — 9 79 
B; (rt) —8 2 2 PERTE hon-1, 2h13 À; (tT) cos (22 —1) œ@pt, (12.72) 
n= k— 


kr Sont donnés par les formules (12.56). 

A la différence de (12.68), l'expression obtenue pour la fonction de corréla- 
tion ne contient que des puissances impaires du coefficient de corrélation du 
processus de modulation. 

Pour un bruit porteur on obtient à partir de (12.71) 

ET ON? qur-pug) 


+) — 
B(r)=— | | g (éu;) g (us) e 
C1 C9 
| X sh [B: (tT) une] sh [B:, (T) sue] dus du. 
d'où 


oo œ Dh — On — 
o=X | o=" 1 
#" 


> — \ RE | ES . oh—1 on— 1 » 7 

B,W=8Y Ÿ GR Det ln ea CO A), (2.73) 
n=1 k=1 

hk, étant donnés par la formule (12.61). 


Contrairement à (12.69), l'expression (12.73) ne couticnt que-les puissances 
impaires du coefficient de corrélation du processus de modulation. 


Problèmes 


._ 12.1. Montrer que le spectre énergétique d’une porteuse harmonique, modu- 
lée en amplitude par un processus aléatoire normal stationnaire de moyenne 
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nulle et de spectre énergétique gaussien 


_ o 
992 ni 
202 V/x FE 
T7 D [e] . 

est égal, dans le cas d’une caractéristique linéaire par morceaux du détecteur 
d'amplitude, à 


Fa (&) — 


h° 
1: __ AF {a 0, 0 12 
5x l'MA @)= | 4 Cotes | Ô (5 — wo) + 
ns ’ _ (w=00)* 
ou à a p= 
F° (=) c 
2 Vrpr { Ja de 
co ! (wo — 0) 
+ = [ ME ( fe Éd i 
D niVn dE 
n—. 
1, © 
où 7? (x) est la dérivée d'ordre r de q: (x) = = € 2. 
LT 
Montrer qu'en cas de forte surmodulation la puissance de la composante 
CE 


discrète du spectre est fois supérieure à la puissance de cette composante 


en l'absence de surmodulation. 

12.2. Soit une porteuse harmonique moduléc en phase (pour une caracté- 
ristique linéaire du modulateur de phase) par un processus aléatoire normal 
stationnaire de moyenne nulle ct dont la fonction de corrélation est 


Be (0) = oÿe 0), 


Montrer que le spectre énergétique de l'oscillation modulée est 
ps 
Fo (o) = 14307 "906 (0 — wo) -:- 


e CR as eng°n 
5 A Q-k604 DE a 
[0 4 (n —1)! à (& — wp)* 
n=1 n° + a? | 
12.3. Dans les conditions du problème précédent quant au processus de 
modulation. montrer que pour une porteuse modulée en fréquence, la formule 
du spectre énergétique devient 


| A 2€ {pr en (n-L A2 
Fur (@) = = e” — (3) 
n=—0 n 1 (re +2 + LPS | 
où 
kasvO 
Lee, 
œ 


12.4. Montrer que pour une loi de distribution arbitraire d’un processus 
aléatoire stationnaire de modulation. les caractéristiques des modulateurs de 
phase ct de fréquence étant linéaires, la courbe du spectre énergétique de la 
porteuse harmonique tend asymptotiquement (pour kgop — ou kyp Our —+ 
— oo) vers la courbe de la densité de probabilité unidimensionnelle du proces- 
sus de modulation (à un cocfficient de proportionnalité constant près). 


eo O0 1 0 Uri UV = © 20 O0 1 On En de 0 10 = © 


= le lb te nt ne = en en mn EE D DO OO SOS DS CO 


+ + © 2 


ANNEXES 


ANNEXE I 
Loi normale 
y f -< 
F (x) — Î e 2? di, 
ox | 
x? 
z)=F'(x)= ———e ”- 

x | F (x) | œ(x) x | F (x) | g (x) 
0,39894 2,0 0,97725 0,05399 
0,39695 2,1 0,98214 0,04398 
0,39104 2,2 0,98610 0,03547 
0,39139 2,3 0,98928 | 0,02833 
0,36827 2,4 0,99180 0,02239 
0,35207 2,5 0,99379 0,01753 
0,33322 2,6 0,99534 0,01358 
0,31225 2,7 0,99653 0,01042 
0,28969 2,8 0,99744 0,00792 
0,26609 2,9 0,9981 0,00595 
0,24197 3,0 0 ,99865 0 ,00443 
0,21785 3,1 0,99903 0,00327 
0,19419 3,2 0,99931 0,00238 
0,17137 3,3 0,99952 0,00172 
0,14973 3,4 0,99966 0,00123 
0,12952 3,5 0,99977 0,00087 
0,11092 3,6 0,99984 0,00061 
0,09405 3,7 0,99989 0,00042 
0,07895 3,8 0,99993 0,00029 
0,06562 3,9 0,99995 0 ,00020 


ANNEXES 


6 
SS 


J4 
! : œ u2+r2-0rur 
KR — À Fe TT du dv 
27 |’ 1—7r° . 
hh 
h 
n 0,5 1,0 1,5 2,0 
r 
0 0 ,25000) 0,095195 0,025171 0,004463 0,000518 
0,1 0,2655942 0,107758 0,031320 0,006334 0,0008572 
0,2 0,282047 0,120715 0,038069 0,008611 0,001370 
0,3 0,298493 0,134179 0,045458 0,011330 0,002047 
0,4 0,315495 0,148306 0,053563 0,014542 0,002921 
0,5 0,333333 0,163320 0,062514 0,018323 0,004053 
0,6 0,352416 0,179560 0,075926 0,022794 0,005500 
0,7 0,373407 0,197602 0,083979 0,028166 0,007362 
0,8 0,397583 | 0,218566 | 0,097637 | 0,034856 | 0,009825 
0,9 0,428214 0,245325 0,115490 0,043948 0.013261 
1,0 0,500 0,308538 0,158655 0 ,066807 0,022750 
ANNEXE II 
Calcul des intégrales 
Soit une intégrale du type 
: | mn TO 
K= | [eo "" drdy, (1) 


où 

pr, y) = aur* + 2aioty + Gooÿ° + 2aisr + 2assy + ass (2) 
est une forme quadratique définie positive. 

L'expression (2) est l'équation d'une surface du second degré, 
d’un ellipsoïde. Par rotation des axes et translation de l’origine 
des coordonnées on peut mettre cette équation sous la forme cano- 
nique 

D (u, v) = Àqju° + A + c, (3) 
qui en plus du terme constant ne contient que les carrés des varia- 
bles u et v. 

Avec ce changement de variables l'intégrale (1) s'écrit 


o0 [se { 
K— { US ss 
—o — 0 
où D est le jacobien de la transformation. 
Comme cette transformation des coordonnées se réduit à une 
translation de l’origine et à une rotation des axes, on a D — 1. 
Ainsi 


k — [ ( a SGiuE+en@te) 


D du dv, 


ce fe 


© —œ 
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Mais 
co 222 ——" 
GÉGETRE FU 27 
on a 
c 
K=——0 ”. 4 
ANNE (4) 


Ainsi le calcul de l'intégrale (1) revient à trouver les grandeurs 
À, À2 et c. Dans la théorie des formes quadratiques on montre que 
À, et À, sont les racines de l'équation caractéristique 


2 — IA +1: =0, (5) 


dont les coefficients s'expriment en fonction des coefficients de la 
forme quadratique (2) 


li = Gi + ass, Lo = Giya22 — die, (6) 

et la constante c est donnée par la formule 
Z = 
C=—, (7) 


T3 =| Ge Aso Go3|. (S) 


La formule (4) ne contient que le produit À,À> des racines de 


l'équation (5) égal au terme constant JZ,. L'intégrale cherchée est 
donc 


27 1 ( 
K — VT e 22, (9) 


Nous allons utiliser la formule (9) pour le calcul de la fonction 
caractéristique bidimensionnelle de la loi normale. En faisant 
préalablement le changement de variables d'intégration x — 


Ti — a Lan— (n > : 
—— — — et y = ———, on peut alors écrire G2(v;, v:) comme 
1 2 
suit 
1 
OR as ne 


X il j exp | = SE + iv + ive02y | dx dy. (10) 
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L'intégrale dans (10) est un cas particulier de (1) pour 


1 
ui sg 2 a y 2: 
d;3 = — io, Aa3=- — iCal, 33 — (8) 


E — (1—r2)? 
Dr ave + Of + OErE 


On a alors 


1 
Re 
X 2x V1—r*exp [ _— (ou + 2rO ia iLe + Où) | 


— 2. 


ei(aivi-+aste) K 


ce qui en fait ne diffère en rien de (3.123) pour n 
Soit maintenant une intégrale du type 


n exp [—(u$ + ui + 2uiu, cos &)] du, dus. 


um 
(11) 


Kmn (a) = | 
0 


Pour nr > m l'intégrale (11) peut être obtenue par dérivation 
successive par rapport au paramètre de l'intégrale 


Kor (&) = | | ur exp [—(uf + ui + 2u,u, cos a)] du, dus. (12) 
Pour le calcul de l'intégrale (12) il faut écrire l'exposant de 
l'exponentielle sous la forme d’un carré et faire le changement de 


variables d'intégration 
Vi — Uy + Uo COS &, 
Vo — Uo SIN &. 
On obtient alors 
00 


© 
Kor (a) = a u vie” (TE du, due 
0 r 


on trouve 


Œœ © 
1 ne 
Ko (a) =" — | [ (psin 8)" e-#pdpd®. 


et, en passant aux coordonnées . 


0 0 
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Les intégrales sur p et Ÿ se séparent. Compte tenu de 


[pres dp = + r ee + 1) | 
on obtient | 


* r, 
| (+1) œ 


Kor(a) = | sin” Ü db, (13) 
U 
En vertu de (13) pour r -= O0 on a 
Ko(a)= re (14) 
dK00(&) 1—aciga ” 
K 11 (a) — re ee TT Asia ‘ (15) 


Pour k = 0 l'intégrale (10.86) est 


Le 
qi (T, 0) = : ET | | Vie @ e7(rirri—2rrire) dv, de = 
Ë Û 


_ AD Ar)" « __ Das > 3/21— actga ! 
Brun (A ut (G) — 27W, T8) sint& ? (16) 


avec 
COS &œ = —r. (17) 
La substitution de (17) dans (16) conduit à (10.89). 


On peut écrire (8.69) sous une forme analogue après les substi- 
tutions 


Ti — U:0O y 2 (1 RE KR), To — U20 V2 (1 — R), 

à œ Oo 

1 Fi Us e”(ui+ui-2uiuay) dus du, — 
ù 0 


W, (®, Ùo, r) on 


1—RE 1— RH? 1— act 
= AuGe- re US) 
avec de plus 
—cos a = y = R, cos (0: — Ÿ,) + R, cos (D: — ŸÜ;). (19) 


En portant (19) dans (18) on arrive à (S.70). 
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ANNEXE III 
Fonction delta 


Par définition, la fonction delta Ô ({ — &,) de tout paramètre 
réel {, est nulle pour t = t, et illimitée pour £ — to 


semer (0 
L'intégrale de cette fonction est égale à 
à 4, a<ty <b, 
| 5 —10) dt = 5 t—a où lo —b, (2) 


a 


0, L > a, to > 6. 


En toute rigueur la fonction delta peut être obtenue comme la 
fonction limite d'une famille de fonctions continues uniparamé- 
triques *). On peut donner de nombreux exemples de telles familles. 
Citons à titre d'exemple une famille de densités de probabilité de 
la loi normale de moyenne a constante et de moyenne quadratique 
o variable. 

Soit une autre famille 


À 
RSR TETE 


qui pour À —+ co donne la fonction delta. Notre troisième exemple 
sera un ensemble s ({, t) d'impulsions rectangulaires d'’aire unité, 


de durée + et de hauteur _ 


1 
Es lo LE Lt ET, 


l, T)=*4 
( 0, L < lo: L>œlo+T. 


En faisant tendre vers zéro la durée de l'impulsion, on obtient 
à la limite une fonction delta 


Ô(t— 10) = Him S (t, T). (4) 


s ( (5) 


La convolution de la fonction delta avec une fonction quelcon- 
que f (£), limitée et continue au point to, est douée de la propriété 


*) La fonction delta cst un exemple des fonctions généralisées, définies 
comme les limites des suites de fonctions continues. On peut trouver la théorie 
de ces fonctions dans l'ouvrage de I. Gelfand et G. Schilov. Les fonctions généra- 
lisées et leurs propriétés. Physmatguiz, Moscou, 1958. 
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remarquable suivante: 
flo), <<, 


b 
[1O8(—%)d=} Lit), t=a où t= b, (5) 
ï 0, 4, <a, 1 > 0. 


Si au point & — {, la fonction f ({) a une discontinuité (de pre- 
mière espèce), on a 


b 


À 1 51) dt = 1f (+) — fo, (5°) 


a Lt, <b, 


où f (Lo +) et f (to —) sont les valeurs de f (it) à droite et à gauche 
du point de coupure. 

La propriété exprimée par la formule (5) peut être appelée pro- 
priété de filtrage de la fonction delta. En effet, la fonction delta 
agit comme un filtre; en multipliant une fonction arbitraire f (1) 
par Ô (t — t,) et en intégrant sur { on choisit une des valeurs de cette 
fonction, soit f (£), c’est-à-dire la valeur qui correspond au zéro 
de l’argument de la fonction delta (£ — t, — 0). Pour démontrer la 
formule (5) il suffit de substituer sous le signe de l'intégrale à 
Ô (? — to) une fonction quelconque qui en est l’approximation et 
de passer ensuite à la limite. 

Notons que la fonction delta ô (x — xzo) a la dimension de la 


1 
grandeur —. 


Cherchons maintenant le spectre (transformée de Fourier) de la 
fonction delta. En utilisant la propriété de filtrage on a 


| 8 (£— 10) e-iot dt = e-ivto. (6) 


—œ0 


Si to = 0, en vertu de (6) le spectre de 6 (£) est uniforme pour 
toutes Les fréquences d'intensité unité. Le spectre de la demi-somme 
de deux fonctions delta 


L 16 (+ 40) +8 (—#)] 


en vertu de (6) est égal à 


5 (eiwto + e-ivto) — cos ot, 
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Par transformation de Fourier inverse on obtient 


1 t . 1 t . 
_ | mms: | conniinmd(s (7) 


© 
_ | ect coso/, do = _ cos o{ cos ot, do — 


On) 8 


=+16(+4)+ 81). (1°) 


Par suite de la symétrie de l'intégrale de Fourier les variables £ 
et w dans les formules (6) et (7) peuvent être interchangées. 

Les dérivées des fonctions delta se définissent comme les limites 
des dérivées correspondantes des fonctions d’approximation. Ainsi, 
par exemple, en tant que fonction d'approximation on utilise des 
densités de probabilité de la loi normale pour & —+ 0, la n-ième 
dérivée de la fonction delta se définit comme suit 


: 1 d. >; 
on à LS @ 


Tout comme la fonction delta, ses dérivées sont égales à zéro 
pour { 0. L'allure des dérivées pour £ = 0 est compliquée. Ainsi, 
par exemple, la dérivée première de la fonction delta 


est égale à +o lorsqu'on s'approche de l'origine des coordonnées 
à gauche (4 — 0 —) et à —o lorsqu'on s'approche à droite (£ = 0 +). 
Au voisinage de & — 0, Ô’({) se conduit à peu près comme {”!. 

Les dérivées de la fonction delta possèdent également les pro- 
priétés de filtrage. La convolution d'une dérivée d'ordre » de la fonc- 
tion delta avec une fonction quelconque dont la dérivée d'ordre nr 
est continue au point £, est égale à 


C0 


À (0) 80 CE — 10) dt = (— 1)" JO) (ko). (9) 


Si la dérivée j(") (4) a une discontinuité (de première espèce) au 
point fo, on a 


from et) dt ST +) (9) 
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Cherchons maintenant le spectre (transformée de Fourier) de 
la dérivée d’une fonction delta. En utilisant (9) on obtient 
Ê ôtm0 (41) e-iet ae — | 


Si to — 0, en vertu de (10) le spectre de ô(")(f) est égal à (—iow)". 


din eu, =(— in)" e-iste, (10) 


ANNEXE IV 
Systèmes orthogonaux de fonctions 


Deux fonctions f (x) et g (x) définies sur l'intervalle (a, b) sont 
dites orthogonales par rapport à la fonction de pondération q (x) 
si l’on a 

b 

| @ (2) f (@) & (@) dr = 0. (1) 
Le système de fonctions fi (x), f» (x), . . ., f, (x) est dit orthogonal 
par rapport au poids @ (x) si deux fonctions quelconques du système 


sont orthogonales, c'est-à-dire si 
b 


(p@ ff @d=0 ii. 2) 

La quantité | , 
[ p@ f () = a (3) 
est appelée norme de la Éonetion Ji (x) par rapport au poids q (x). 
Si pour toute fonction satisfaisant à la condition (2) on a a; = 1, 


le système de fonctions est dit orthonormé. 

A titre d'exemple particulièrement simple de fonctions ortho- 
gonales on peut citer les fonctions trigonométriques sin nx, cos nzx, 
où »# est un nombre entier (y compris z = 0 pour cos nzx) sur l'in- 
tervalle (—x, x) par rapport au poids (x) = 1. 

Dans les applications on rencontre souvent des systèmes de 
polynômes orthogonaux. Ci-dessous nous donnons les propriétés 
essentielles des polynômes orthogonaux utilisés dans l’ouvrage. 

Les polynômes d'Hermite H, (x) sont définis par les relations 
suivantes *) 

drn 

*) Parfois on définit les polynômes d'Hermite comme suit 
n 


H,(z)=(—1)"e (”T), n=0;1.,2:.:;, (4) 


x° d x? 
Hn(a)=(—1 ee ir (eo). 


Ilest évident que cette forme s'obtient à partir de (4) en remplaçant x par rx V/2 
et en introduisant le facteur 2"/°. 
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En intégrant une seconde fois par parties on peut facilement mon- 
trer que 


n'V2?x, m=n, 


[ Ha) Hata)e" dr { (5) 


0, Mm=zÆn, 


les polynômes d’'Hermite sont donc un système de polynômes ortho- 


a? 
gonaux par rapport au poids e 2 sur l'intervalle (—oo, co). 
En vertu de la définition (4) H, (x) est un polynôme de degré 
n, contenant pour x pair seulement des puissances paires de x, 
pour 7 impair seulement des puissances impaires de z. Trois poly- 
nômes d'Hermite successifs quelconques sont liés par la relation 
de récurrence suivante 


Ha+s (@) = 2H (2) — nn (x). (6) 


Les cinq premiers polynômes sont 
H5(x) = 1, Hi(2) = x, H2(x) = 2 —1, 
H3(x) = 2 — 3x, H,(x) = xt — 6x*° + 3. 


Il est facile d'obtenir l'expression des polynômes d’Hermite de 
degré plus élevé à l’aide de la formule (6). 


Î 
# # e e Me To { e 
En développant en série de Taylor la fonctione * FT on obtient 


12 oo 
779 Le [a(z) ,n r 
e Die (7) 
n={ 


Pour z = 0, on trouve à partir de (7), en développant en série 
t° 
la fonction e * et en comparant les coefficients des mêmes puis- 
sances de £{ dans les premier et second membres: 


Hon (0) = (—1)" (22 — 1), Has (0) = 0, (8) 


où (27 — 1) !! est le produit des nombres entiers impairs jusqu'à 
2n — 1 inclus. 


Les polynômes de Laguerre L%(x) sont définis par les relations 
suivantes *) 


LP (2)= se (arte es), (9 
n=0,1,2...,a>—1, r>0. 


*) Ln(z) est souvent désigné simplement L, (x). 
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En intégrant par parties on obtient 


œ n+a _ 
[ LP (2) LP (9) 2e dx = { n )Jr@+1), m=n, hé 
(1) 


0, mzÆn, 
où ['(x) est la fonction gamma. 


En vertu de (10) les polynômes de Laguerre sont un système de 


POSRene orthogonaux par rapport au poids zte-* sur l'intervalle 
(0, oo). 


Trois polynômes successifs quelconques de Laguerre sont reliés 
par la fonction de récurrence suivante: 


nl (2) = (—zx + 2n + & — 1) L®), (x) — 
— n+a—1)L1®, (2), nr >2. 


Les quatre premiers polynômes de Laguerre sont 


L® (2) =1, LO (2) =1+a—7x, 
2L D (x) = (œ + 1) (x + 2) — 2x (a + 2) + z°, 
3L 9 (x) = (a + 1) (œ + 2) (x + 3) — 3x (œ + 2) (« + 3) + 
+ 3x° (a + 3) — 
et sous la forme générale 


LP =D (re) Ge. (11) 


œ 


De la même manière qu’en (7) on a le développement 


at O0 
({—t)-(a+De 1-1 > L@ (zx), lt] <1, (12) 
n=0 
qui pour z — O0 donne 
19 (0)= ("+*). (3) 


Les polynômes de Tchébychev (de première espèce) T,(x) sont 
donnés par les relations 


1; (x)= cosnarccosr=+[(r+Wz7—1)"+ (c—Vz—1)"], (14) 
n = 0, 1, 2,... 
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Il est facile de montrer que l’on a 


1‘ 
+ : di A m=n-0, 
| m (x) n (2) Vi=z Ta, m=n—0, (15) 
É 0, mn. 


En vertu de (15) les polynômes de Tchébychev (de première espèce) 
sont un système de polynômes orthogonaux par rapport au poids 


es à sur l'intervalle (—1, +1). 


Trois polynômes successifs quelconques de Tchébychev sont 
liés par la relation de récurrence suivante 


Tn+s (Z) — 22Tn (x) + Tna(r) = 0, n>1. (16) 
Les cinq premiers polynômes de Tchébychev sont 


To (x) = 1, Ti (x) = x, Ta (x) = 2x* — 1, 
Ta (x) = 42 — 3x, T, (x) = 8xt — Sr° + 1. 


En vertu de la définition (14), pour nr quelconque, on a 


Th (4) =1, Ta (—1) = (—1}", (17) 
Tan (0) = (—1)", Tant (0) = 0. (17°) 
ANNEXE V 


Fonction hypergéométrique 


L'expression générale de la fonction hypergéométrique est 
donnée par la série suivante 


alu ses an Vire) Vs: TZ) = 


__ T(y1).. FR Rue l'(aitn)...l(æ&.-+n) x" (1) 
DÉCORER CT EE TE 


Pour r = 2, s — 1 on obtient la série hypergéométrique habituelle 


1 1) z° 
eFi(a, B, y; g)=1+- 24 SOTPREN à TT 
MR = 
Y(+1) (+2) EH (2) 


Pour &« = B = y = 1 la série (2) devient une progression géomé- 
trique de raison x. 

j Dans cet ouvrage on utilise souvent un autre cas particulier de 
la fonction (1), la fonction hypergéométrique dégénérée (confluente) 


+ 
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pour r = s = 1 


. : œ œl(a+1) z° 4 a(a+1)(æ+2) 75 
Fa, Y; x)— 1+— GED 27 To 009 ST 


(3) 
Pour x > 0 cette fonction est liée à sa valeur pour z << 0 par la 
relation 


Fa, y; z) = e"3Fi (y — a, y; —2). (4) 
Pour des grandes valeurs négatives de l’argument x on a le déve- 
loppement asymptlotique suivant : 


r (y) 4 
1 (œ, Ÿ: 2) a [142€ + ) 


1)(œa—y+1)(a—v+2 
4-eettevttie tt | |. (5 


Si œ — —n (nr un entier positif), ;F, (—n, y; x) devient un 
polynôme de puissance r par rapport à x. Poura =n,y—mt{(n,m 
entiers), 1#1 (7, m, x) s'exprime par des polynômes et des fonc- 


tions exponentielles de l'argument zx. Si a — _ Y= M, 
Fi; (=, m ; x) se définit par des exponentielles et des fonctions 


de Bessel de l'argument zx. Ainsi, par exemple, 


F; (=. —z) 671, (>): (6) 
F(—+, 1 ; —z)=e E[4+o (ZE +)+z (5) |, (6') 


nue t[n()+n(D)) © 


L'intégrale assez répandue du produit de fonctions polynomiale, 
de Bessel et exponentielle s'exprime à l'aide d’une fonction 
hypergéométrique dégénérée 


['ei-1J, (at) 8 dt 


Ü 
r Et un ; 
CETEL que vs ra) 
a>0, B>0, u+v>=>0. 


En remplaçant & par ix [compte tenu de (4)] on obtient à partir 
de (7) l'expression de l'intégrale contenant une fonction de Bessel 
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de l'argument imaginaire : 
(ne) 


| iM-1], (at) e-B°® dt =: 


U 
U+v _æ \v : 
OO GEL (= +1, v+1; —# )- (7°) 


On peut également exprimer à l’aide de la fonction hypergéo- 
métrique les dérivées et l'intégrale de la fonction 


1 x? 


Fi(—+., Sn on: )=e T4 VF ()—11, (9) 


où F (x) est la fonction de Laplace. 


ANNEXE VI 

Transformation de Hilbert et signal analytique 
Soit S(£) une fonction réelle appartenant à la classe L? (—0oo, oo), 
c'est-à-dire { | S (4) PP dt < ©. Pour p > 1 on peut définir une 


fonction © (4) dite conjuguée de S (t), ceci à l’aide de la transforma- 
tion intégrale de Hilbert 


ti fs 
c()= + | Ta, (1) 
avec Hi 
’ co 
S()=— | Er (2} 


[pour { = + on prend les valeurs principales (au sens de Cauchy) 
des intégrales]. 
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Si F, (w) est le spectre (transformée de Fourier) de la fonction 
S' (£), le spectre Fo (w) de la fonction conjuguée est 


F(o) — L c(te-iut = — j s(» | 


En remplaçant t{ par t — u les variables d’ RTE se séparent. 
On a alors 

%  iou Hate 
Fa(o)= Fi (6) I | du —F,(o) + | M du. 
00 Û 


Mais comme 


œ 
SD y = À sign o 

u TD et 
U 


où sign & indique le signe de la variable ©, on a 
F, (©) = —iF, (wo) sign o. (3) 


En vertu de (3) on a | F(o) | = | F, (wo) | et arg Fy (w) = 
= arg F,(w) + —. Par exemple, la fonction conjuguée de S (t) — 


= À, COS (ot + “e) est © (t) = A, sin (w@ot + 9). 

Formons sur l’axe réel & la fonction complexe Z (4) = S (4) + 
+ io (t). On peut montrer que pour que la fonction complexe Z (t) 
soit la limite, pour u — 0, de la fonction analytique Z (£{ + iu), 
il faut et il suffit que l’une des deux conditions suivantes soit rem- 
plie : 1) les fonctions S (4) et © (t) sont conjuguées ; 2) la transformée 
de Fourier F, (w) de Z (t) est identiquement nulle pour & < 0. 
Si l'une des conditions est remplie, l’autre l’est aussi. 

La fonction complexe Z (t) de la variable réelle £ satisfaisant 
à l'une des conditions mentionnées est appelée signal analytique 
correspondant à S (1). Désignons par a (t) et © (ft) le module et 
l'argument d'un signal analytique, c’est-à-dire posons 


Z (t) = a (+) eicu), (4) 
On a alors 
S (9) = ReZ (ti) = a (t) cos D (4), (2) 
o ({) = ImZ(t) = a (t) sin ® (6), (6) 
d'où 


a (t) = V S?(:) + 0° (e), (7) 


O(t)=arctg  - (8) 
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Les fonctions a (t) et ® (t) sont appelées enveloppe et phase de 
S (t). Comme à une fonction $S (£) donnée correspond d’une manière 
univoque le signal analytique Z (t), et par conséquent, l'enveloppe 
a( = ]|Z(t) | et la phase ©® (ti) = argZ (t), la représentation 
de la fonction S ({) sous la forme (5), compte tenu de (6) à (8), est 
univoque. 


ANNEXE VII 
Quantiles de la loi normale 


x° 


(2) | à 2 
WT) = —— 
1 V'2x 


Za | 3:29053] 3,09023]| 2,967 74] 2,87816| 2,80703 247 2,69684| 2,65207]| 2,61205 


0,025 


0,008 10,009 ]10,010 o.ots 0.020 


za l2,57583| 2,51214] 2,45726]| 2,40892| 2,36562]| 2,32635| 2,17009| 2,05375] 1,95996 


U(x) 


cl T0,5+a = — 20,58 0 LA< 0,5, r0,5 = 0. 
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ANNEXE 
Ellipsoide de corrélation 


Soit un ensemble de x variables aléatoires E,, . .., £,. Dési- 
gnons par a; la valeur moyenne de la variable aléatoire E; et par 
ri = Mi (E1 — ai) (E5 — a;)} la covariation des variables aléatoires 
E;et E;. La matrice M formée par les éléments r;; (i, j — 1, ...,n) 
représente la matrice corrélationnelle de l’ensemble des variables 
aléatoires envisagées. 

L’ellipsoide d'équation 

n n 
» 2 


=). 


Dij 
Dia a)(s;—a)=1, D>0, (1) 


est appelé ellipsoide de corrélation. Dans l'équation (1) D;; sont les 
cofacteurs des éléments a;; dans la matrice M, et D son déterminant. 
Par une transformation linéaire (orthogonale) des variables, la 
forme quadratique dans le premier membre de (1) devient une somme 
de carrés, soit 


k=1 
À, sont ici les nombres caractéristiques de la matrice de corrélation, 
déterminés par les racines de l'équation 


|M—AI|—0, 


où I est la matrice unité. 

L'équation (2) est un ellipsoïde à nr dimensions de demi-axes 
V À» auquel se ramène l’ellipsoïde (4) par rotation (transformation 
orthogonale). Le volume de l’ellipsoïde envisagé est égal à 


V= ——— VD. (3) 
rs) 


Ainsi, le carré du volume de l'ellipsoïde est proportionnel à la 
valeur du déterminant D, souvent appelée variance généralisée. 
Pour n — 1 cette grandeur est égale à 


D = m; {(& — a)°} = 0°, 


c'est-à-dire qu'elle coïncide avec la variance habituelle d'une varia- 
ble aléatoire, et pour r = 20ona 


OO  rO102 : . 
D= = 010, (1—r*), 


O0 O 
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où 0°, oc: et r sont les variances et le coefficient de corrélation des 
deux variables aléatoires. 


Si l'on étale l'ellipsoïde de corrélation (1) de Vr + 2 fois on 
obtient l'ellipsoide des variances. Pour un ensemble de variables 
aléatoires normalement distribuées la densité de probabilité sur 
l'ellipsoïde des variances est constante. Pour une loi de distribution 
arbitraire l’ellipsoide de corrélation a cette particularité que l’en- 
semble des variables aléatoires uniformément réparties dans un 
domaine de l’espace à x dimensions, limité par cet ellipsoïde, a les 
mêmes premier et second moments (covariation) que l'ensemble 
donné des variables aléatoires. 


ANNEXE XI 

Régression 
Soient E et n des grandeurs aléatoires liées caractérisées par la 
densité de probabilité mutuelle conjointe w: (x, y). La moyenne 


conditionnelle n pour E = zx [voir (2.108), t. I] considérée comme 
une fonction de la variable x détermine la courbe de régression, soit 


Ü vuz(z,y)dy 
z=mn|r}= = | ye(ylx) dy. (1) 
\ le (x: y) dy Fe 


Il est facile de montrer (voir le problème 2.6, t. I) que parmi 
toutes les fonctions possibles g (x), l'écart quadratique m, {[n — 
— g (E)}*} est minimal pour 


gt =mMliz} (2) 


Dans certains cas on envisage l’approximation de n au moyen 
de E d’après le critère de minimum du carré moyen de l'écart 
de n par rapport à f(E) pour une classe donnée de fonctions 
g (x), définies à des paramètres inconnus près. Par exemple, si 
g (x) = aix + a», on cherche des valeurs a,;, a; pour lesquelles: 
mi {(n — aë — a2)*} sont minimales. La droite z = a;r + a» 
est dans ce cas appelée droite de régression quadratique moyenne. 


Un cas plus général est celui d'une régression quadratique moyenne: 
polynomiale quand 


g (x) = ax" + ant +... + ans. 


Dans le cas d’une régression quadratique moyenne linéaire, le 
minimum de mm, {(n — a,ë — a2)*} correspond à 


a=ry FEU, de = mi {n} — ami {Ë}, (3) 
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où r est le coefficient de corrélation des grandeurs aléatoires E et n. 
La droite de régression quadratique moyenne est alors donnée par 
l'équation 


2= mi fn} + (rm (8) EL | (4) 


Si & et n sont des grandeurs aléatoires normales liées, le second 
membre de (4) coïncide exactement avec la moyenne conditionnelle 
de n pour & = zx (voir t. I, page 78). Par conséquent, la droite de 
régression quadratique moyenne pour des grandeurs aléatoires 
normales coïncide avec la courbe de régression. Autrement dit, 
l'approximation lineaire de n par & suivant le critère de minimum 
du carré moyen de l'erreur est la meilleure. 

Les notions introduites ci-dessus peuvent être généralisées à un 
ensemble fini quelconque de grandeurs aléatoires interdépendantes 


E,, ..., &,. La valeur moyenne conditionnelle de E, pour E,; = x;, 
i = 2, ..., n est égale à 
\ ZqUn (Zys ce. Zn) dr 
a Eee ee Ta) (5) 
\ Un (Lis ., Tn) 071 
Le lieu géométrique des points (m4 {-}, z2, . .., x,) pour toutes 


les valeurs zx, . .., z, est l'hypersurface de régression. On peut 
définir l’hyperplan de la régression quadratique moyenne 


31 = M: {&i} + 2, Pui ti — ms {:}]. (6) 


Les grandeurs p,, sont données par le système d'équations linéaires 


3 


1 Dijps5 = bis, i = 2, ss 7, (7) 


p) 


ou 


biy = M: {E:b;}, (7°) 


de sorte qu'en désignant par D;, les cofacteurs dans la matrice 
Il bi; il on a 


PET, : (8) 
On peut montrer que l’hypersurface de régression pour un ensemble 


de grandeurs aléatoires normalement distribuées coïncide avec 
l'hyperplan de la régression quadratique moyenne. 
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